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Grafové algoritmy.



Reprezentace grafu Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy

Reprezentace
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že mezi dotyčnými vrcholy hrana vede, nula znamená, že
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Matici sousednosti AG

– je čtvercová matice obsahuj́ıćı nuly a jedničky, jej́ıž řádky
a sloupce jsou indexovány vrcholy. Jednička odpov́ıdá tomu,
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Výhody a nevýhody?

Jak mezi těmito reprezentacemi převádět?
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Převod AG na BG a zpět

snuluj(BG);

index hrany=0;

for(i=0;i<n;i++)

for(j=i+1;j<n;j++)

if(AG [i , j]=1) then

{ BG[i,index hrany]=1;

BG[j,index hrany++]=1;

}
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BG na AG

Bud’to podobnou analýzou matice incidence, nebo:
AG = BG × BG

T ;
for(i=0;i<n;i++)

AG [i , i ] := 0;

Důkaz.

Snadné cvičeńı z Kombinatoriky a graf̊u I.
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Daľśı reprezentace graf̊u

Seznam vrchol̊u a k nim přilehlých hran:
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seznam hran, které z něj vedou.
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Tedy udržujeme seznam vrchol̊u a ke každému vrcholu vedeme
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př́ıpadně daľśı (vaha vrcholu(v), vaha hrany(e)...).



Reprezentace grafu Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy
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Je-li graf orientovaný, muśıme reprezentaci modifikovat.



Reprezentace grafu Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy

Sled, tah, cesta, kružnice
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Souvislost, strom

Definition

Graf je souvislý, pokud se lze z každého jeho vrcholu dostat
do každého jiného (vrcholu).

Graf je strom, pokud je souvislý a neobsahuje kružnice.
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Podobně.
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Souvislost grafu
Graf je souvislý právě když se lze z jednoho jeho vrcholu dostat do všech ostatńıch

foreach(i in vrcholy)

nenavstiv(i); {jeste jsme nic nenavstivili}
i=startovni vrchol;

fronta={i};{na dosažitelné vrcholy}
while(nonempty(fronta))

{ i=prvni prvek(fronta);

navstiv(i);

fronta=fronta+nenavstivene sousedy(i);

}
foreach( i in vrcholy)

{ if(nenavstiveny(i))

return false;

}
return true;
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Analýza algoritmu
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Analýza algoritmu
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pokud máme matici sousednosti, bude složitost O(n2),
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Pokud máme seznam hran u vrcholu, bude složitost O(m),
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Při vhodné reprezentaci je tedy složitost Θ(m + n).
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Poznámky

Použijeme-li frontu, jedná se o algoritmus vlny (prohledáváńı
do š́ırky) z jednoho vrcholu.

Můžeme použ́ıt i zásobńık, v tom př́ıpadě se jedná o
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Výhody a nevýhody:

Při hledáńı do hloubky můžeme použ́ıt rekurzi a nemuśıme si
aktuálně pamatovat sousedy prohledávaného vrcholu.

Hledáńı do š́ı̌rky navšt́ıv́ı vrchol po nejkratš́ı cestě.
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Vyšeťreńı komponent souvislosti
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Vyšeťreńı komponent souvislosti

Naivńı algoritmus: Naj́ıt komponentu a odstranit
(komplikované a nepraktické).

Lepš́ı algoritmus: Začneme s prázdným grafem a postupně
přidáváme hrany.

Na počátku obarv́ıme vrcholy každý jinou barvou
(reprezentuj́ıćı prozat́ımńı kandidáty na komponenty
souvislosti).

Procháźıme hrany a pro každou se pod́ıváme, zda vede uvniťr
komponenty. Pokud ne, sluč komponenty (jednu přebarvi na
barvu druhé).
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Hledáńı kružnice
Graf má kružnici, pokud se při prohledáváńı grafu vrát́ıme do už navšt́ıveného vrcholu.

foreach(i in vrcholy) nenavstiv(i);
foreach(i in vrcholy do

if(nenavstiveny(i))//nova komponenta
{ fronta={i};

while(nonempty(fronta))
{ prvni prvek vyrad z fronty a prirad do i;

if(navstiveny(i)) then
return true;

else foreach(j in sousedy(i))
{ fronta=fronta+{j};

smaz hranu({i,j});
} } }
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Strom

Budeme testovat, zda je graf souvislý a bez kružnic, tedy
použijeme oba předešlé algoritmy.
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Strom

Budeme testovat, zda je graf souvislý a bez kružnic, tedy
použijeme oba předešlé algoritmy.

Anebo budeme testovat, zda je bez kružnic a má jen jednu
komponentu.

Anebo otestujeme souvislost (či kružnice) a správný počet
hran.
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Nejkraťśı cesta

Hledáme-li v grafu nejkratš́ı cestu z vrcholu do vrcholu, zálež́ı na
reprezentaci:

Prolezeme graf do š́ı̌rky (máme-li seznam vrchol̊u a hran),

Theorem

V matici AG
k hodnota na pozici i , j určuje počet sled̊u délky k z

vrcholu i do vrcholu j .

Corollary

V matici (AG + I )k určuje hodnota na pozici i , j počet sled̊u délky

nejvýše k z i do j.
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Nejkraťśı cesta

Hledáme-li v grafu nejkratš́ı cestu z vrcholu do vrcholu, zálež́ı na
reprezentaci:

Prolezeme graf do š́ı̌rky (máme-li seznam vrchol̊u a hran),

mocńıme matici sousednosti, pokud máme maticovou
reprezentaci.

Theorem

V matici AG
k hodnota na pozici i , j určuje počet sled̊u délky k z

vrcholu i do vrcholu j .

Corollary

V matici (AG + I )k určuje hodnota na pozici i , j počet sled̊u délky

nejvýše k z i do j.
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Dijkstr̊uv algoritmus
Hledá nejkratš́ı cestu z daného vrcholu (do všech ostatńıch)

Vstup: Graf s nezáporně ohodnocenými hranami.

Udržujeme ”frontu”vrchol̊u seťŕıděnou podle dosud nejkratš́ı
cesty do nich.

Na začátku zinicializujeme vzdálenosti do všech vrchol̊u kromě
startovńıho nekonečnem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzdálenost do startu nulou.

Startovńı vrchol přidáme do ”fronty”dosažitelných vrchol̊u.

Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratš́ı cestou z fronty
odstrańıme a pokuśıme se cestu jdoućı z něj rozš́ı̌rit do jeho
sousedů.

Toto opakuj, dokud je ”fronta”neprázdná.
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Rozš́ı̌reńı cesty

Rozš́ı̌reńı cesty vypadá tak, že pro vrchol v ve vzdálenosti d(v)
zkuśıme pro každou hranu {v ,w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v ,w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v ,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve ”frontě”.
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Analýza

Algoritmus je popsán a dokázán v mnoha knihách (a
skriptech), kupř. Kapitoly z diskrétńı matematiky nebo
Algebraické algoritmy (Kučera, Nešeťril)...
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Konečnost: V každé iteraci odstrańıme z ”fronty”jeden vrchol,
který se v ńı už neobjev́ı
(protože mezi vrcholy ve frontě měl nejmenš́ı vzdálenost od
startu a vzdálenosti jsou nezáporné).
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V každém kroku evidujeme nejkratš́ı cesty ze startu použ́ıvaj́ıćı
pouze vrcholy již odstraněné z ”fronty”.
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Analýza

Algoritmus je popsán a dokázán v mnoha knihách (a
skriptech), kupř. Kapitoly z diskrétńı matematiky nebo
Algebraické algoritmy (Kučera, Nešeťril)...

Konečnost: V každé iteraci odstrańıme z ”fronty”jeden vrchol,
který se v ńı už neobjev́ı
(protože mezi vrcholy ve frontě měl nejmenš́ı vzdálenost od
startu a vzdálenosti jsou nezáporné).

Parciálńı správnosti pomůže invariant:
V každém kroku evidujeme nejkratš́ı cesty ze startu použ́ıvaj́ıćı
pouze vrcholy již odstraněné z ”fronty”.

Z invariantu plyne korektnost.

Jde jen o modifikovaný algoritmus vlny, tedy hledáńı do š́ı̌rky!

Složitost významně záviśı na reprezentaci grafu a na
reprezentaci ”fronty”!
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Poznámky

Pokud jde o graf neohodnocený (délka všech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane obyčejný algoritmus
vlny.
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informatika. :-)



Reprezentace grafu Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy

Poznámky

Pokud jde o graf neohodnocený (délka všech hran je 1),
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Poznámky

Pokud jde o graf neohodnocený (délka všech hran je 1),
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Král (či jiné figurky) na šachovnićıch r̊uzných tvar̊u s r̊uzně
pozakazovanými poĺıčky,
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Poznámky

Pokud jde o graf neohodnocený (délka všech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane obyčejný algoritmus
vlny.

Aplikace grafových algoritmů: Zde zač́ıná teoretická
informatika. :-)

Př́ıklady využit́ı grafových algoritmů:

Thesseus a Minotaurus,

Král (či jiné figurky) na šachovnićıch r̊uzných tvar̊u s r̊uzně
pozakazovanými poĺıčky,

...
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Grafově-optimalizačńı problémy

Jak grafy prohledávat – také bylo (do š́ı̌rky a do hloubky),
nyńı uḿıte též implementovat.
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topologické uspǒrádáńı, faktorová množina (vyšeťrováńı
komponent).
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Grafově-optimalizačńı problémy

Jak grafy prohledávat – také bylo (do š́ı̌rky a do hloubky),
nyńı uḿıte též implementovat.

Hledáńı nejkratš́ı cesty, minimálńı kostra,

topologické uspǒrádáńı, faktorová množina (vyšeťrováńı
komponent).

Modifikace problémů: Maximálńı kostra, nejdeľśı cesta – č́ım
se lǐśı?
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Nejkraťśı cesta

Dijkstr̊uv algoritmus: Modifikované prohledáváńı do š́ı̌rky
(netvǒŕıme frontu nalezených vrchol̊u, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyčného vrcholu
dostaneme).
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(netvǒŕıme frontu nalezených vrchol̊u, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyčného vrcholu
dostaneme).

Povšimněte si, že se vlastně jedná o diskrétńı simulaci
(rozlijeme vodu na graf a čekáme, kdy voda doteče do
jednotlivých vrchol̊u).
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Nejkraťśı cesta

Dijkstr̊uv algoritmus: Modifikované prohledáváńı do š́ı̌rky
(netvǒŕıme frontu nalezených vrchol̊u, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyčného vrcholu
dostaneme).

Povšimněte si, že se vlastně jedná o diskrétńı simulaci
(rozlijeme vodu na graf a čekáme, kdy voda doteče do
jednotlivých vrchol̊u).

Bellman-Ford̊uv algoritmus: n − 1-krát zopakujeme:
Z každého vrcholu zkus ”natáhnout”cestu po všech hranách
z něj vycházej́ıćıch (tedy zlepši př́ıpadnou nalezenou cestu).
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Nejkraťśı cesta

Dijkstr̊uv algoritmus: Modifikované prohledáváńı do š́ı̌rky
(netvǒŕıme frontu nalezených vrchol̊u, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyčného vrcholu
dostaneme).

Povšimněte si, že se vlastně jedná o diskrétńı simulaci
(rozlijeme vodu na graf a čekáme, kdy voda doteče do
jednotlivých vrchol̊u).

Bellman-Ford̊uv algoritmus: n − 1-krát zopakujeme:
Z každého vrcholu zkus ”natáhnout”cestu po všech hranách
z něj vycházej́ıćıch (tedy zlepši př́ıpadnou nalezenou cestu).

Algoritmus funguje i při záporném ohodnoceńı hran, nesḿı ale
být př́ıtomna záporná kružnice (kružnice záporné délky).



Reprezentace grafu Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy

Floyd – Warshall̊uv algoritmus
aneb all-pairs shortest paths

Daľśı př́ıklad dynamického programováńı!
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poč́ıtáme nejkratš́ı cestu z u do v o nejvýše a hranách.
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Pro trojici (a, u, v), kde u, v jsou vrcholy a a přirozené č́ıslo
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Tedy ji vybav́ıme cach́ı v podobě ťŕırozměrného pole...
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Floyd – Warshall̊uv algoritmus
aneb all-pairs shortest paths

Daľśı př́ıklad dynamického programováńı!

Pro trojici (a, u, v), kde u, v jsou vrcholy a a přirozené č́ıslo
poč́ıtáme nejkratš́ı cestu z u do v o nejvýše a hranách.

Postupujeme pro rostoućı a (projdeme všechny možné dvojice)
tak, že natahujeme cestu o jedna kratš́ı o ”posledńı”hranu.

Jako by vyb́ızelo k rekurzi...

... jenže jako obvykle velmi neefektivńı.

Tedy ji vybav́ıme cach́ı v podobě ťŕırozměrného pole...

... a zjist́ıme, že rekurzi v̊ubec nepoťrebujeme, že postač́ı čty̌ri
cykly v sobě...
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Floyd – Warshall̊uv algoritmus pseudokód

for(a=0;a<n=1;a++)

foreach(u in vrcholy)

foreach(v in vrcholy)

foreach(w in sousedi(v))

cache[a,u,v]=min(cache[a,u,v],cache[a-1,u,w]+

length(w,v));
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Algoritmy: Kruskal, Bor̊uvka, Jarńık, Prim.
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Kruskal̊uv: Seťrid’ hrany podle váhy, postupně zkoušej
přidávat a koukej, zda jsme vytvǒrili kružnici (pokud ano,
hranu nepřidej, jinak přidej).
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s nejmenš́ı vahou, která vycháźı z dané komponenty a přidej.
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s nejmenš́ı vahou, která vycháźı z dané komponenty a přidej.

Jarńık̊uv (Primův): Pěstováńı stromu: K dosud postavenému
stromu přidej hranu z něj vycházej́ıćı, která má nejnižš́ı váhu.
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Všechny algoritmy poč́ıtaj́ı to samé. Důkazy korektnosti budou
př́ı̌stě.
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Hledáńı nejtěžš́ı kostry...
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Sed́ı za ńım schovaná Hamiltonskost, tedy hledáńı cesty délky
n − 1:
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