Anotace

m Memoizace, dynamické programovani, tedy prosttedky
zvySovani efektivity rekurze a jejich implementace.




Problémy, které byly

m P¥ednasejici jde tentokrat do S3,

m polet platnych uzavorkovani pomoci n parl zdvorek,

polet rozkladd pFfirozeného Cisla na souet nerostoucich
kladnych celych ¢&isel,

Pascalliv trojihelnik,
nejdelsi rostouci podposloupnost,

pofadi ndsobeni matic,

problém batohu.



P¥ednasejici do poslucharny!

Opakuji, pan prednasejici se dostavi do poslucharny!

m Zndme ze zimy: Pfedna$ejici jde po schodidti a bud'to &ldpne
vzdy na ndsledujici schod, nebo jeden p¥ekrodi.
Uloha vede na Fibonacciho &isla,
v zim& jsme odvodili rekurzi f(i) = f(i — 1) + f(-2).
static int f(int i)
{ if(i<3) return i;
return f(i-1)+f(i-2);
}

Jakou ma toto FeSeni nevyhodu?

Ano, exponencidlni sloZitost. Co s problémem?



Co kazi slozitost?

To, Ze funkce pocitd porad totéz!

m Funkce poditd pofad totéz
m exponencidlné velké &islo natita po jednitkdch (a dvojkach).
m VSimneme si, Ze hodnota funkce zavisi jen na parametrech

m a vyrobime si cache na vysledky.



Cache

spasi vypodet

static int[]c=new int[MO0O0OC];
static int f(int i)
{ if(c[i]l==0)
{  if(i<3) clil=i;
else clil=f(i-1)+f(-2);
}

return cl[i];



Pocet korektnich uzavorkovani

Jak budeme tesit?

Pomoci rekurze podle rostouciho poétu pfidanych zavorek.
Udé&lame funkci, ktera:

zkusi p¥idat oteviraci zdvorku (rekurze),

zkusi p¥idat zaviraci zdvorku (rekurze),

pokud jsou pouZity vSechny zavorky, zvy$ pocet uzavorkovani
ol



Pocet korektnich uzavorkovani

static int paru,celkem=0;
static void pridej_zavorku(int lev,int prav)
{
if (lev>prav)
pridej_zavorku(lev,prav+l);
if (paru>lev)
pridej_zavorku(lev+1,prav);
if ((lev==prav)&&(paru==1lev))
celkem++;
}
Jaky problém ma toto ¥eSeni? Jaky problém ma toto FeSeni?
Pocitame pofad to samé!



/Zavorkovani — cache

m Jak z pasti? PoloZime si spravnou otdzku:

m ZaleZi vysledek funkce pridej_zavorku na néfem jiném, nez
na parametrech levych a pravych?

m NezdlezZi. Pro¢ si potom nezapamatujeme, kolik zavorkovan{
pfida tato funkce pro konkrétni hodnoty levych a pravych:

m static int[,]cache=new int [MAX, MAX].

m Pole na podatku inicializujeme nulami,

je-li cache[lev,prav] ==0, spustime vypotet (vysledek jest&
nezndme) a na konci funkce si ho uloZime do pole.

m Je-li cache[lev,prav]! =0, pfipocteme tolik platnych
uzavorkovani.

m Rozdil mezi variantou "rekurze”a "cachovanad rekurze” je rozdil
mezi nepouzitelnym a dobrym algoritmem!



Nalezeni vsech Youngovych tabulek

m Youngova tabulka je tabulka sestdvajici z ¥addk{i postupné
nerostouci délky.

Samotny ¥adek je Youngova tabulka.

Jeden sloupec taktéz.

"Normalni” tabulka m x n také.

Nesmi se jen objevit Sirsi ¥adek za uZsim.

Pro zadané n vypiste viechny Youngovy tabulky s n poli¢ky.

Nejde o nic jiného, nez zjistit, kolika zplisoby Ize rozlozit &islo
na s¢itance v nerostoucim potadi.

m Zajima nas jen jejich polet, nechceme tabulky vypisovat!



Youngovy tabulku — k ¥eSeni

m Jak udlohu vyf¥esit?

m Jako obvykle rekurzi. Budeme si pamatovat, kolik okének jesté
zbyva a kolik jich nejvySe smime dat do jednoho ¥adku.
A zkusime vSechno od maxima, az k jedné.




Rekurzivni funkce:

static void pridej._radek(int kolik,int maximum)
{ int i;

if (kolik==0) pocet++;

else

for (i=maximum i>=1;i--)
pridej_radek(kolik-i,i);

}
Jaky je problém?
Porad ten samy
(potitame porad to samé).



Youngovy tabulky

m Jak z pasti tentokrat?
m Stejné jako u zavorkovani:

m Udélame dvourozmérné pole cache a budeme si do né&j znadit,
kolika zplsoby lze rozloZit KOLIK, je-li povolena &itka ¥adku
nejvyse MAXIMUM:



static void rozloz(int kolik,int maximum) ;
{ int i,nazacatku;
if (cache[kolik,maximum]! =0)
pocet+=cache [kolik,maximum] ;
else
{ nazacatku=pocet;
if (kolik==0) pocet++;
else for(i=maximum;i>=1;i--)
rozloz(kolik-i,i);
cache [kolik,maximum]=pocet-nazacatku;



Pascaliiv trojdhelnik

vy

Obsahuje kombinacni &isla,
n-ty ¥adek konkrétn& obsahuje hodnoty (g), (7),---, (7).

n
pfi vypottu vyuzivame toho, ze (7) = (") + (121).

pro jednoduchost chceme spotitat jen &islo (7).




Pascaliiv trojahelnik rekurzivni feSeni

m Ziskali jsme rekurenci (Z) = (Zj) + (";1),
m z této snadno sestrojime rekurzivni program:
static int kombin(int n,int k)

{ if ((k==0)||(k==n)) return 1;
return kombin(n-1,k-1)+kombin(n-1,k);
}

static void Main(string[] a)
{ ... kombin(100,50);...

Mile stejny problém, pofad pocitdame to samé mockrat.
Opét pfidame cache na vysledky.



Pascaliiv trojdhelnik

static const int MAX=100;
static int[,]cache=new int[MAX,MAX]; static int
kom(int n, int k)
{ if(cache[n,k]==0)
{ 1if((k==0)||(k==n)) cache[n,k]=1;
else cache[n,k]=kom(n-1,k-1)+kom(n-1,k);

}

return cachel[n,k];
}
static void Main(string[J]a)
{ Console.WriteLine(kom(Convert.toInt32(
Console.ReadLine()),Convert.toInt32(
Console.ReadLine()))); }



Nejdelsi rostouci podposloupnost

pro zacatek rekurzi

m Nejdeldi rostouci podposloupnost nékde kondi.
m Zkusime vSechny kandidaty.

m Posledni prvek se poznd tak, Ze pfed nim je nejdelsi rostouci
posloupnost kon&ici pfed nim poslednim prvkem men3im (nez
je tento) = jasny tah k rekurzi podle posledniho prvku.

m Rekurze zkusi v8echny podposlounposti.



Nejdelsi rostouci podposloupnost

s cachi

m Nejdelsi rostouci podposloupnost konéici v i. prvku je porad
stejna.

m Nebudeme ji tudiZ poditat pokazdé znovu, ale tento Udaj
nacachujeme.

m Vznikne cache parametrizovana jednotlivymi prvky.

m Tuto cache neni tfeba vypliiovat rekurzi.

m Délka nejdelsi rostouci podposloupnosti je uréena maximalni
hodnotou v cachi.



Nejdelsi rostouci podposloupnost

m UtvoF posloupnost dvojic (pole struktur/objekti),

m prvni prvek obsahuje pfislusnou hodnotu, druhy ukazuje délku
nejdelsi rostouci podposloupnosti koncici dotyénym prvkem.

m Vypliuj zleva doprava, pro kaZdy prvek najdi mezi prvky jemu

predchdzejicimi takovy mensi prvek, ve kterém konéi nejdelsi

dostupna podposloupnost.

Podposloupnost najdi od konce:

Najdi prvek nabizejici nejvétsi moznou délku,

poznamenej si HODNOTU a DELKU.

postupuj od konce a pokud najede$ na prvek nabizejici délku

DELKA s hodnotou nejvyze tolik, kolik HODNOTA, prvek si

poznamenej, sniz DELKU o jedna a HODNOTU na hodnotu

nalezeného prvku.

m Nalezenou posloupnost otot.



Nejdel3i rostouci podposloupnost — vypolet (vyplnéni
tabulky)

for(i=1;i<=n;i++)
{ maximum:=0; maxindex:=0;
for(j=i-1;j>=1;j--)
{ if (pole[j] .hodnota<pole[i] .hodnota
&& polelj].delky>maximum)
{ maximum=pole[j].delky;
maxindex=j;
}

pole[i].delky=maximum+1;



Nasobeni matic

m Nasobeni matic neni komutativni, ale je asociativni.

Mdame-li vyndsobit nékolik matic, nemiZeme jejich potadi
ménit,

muZeme soudin vSelijak zavorkovat.

R{zna uzavorkovani jsou rizn& vyhodna.

Které z nich je to nejvyhodné&jsi?

Pfedpokladame, Ze mame abstraktni funkce zjistici ze
zadanych rozméri sloZitost soucinu matic spravnych tvar(.



Nasobeni matic

m Neé&které ndsobeni provedeme jako posledni.
m To dlohu rozd&li na (nejvy3e) dv& dal3i instance.

m V kazdé (mensi) instanci opét n&jaké nisobeni provedeme
jako posledni.

m ldedlni podhoubi pro rekurzi!



Nasobeni matic

m static int slozitost(int od,int az_do)

m for(i=od;i<=az_do-1;i++)

m  slozitost=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

Opét budeme zbyte¢n& nasobit stdle to samé.
Opét se toho zbavime stejné&.



Nasobeni matic

int slozitost(int od,int az_do);

for(i=od; i<=az_do-1;i++)
cache[od,az_do]=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

n
m if( cache[od,az_do]==0)
n
n

return cachefod,az_do];



Metoda

m VSechny tyto problémy jsme YeSili stejné:

m Navrhli jsme rekurzivni algoritmus,

m ten podital ¢asto to samé, proto jsme mu doplnili cache.
[

Pokud se podivime po¥adné&, na spravném misté cache
najdeme vysledek.

m PotFebujeme tam tedy tu rekurzi?

m Ne a miZeme se ji zbavit za pfedpokladu, Ze zjistime, jak
vypliiovat cache, tedy tabulku.

m Tomu ¥ikdme dynamické programovani (probird se na ADS).



Odstranéni rekurze

m Predndsejici jde do poslucharny:
al1]l=1;
a[2]=2;
for(i=3;i<=n;i++) alil=ali-1]+al[i-2];
m Pascaliiv trojdhelnik:
for(i=0;i<=n;i++)
for(j=0;i<=1;j++)
p(i,j)=p@i-1,j-D+p(i-1,7);
a okrajové p¥ipady zvlast!

m Zavorkovani: Cviceni



