
Anotace

Memoizace, dynamické programováńı, tedy prosťredky
zvyšováńı efektivity rekurze a jejich implementace.



Problémy, které byly

Přednášej́ıćı jde tentokrát do S3,

počet platných uzávorkováńı pomoćı n pár̊u závorek,

počet rozkladů přirozeného č́ısla na součet nerostoućıch
kladných celých č́ısel,

Pascal̊uv trojúhelńık,

nejdeľśı rostoućı podposloupnost,

pǒrad́ı násobeńı matic,

problém batohu.



Přednášej́ıćı do posluchárny!
Opakuji, pan přednášej́ıćı se dostav́ı do posluchárny!

Známe ze zimy: Přednášej́ıćı jde po schodǐsti a bud’to šlápne
vždy na následuj́ıćı schod, nebo jeden překroč́ı.

Úloha vede na Fibonacciho č́ısla,

v zimě jsme odvodili rekurzi f (i) = f (i − 1) + f (−2).

static int f(int i)

{ if(i<3) return i;

return f(i-1)+f(i-2);

}

Jakou má toto řešeńı nevýhodu?

Ano, exponenciálńı složitost. Co s problémem?



Co kaźı složitost?
To, že funkce poč́ıtá pǒrád totéž!

Funkce poč́ıtá pǒrád totéž

exponenciálně velké č́ıslo nač́ıtá po jedničkách (a dvojkách).

Všimneme si, že hodnota funkce záviśı jen na parametrech

a vyrob́ıme si cache na výsledky.



Cache
spaśı výpočet

static int[]c=new int[MOOOOC];

static int f(int i)

{ if(c[i]==0)

{ if(i<3) c[i]=i;

else c[i]=f(i-1)+f(-2);

}
return c[i];

}



Počet korektńıch uzávorkováńı

Jak budeme řešit?

Pomoćı rekurze podle rostoućıho počtu přidaných závorek.

Uděláme funkci, která:

zkuśı přidat otev́ıraćı závorku (rekurze),

zkuśı přidat zav́ıraćı závorku (rekurze),

pokud jsou použity všechny závorky, zvyš počet uzávorkováńı
o 1.



Počet korektńıch uzávorkováńı

static int paru,celkem=0;

static void pridej zavorku(int lev,int prav)

{
if(lev>prav)

pridej zavorku(lev,prav+1);

if(paru>lev)

pridej zavorku(lev+1,prav);

if((lev==prav)&&(paru==lev))
celkem++;

}
Jaký problém má toto řešeńı? Jaký problém má toto řešeńı?
Poč́ıtáme pǒrád to samé!



Závorkováńı – cache

Jak z pasti? Polož́ıme si správnou otázku:

Zálež́ı výsledek funkce pridej zavorku na něčem jiném, než
na parametrech levych a pravych?

Nezálež́ı. Proč si potom nezapamatujeme, kolik závorkováńı
přidá tato funkce pro konkrétńı hodnoty levych a pravych:

static int[,]cache=new int [MAX ,MAX].

Pole na počátku inicializujeme nulami,

je-li cache[lev,prav] ==0, spust́ıme výpočet (výsledek ještě
neznáme) a na konci funkce si ho ulož́ıme do pole.

Je-li cache[lev,prav]! =0, připočteme tolik platných
uzávorkováńı.

Rozd́ıl mezi variantou ”rekurze”a ”cachovaná rekurze”je rozd́ıl
mezi nepoužitelným a dobrým algoritmem!



Nalezeńı všech Youngových tabulek

Youngova tabulka je tabulka sestávaj́ıćı z řádk̊u postupně
nerostoućı délky.

Samotný řádek je Youngova tabulka.

Jeden sloupec taktéž.

”Normálńı”tabulka m × n také.

Nesḿı se jen objevit šiřśı řádek za užš́ım.

Pro zadané n vypǐste všechny Youngovy tabulky s n poĺıčky.

Nejde o nic jiného, než zjistit, kolika způsoby lze rozložit č́ıslo
na sč́ıtance v nerostoućım pǒrad́ı.

Zaj́ımá nás jen jejich počet, nechceme tabulky vypisovat!



Youngovy tabulku – k řešeńı

Jak úlohu vy̌rešit?

Jako obvykle rekurźı. Budeme si pamatovat, kolik okének ještě
zbývá a kolik jich nejvýše sḿıme dát do jednoho řádku.
A zkuśıme všechno od maxima, až k jedné.



Rekurźıvńı funkce:

static void pridej radek(int kolik,int maximum)

{ int i;

if(kolik==0) pocet++;

else

for(i=maximum i>=1;i--)

pridej radek(kolik-i,i);

}
Jaký je problém?
Pǒrád ten samý
(poč́ıtáme pǒrád to samé).



Youngovy tabulky

Jak z pasti tentokrát?

Stejně jako u závorkováńı:

Uděláme dvourozměrné pole cache a budeme si do něj značit,
kolika způsoby lze rozložit KOLIK, je-li povolená š́ı̌rka řádku
nejvýše MAXIMUM:



static void rozloz(int kolik,int maximum);

{ int i,nazacatku;

if(cache[kolik,maximum]! =0)
pocet+=cache[kolik,maximum];

else

{ nazacatku=pocet;

if(kolik==0) pocet++;

else for(i=maximum;i>=1;i--)
rozloz(kolik-i,i);

cache[kolik,maximum]=pocet-nazacatku;

}
}



Pascal̊uv trojúhelńık

Obsahuje kombinačńı č́ısla,

n-tý řádek konkrétně obsahuje hodnoty
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Pascal̊uv trojúhelńık rekurźıvńı řešeńı

Źıskali jsme rekurenci
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z této snadno sestroj́ıme rekurźıvńı program:

static int kombin(int n,int k)

{ if ((k==0)||(k==n)) return 1;

return kombin(n-1,k-1)+kombin(n-1,k);

}
static void Main(string[] a)

{ ... kombin(100,50);...

}
Mále stejný problém, pǒrád poč́ıtáme to samé mockrát.
Opět přidáme cache na výsledky.



Pascal̊uv trojúhelńık

static const int MAX=100;

static int[,]cache=new int[MAX,MAX]; static int

kom(int n, int k)

{ if(cache[n,k]==0)

{ if((k==0)||(k==n)) cache[n,k]=1;

else cache[n,k]=kom(n-1,k-1)+kom(n-1,k);

}
return cache[n,k];

}
static void Main(string[]a)

{ Console.WriteLine(kom(Convert.toInt32(

Console.ReadLine()),Convert.toInt32(

Console.ReadLine()))); }



Nejdeľśı rostoućı podposloupnost
pro začátek rekurźı

Nejdeľśı rostoućı podposloupnost někde konč́ı.

Zkuśıme všechny kandidáty.

Posledńı prvek se pozná tak, že před ńım je nejdeľśı rostoućı
posloupnost konč́ıćı před ńım posledńım prvkem menš́ım (než
je tento) ⇒ jasný tah k rekurzi podle posledńıho prvku.

Rekurze zkuśı všechny podposlounposti.



Nejdeľśı rostoućı podposloupnost
s cach́ı

Nejdeľśı rostoućı podposloupnost konč́ıćı v i . prvku je pǒrád
stejná.

Nebudeme ji tud́ıž poč́ıtat pokaždé znovu, ale tento údaj
nacachujeme.

Vznikne cache parametrizovaná jednotlivými prvky.

Tuto cache neńı ťreba vyplňovat rekurźı.

Délka nejdeľśı rostoućı podposloupnosti je určena maximálńı
hodnotou v cachi.



Nejdeľśı rostoućı podposloupnost

Utvǒr posloupnost dvojic (pole struktur/objekt̊u),
prvńı prvek obsahuje př́ıslušnou hodnotu, druhý ukazuje délku
nejdeľśı rostoućı podposloupnosti konč́ıćı dotyčným prvkem.
Vyplňuj zleva doprava, pro každý prvek najdi mezi prvky jemu
předcházej́ıćımi takový menš́ı prvek, ve kterém konč́ı nejdeľśı
dostupná podposloupnost.
Podposloupnost najdi od konce:
Najdi prvek nab́ızej́ıćı největš́ı možnou délku,
poznamenej si HODNOTU a DÉLKU.
postupuj od konce a pokud najedeš na prvek nab́ızej́ıćı délku
DÉLKA s hodnotou nejvýše tolik, kolik HODNOTA, prvek si
poznamenej, sniž DÉLKU o jedna a HODNOTU na hodnotu
nalezeného prvku.
Nalezenou posloupnost otoč.



Nejdeľśı rostoućı podposloupnost – výpočet (vyplněńı

tabulky)

for(i=1;i<=n;i++)
{ maximum:=0; maxindex:=0;

for(j=i-1;j>=1;j--)
{ if(pole[j].hodnota<pole[i].hodnota

&& pole[j].delky>maximum)

{ maximum=pole[j].delky;

maxindex=j;

}
pole[i].delky=maximum+1;

}



Násobeńı matic

Násobeńı matic neńı komutativńı, ale je asociativńı.

Máme-li vynásobit několik matic, nemůžeme jejich pǒrad́ı
měnit,

můžeme součin všelijak závorkovat.

Různá uzávorkováńı jsou r̊uzně výhodná.

Které z nich je to nejvýhodněǰśı?

Předpokládáme, že máme abstraktńı funkce zjist́ıćı ze
zadaných rozměr̊u složitost součinu matic správných tvar̊u.



Násobeńı matic

Některé násobeńı provedeme jako posledńı.

To úlohu rozděĺı na (nejvýše) dvě daľśı instance.

V každé (menš́ı) instanci opět nějaké násobeńı provedeme
jako posledńı.

Ideálńı podhoub́ı pro rekurzi!



Násobeńı matic

static int slozitost(int od,int az do)

for(i=od;i<=az do-1;i++)

slozitost=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az do)+samotne nasobeni;

Opět budeme zbytečně násobit stále to samé.
Opět se toho zbav́ıme stejně.



Násobeńı matic

int slozitost(int od,int az do);

if( cache[od,az do]==0)

for(i=od; i<=az do-1;i++)

cache[od,az do]=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az do)+samotne nasobeni;

return cache[od,az do];



Metoda

Všechny tyto problémy jsme řešili stejně:

Navrhli jsme rekurźıvńı algoritmus,

ten poč́ıtal často to samé, proto jsme mu doplnili cache.

Pokud se pod́ıváme pǒrádně, na správném ḿıstě cache
najdeme výsledek.

Poťrebujeme tam tedy tu rekurzi?

Ne a můžeme se j́ı zbavit za předpokladu, že zjist́ıme, jak
vyplňovat cache, tedy tabulku.

Tomu ř́ıkáme dynamické programováńı (prob́ırá se na ADS).



Odstraněńı rekurze

Přednášej́ıćı jde do posluchárny:
a[1]=1;

a[2]=2;

for(i=3;i<=n;i++) a[i]=a[i-1]+a[i-2];

Pascal̊uv trojúhelńık:
for(i=0;i<=n;i++)

for(j=0;i<=i;j++)

p(i,j)=p(i-1,j-1)+p(i-1,j);

a okrajové př́ıpady zvlášt’!

Závorkováńı: Cvičeńı


