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V tomto textu je popsano, jak metodou konjugovanych gradientu Fesit sou-
stavu linedrnich rovnic Ax = b, kde b je dany vektor a A je symetrickd a
pozitivné definitni redlnd matice. Jednd se o metodu iterativni: vychézejice z
libovolného bodu x¢ v prislusném Euklidovském prostoru, budeme postupné
prochézet (opakovdnim stéle stejného vypoctu) body x1,Xs, ..., az se nakonec
dostaneme do bodu, ktery je feSenim soustavy, nebo alespon tak blizko k nému,
ze nam dand hodnota bude vyhovovat jako pfiblizné feseni soustavy.

1 Reseni soustavy linearnich rovnic
minimalizaci kvadratického funkcionalu

Definujme funkcional f takto:

1
flz) = ixTAx —x'b pro kazdé x € E,,.

Lemma 1 Redeni X4, soustavy Ax = b je jediné minimum funkciondlu f.

Dikaz: Uvazujme vektor x € F, a FeSeni x4, soustavy Ax = b (sol jako
‘solution’, anglicky ‘Fesen{’). Polozme e = x — x,;. Pak

f(X) = f(xsol + e) = %(Xsol + e)TA(Xsol + e) - (Xsol + e)Tb -

1
= g(xsTolesol + XsTolAe +eTAx, . + eTAe) — xfolb —e™b=

1
= (gxfolesol —xI b)+ el Ae + e (Ax, — b) = f(x.01) + € Ae,
protoze xfolAe = eT Ax,, a proto %(XSTOlAe +elAxy,) = el Axy,.

Jelikoz je A pozitivné definitni, je hodnota vyrazu e’ Ae vidy nezdporna
a je rovna nule (své nejmensi mozné hodnoté) pravée kdyz e = 0, neboli kdyz
X = Xsol- *



2 Minimalizace funkcionalu v daném sméru

Predpokladejme nyni, Ze se nachazime v bodé x a vydame se z néj ve sméru
vektoru p (vpfed nebo i vzad). Navstivime tedy body x + ap, kde a je redlné
¢islo. Nasim cilem je uréit, kde na této draze mé funkcional f nejmensi hodnotu.
Hodnota funkcionalu f na této draze je

Flx+ap) = 3 (x + ap) " A(x + ap) — (x + ap)Tb =

= %XTAX +apTAx + %anTAp —x'b —ap’b=U + aV + a*W,
kde U = %XTAX —x'b, V=pTAx —p’b, W = %pTAp.

Pro pevné z a p jsou U, V a W konstanty a vyraz pro f(x + ap) je kvad-
ratickou funkci «. Je zndmo, Ze tato funkce ma minimum, kdyz se jeji derivace
podle o rovna 0. Ta derivace je obecné rovna 2Wa+V a tedy minimum nabyva
pro a = f%, neboli pro
~p'(b-Ax)
~ plAp

Mimimum na draze tvorené body x + ap je v bodé

T
p' (b — Ax)
X + ~pTAp P (1)

3 Smeér nejvétsiho spadu

Déle si predstavme, ze jsme v bodé x a chceme se pustit smérem nejprudsiho
klesani funkcionalu f. Ktery to je smér?

Vezméme vektor e délky 1 a vydejme se v jeho sméru z bodu x. Polozme
p(a) = f(x + ae). Pro pevné e je rychlost zmény funkcionalu f v bodé x pfi
pohybu ve sméru e rovna hodnoté derivace funkce ¢ podle a v bodé a = 0.
Propocitejme to:

1
ola) = f(x+ae) = §XTAX +ae’Ax + a?e’Ae — xTb — ae’b

M =elAx+20eTAe —e'b
da
a tedy hodnota této derivace pro a = 0 je
90(c) —elAx —e"b = —e’(b - Ax).
oo |,_

Nyni se zamysleme nad tim, v jakém sméru je ta derivace nejmensi, tedy
skalarni soucin e” (b — Ax) nejvétsi. Jasné, je to kdyz e jde ve sméru b — Ax.



4 Metoda nejvétsiho spadu

Mame-li tedy nyni fesSit rovnici Ax = b, sta¢i nalézt minimum funkciondlu
fz) = %XTAX — xTb, které mizeme hledat iterativné takto: postavme se do
libovolného bodu, ktery oznaéime xq. Casto se voli xo = 0, nemame-li néjaky
dobry duvod zvolit jiny bod. Vydejme se z tohoto bodu smérem nejvétsiho
klesani funkcionélu f, tedy ve sméru daném vektorem ro = b — Axy. V tomto
sméru se posuneme tak hluboko (vzhledem k f), jak to jen jde. O kolikandsobek
vektoru r se posuneme, je popsano vyse.

Postupem z piredchoziho odstavce se dostaneme do bodu, ktery oznacime
x1 a postup stdle opakujeme. Jsme-li tedy obecné v bodé x;, polozime r; =
b — Ax; (povsimnéte si, Ze r; ndm také uddva, jak jsme daleko s vypoctem, jak
je Ax; daleko od vektoru b, kterému by se nakonec mélo rovnat), vyddme se
a to oznacime jako x;41, atd. Pokra¢ujeme tak dlouho, dokud nenf r; (kterému
se Fikévd i-té residuum, odtud oznaceni r;) rovno nule (nalezeno Feseni) nebo
alesponl dostateéné malé (nalezeno dostateéné kvalitni pfiblizné Feseni).

Této metodé fikdme metoda nejprudsiho spadu (anglicky “steepest descent”).

5 Metoda konjugovanych gradientu

V roce 1952 si Magnus Hestenes a Eduard Stiefel povsimli, Zze v elipsoidové
geometrii pozitivné definitnich matic je byt vyhodnéjsi postupovat trochu jinak
a lépe, nez metodou nejprudsiho spadu: zptusobem, kterému se nyni iikd metoda
konjugovangch gradienti (anglicky “conjugate gradients”, odtud i zkratka CG).

Je dobfe znamo, ze je-li A pozitivné definitni a symetrickd redlnd matice,
pak vzorec (x,y) = x7 Ay mé vlastnosti skaldrniho soucinu, tedy (x,x) > 0 s
rovnosti pouze pro x = 0, operace je symetrickd a (ax,y) = a(x,y). Rekneme,
ze dva vektory x a y jsou konjugované, pokud plati (x,y) = 0 (tedy jsou na
sebe “kolmé” vzhledem ke skaldrnimu souéinu, uréenému matici A).

Metoda konjugovanych gradientu postupuje velmi podobné jako metoda nej-
prudsiho spadu, ale budeme se snazit, aby sméry, ve kterych se v jednotlivych
iteracich pohybujeme (gradienty), byly navzdjem konjugované.

Postup zacind v libovolné zvoleném vektoru xg a vytvaii posloupnost
Xo,T0, Pk, X1,T1, P1,. . . nasledujicim zpusobem:



Metoda konjugovanych gradienti (neupravend)
Vstupni data:

celé ¢islo n (dimenze)

symetrickd pozitivné definitni matice A velikosti n x n,
vektor b dimenze n (pravé strana soustavy),

pocatecni vektor xg.

pro k=0,1,2,... {

rr, = b-—Ax;; pokudr, =0, ukonci vypocet; (2)
k=1
r;, Ap;
Pr = I‘k—z A Pj (3)
=0 Pj Ap;
T
Pr Tk
Xpr1 = Xgp+ 5Pk 4
pPLAp: @
}

Prvni krok se udéla stejné jako v metodé nejprudsiho spadu; vyrazime smérem
Po, ktery bude roven sméru ro = b — Axq. Kdyz se ale dostaneme po k iteracich
do bodu xj, nebudeme dal postupovat nejprudsim spadem piesné ve sméru
residua ry = b— Axy, ale ve sméru py, ktery vznikne tak, ze si smér ry upravime
tak, aby byl konjugovany ke vSem smérum pg,...,Pr_1, ve kterych jsme se
pohybovali diive.

Tento pozmeénény smér py (p od anglického ‘progress’) dostaneme z ry po-
dobné jako pii Gramm-Schmidtové ortogonalizaci tak, ze od residua ry odecteme
jeho slozky v predchozich smérech pg = rg, p1,- .., Px—1, ale misto obvyklé kol-
mosti pouzivame “kolmost” ve smyslu skalarniho souc¢inu definovaného matici
A tedy konjugovanost.

Pro kazdé j < k tedy chceme od vektoru rj odecist takovy ndsobek o
vektoru pj, aby vysledek ode¢itani byl konjugovany s p;. Pro hodnotu nasobku
a; tedy mame nésledujici rovnici: (ry — a;p;)TAp; = 0, neboli r{Ap; =
osz]TApj, z ¢ehoz dostavame

_riAp;
’~ plAp;

To ndm tedy déva vzorec (3) pro pg, uvedeny vyse.

Jestlize je takto vzniklé pg nenulovy vektor, pfejdeme z x;, ve sméru daném
vektorem pj do bodu x41, ktery minimalizuje funkciondl f na této pfimce. Na
zékladé (1) tedy se dostaneme ke vzorci (4) pro g1, uvedenému vyse.

Pokud by nastal ptipad, ze rj je nulovy vektor, vypocet se prerusi, protoze
v takovém piipadé x; je feSeni soustavy Ax = b a neni nutno dale pokracovat.



Potiz pii vypoctech by mohla nastat, pokud by se stalo, ze px = 0, protoze
hned v nésledujicim vypoctu xjq; ve vzorci (4) by doslo k délen{ nulou. Za
chvili ale bude dokézéno, ze k tomu nikdy nemuze dojit.

Nyni dokdzeme tii jednoduchd lemmata, kterda budou mit fadu velmi dulezitych
dusledk.

Lemma 2 Pokud je py definovdno, pak je linedrni kombinaci vektori rq, . .., Tg.

Dukaz: Lemma dokazeme indukci podle k. Pro k = 0 tvrzeni plati, protoze
Po = ro. A jestlize plat{ pro k — 1, pak z (3) okamzité plyne, ze plat{ také pro
k. &

Lemma 3 Pokud je ry11 definovdno, pak

A kd Pi T
'yl =Tg — Qg APE, € Q=
P} Apy

Dukaz: Na zikladé (4) je

Xk X = p;frk Pk

+1 9
P} Aps
takze
Pfl'k
rk+1 —rrp = (b — Axk+1) — (b — AXk) = 7(Axk+1 — Axk) = 7T7Apk'
P Apy

&

Lemma 4 (Rezidua jsou na sebe kolm4)

Necht pro néjaké celé nezdporné ¢islo k plati, Ze x; ar; jsou definovina ar; # 0
pro véechna j = 0,1,...,k a navic riTrj = 0 pro vSechna celd v a j takovd, Ze
0<i<j<k.

Potom pr # 0, také Xpy1 a Tiy1 jsou radné definoviny a r{Hrj =0 pro
7=0,1,... k.

Dukaz: Jelikoz jsou rezidua rg,...,r; nenulova a navzajem kolmd, jsou také
linedrné nezavisld. Suma v rovnici (3) je linedrn{ kombinaci vektora po, . .., Pr—1
a tedy na zakladé predchoziho lemmatu také linedrni kombinaci vektorurg, ..., ry_1.
Podle (3) je tedy py netrividind linedrni kombinaci vektort ro, . ..,rg. Proto py
nemuze byt nulovy vektor. A je-li px # 0, pak jsou také definovany vektory
Xk+1 @ Tpy1-

Nakonec spocitejme hodnotu rf, r; pro zvolené celé j v rozmezi 0 < j < k:

j—1 TAp

3

rf+1rj = (rk—akApk)Trj = rfrjfakpk pP; + Z TAp
K3

) =rir;—ayp; Ap;,



kde r
Qg = Eﬂk ok ’
P APy
protoze pg bylo zvoleno tak, aby platilo ppri =0proi:<k.
Vime nyni, ze pro j < k

j—=1 T
ri Ap;
T J ¢
P Ty =75 — E —F A Pi =TIk,
J J P p’ZTApZ ? J

k—1

T
T r; Ap; T T
Pip Tk = (T — 713') Iy =TTk
;P?APJ ’

Jestlize nyni j < k, pak z pfedpoklad véty plyne, ze rkrrj =0a p{Apj =0,
takze i rj, r; = 0. Pokud naopak j = k, pak

T T T T k T T k
r,r; — appp Apj =riry —pir° =rjr; —rpr° =0.

&
Lemma i{kd, Ze residua jsou na sebe kolm& v klasickém smyslu (obvykly
skaldrni soucin), nikoli konjugovang (skaldrni sou¢in indukovany matici A).
Jedni z velmi vyznamnych dusledku lemmatu je nésledujici véta (je tfeba
poznamenat, ze plati za predpokladu, ze vSechny vypocty se provadéji absolutné
presné, bez zaokrouhlovacich chyb):

Véta 1 Metoda konjugovanich gradientu nalezne presné resent soustavy rovnic
Ax = Db po nejvyse n krocich.

Dikaz: Kdyby se metoda konjungovanych gradientu nezastavila po n krocich,
vytvorila by nenulové vektory rg,rq, ..., r,, které by ale podle pfedchoziho lem-
matu byly na sebe kolmé, tedy linedrné nezavislé, coz vsak v prostoru dimenze
n neni mozné. &

Dals{ velmi uziteéné lemma k4, Ze ve vzorci (3) pro vypocet px jsou viechny
sCitance v sumeé s vyjimkou séitance pro j = k — 1 rovny nule, takze je tento
vzorec mozno velice zjednodusit:

Lemma 5
r{Apjzo pro j=0,...,k—2
r£+1Apk _ r£+1rk+1

p} Apy riry

Dikaz: Na zakladé lemmatu 30 plati, ze

1
rprj:rT(—al 1(rj—rj,1):0 proj=0,1,...,k—2
.

T T T
rkHApk B rkHApk_l Ty

T - T - T
PrAPr  Qp_1P,_1APr-1 Tj_iTk—1




Dausledek 1

Dukaz: &

T
1Tkt

Pk+1 = Tk+1 + BkPks kde B, = —%

r,rg

Po =To ;

Zj
Ak

Xk+1

rp1
Bk

Pk+1

ro=b— Axg ;

Metoda konjugovanych gradientu (s indexy)
Vstupni data:

celé ¢islo n (dimenze)

symetrickd pozitivné definitni matice A velikosti n x n,
vektor b dimenze n (pravé strana soustavy),

pocatecni vektor xg.

prok=0,1,2,...{

Apy ;
rpTy
T bl
Py Zk
Xk + Pk ;

ry — aizi; pokud rp = 0, ukonéi vypocet;
T
Tpp1Th+1
T
r,rg

rp+1 + BrPk ;




Metoda konjugovanych gradienti (koneény tvar)
Vstupni data:

celé ¢islo n (dimenze)

symetricka pozitivné definitni matice A velikosti n x n,
vektor b dimenze n (pravé strana soustavy),

pocatecni vektor xg.

r=b—Axg;
Irr =rTr;
p=r;
prok=0,1,2,... {
z = Ap;
lrr
a = —
p’z
X = X+tap;
r = r—az; pokudr =0, ukonci vypocet;
o= rlr;
rr
B = l_;
rr
lrr = rr
P = r+pp;




