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V tomto textu je popsáno, jak metodou konjugovaných gradient̊u řešit sou-
stavu lineárńıch rovnic Ax = b, kde b je daný vektor a A je symetrická a
pozitivně definitńı reálná matice. Jedná se o metodu iterativńı: vycházej́ıce z
libovolného bodu x0 v př́ıslušném Euklidovském prostoru, budeme postupně
procházet (opakováńım stále stejného výpočtu) body x1,x2, . . ., až se nakonec
dostaneme do bodu, který je řešeńım soustavy, nebo alespoň tak bĺızko k němu,
že nám daná hodnota bude vyhovovat jako přibližné řešeńı soustavy.

1 Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
minimalizaćı kvadratického funkcionálu

Definujme funkcionál f takto:

f(x) =
1

2
xTAx− xTb pro každé x ∈ En.

Lemma 1 Řešeńı xsol soustavy Ax = b je jediné minimum funkcionálu f .

Důkaz: Uvažujme vektor x ∈ En a řešeńı xsol soustavy Ax = b (sol jako
‘solution’, anglicky ‘̌rešeńı’). Položme e = x− xsol. Pak

f(x) = f(xsol + e) =
1

2
(xsol + e)TA(xsol + e)− (xsol + e)Tb =

=
1

2
(xTsolAxsol + xTsolAe + eTAxsol + eTAe)− xTsolb− eTb =

= (
1

2
xTsolAxsol − xTsolb) + eTAe + eT (Axsol − b) = f(xsol) + eTAe,

protože xTsolAe = eTAxsol a proto 1
2 (xTsolAe + eTAxsol) = eTAxsol.

Jelikož je A pozitivně definitńı, je hodnota výrazu eTAe vždy nezáporná
a je rovna nule (své nejmenš́ı možné hodnotě) právě když e = 0, neboli když
x = xsol. ♣
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2 Minimalizace funkcionálu v daném směru

Předpokládejme nyńı, že se nacháźıme v bodě x a vydáme se z něj ve směru
vektoru p (vpřed nebo i vzad). Navšt́ıv́ıme tedy body x + αp, kde α je reálné
č́ıslo. Naš́ım ćılem je určit, kde na této dráze má funkcionál f nejmenš́ı hodnotu.
Hodnota funkcionálu f na této dráze je

f(x + αp) =
1

2
(x + αp)TA(x + αp)− (x + αp)Tb =

=
1

2
xTAx + αpTAx +

1

2
α2pTAp− xTb− αpT b = U + αV + α2W,

kde U = 1
2xTAx− xTb, V = pTAx− pTb, W = 1

2pTAp.
Pro pevné x a p jsou U , V a W konstanty a výraz pro f(x + αp) je kvad-

ratickou funkćı α. Je známo, že tato funkce má minimum, když se jej́ı derivace
podle α rovná 0. Ta derivace je obecně rovna 2Wα+V a tedy minimum nabývá
pro α = − V

2W , neboli pro

α =
pT (b−Ax)

pTAp
.

Mimimum na dráze tvořené body x + αp je v bodě

x +
pT (b−Ax)

pTAp
p (1)

3 Směr největš́ıho spádu

Dále si představme, že jsme v bodě x a chceme se pustit směrem nejprudš́ıho
klesáńı funkcionálu f . Který to je směr?

Vezměme vektor e délky 1 a vydejme se v jeho směru z bodu x. Položme
ϕ(α) = f(x + αe). Pro pevné e je rychlost změny funkcionálu f v bodě x při
pohybu ve směru e rovna hodnotě derivace funkce ϕ podle α v bodě α = 0.
Propoč́ıtejme to:

ϕ(α) = f(x + αe) =
1

2
xTAx + αeTAx + α2eTAe− xTb− αeTb

∂ϕ(α)

∂α
= eTAx + 2αeTAe− eTb

a tedy hodnota této derivace pro α = 0 je

∂ϕ(α)

∂α

∣∣∣∣
α=0

= eTAx− eTb = −eT (b−Ax).

Nyńı se zamysleme nad t́ım, v jakém směru je ta derivace nejmenš́ı, tedy
skalárńı součin eT (b−Ax) největš́ı. Jasně, je to když e jde ve směru b−Ax.
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4 Metoda největš́ıho spádu

Máme-li tedy nyńı řešit rovnici Ax = b, stač́ı nalézt minimum funkcionálu
f(x) = 1

2xTAx − xTb, které můžeme hledat iterativně takto: postavme se do

libovolného bodu, který označ́ıme x0. Často se voĺı x0 = 0, nemáme-li nějaký
dobrý d̊uvod zvolit jiný bod. Vydejme se z tohoto bodu směrem největš́ıho
klesáńı funkcionálu f , tedy ve směru daném vektorem r0 = b−Ax0. V tomto
směru se posuneme tak hluboko (vzhledem k f), jak to jen jde. O kolikanásobek
vektoru r se posuneme, je popsáno výše.

Postupem z předchoźıho odstavce se dostaneme do bodu, který označ́ıme
x1 a postup stále opakujeme. Jsme-li tedy obecně v bodě xi, polož́ıme ri =
b−Axi (povšimněte si, že ri nám také udává, jak jsme daleko s výpočtem, jak
je Axi daleko od vektoru b, kterému by se nakonec mělo rovnat), vydáme se
ve směru ri, dojdeme v tom směru do mı́sta, ve kterém je funkcionál f nejnižš́ı
a to označ́ıme jako xi+1, atd. Pokračujeme tak dlouho, dokud neńı ri (kterému
se ř́ıkává i-té residuum, odtud označeńı ri) rovno nule (nalezeno řešeńı) nebo
alespoň dostatečně malé (nalezeno dostatečně kvalitńı přibližné řešeńı).

Této metodě ř́ıkáme metoda nejprudš́ıho spádu (anglicky “steepest descent”).

5 Metoda konjugovaných gradient̊u

V roce 1952 si Magnus Hestenes a Eduard Stiefel povšimli, že v elipsoidové
geometrii pozitivně definitńıch matic je být výhodněǰśı postupovat trochu jinak
a lépe, než metodou nejprudš́ıho spádu: zp̊usobem, kterému se nyńı ř́ıká metoda
konjugovaných gradient̊u (anglicky “conjugate gradients”, odtud i zkratka CG).

Je dobře známo, že je-li A pozitivně definitńı a symetrická reálná matice,
pak vzorec 〈x,y〉 = xTAy má vlastnosti skalárńıho součinu, tedy 〈x,x〉 ≥ 0 s
rovnost́ı pouze pro x = 0, operace je symetrická a 〈αx,y〉 = α〈x,y〉. Řekneme,
že dva vektory x a y jsou konjugované, pokud plat́ı 〈x,y〉 = 0 (tedy jsou na
sebe “kolmé” vzhledem ke skalárńımu součinu, určenému matićı A).

Metoda konjugovaných gradient̊u postupuje velmi podobně jako metoda nej-
prudš́ıho spádu, ale budeme se snažit, aby směry, ve kterých se v jednotlivých
iteraćıch pohybujeme (gradienty), byly navzájem konjugované.

Postup zač́ıná v libovolně zvoleném vektoru x0 a vytvář́ı posloupnost
x0, r0,pk,x1, r1,p1, . . . následuj́ıćım zp̊usobem:
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Metoda konjugovaných gradient̊u (neupravená)
Vstupńı data:
celé č́ıslo n (dimenze)
symetrická pozitivně definitńı matice A velikosti n× n,
vektor b dimenze n (pravá strana soustavy),
počátečńı vektor x0.

pro k = 0, 1, 2, . . . {

rk = b−Axk ; pokud rk = 0, ukonči výpočet; (2)

pk = rk −
k−1∑
j=0

rTkApj
pTj Apj

pj ; (3)

xk+1 = xk +
pTk rk

pTkApk
pk ; (4)

}

Prvńı krok se udělá stejně jako v metodě nejprudš́ıho spádu; vyraźıme směrem
p0, který bude roven směru r0 = b−Ax0. Když se ale dostaneme po k iteraćıch
do bodu xk, nebudeme dál postupovat nejprudš́ım spádem přesně ve směru
residua rk = b−Axk, ale ve směru pk, který vznikne tak, že si směr rk uprav́ıme
tak, aby byl konjugovaný ke všem směr̊um p0, . . . ,pk−1, ve kterých jsme se
pohybovali dř́ıve.

Tento pozměněný směr pk (p od anglického ‘progress’) dostaneme z rk po-
dobně jako při Gramm-Schmidtově ortogonalizaci tak, že od residua rk odečteme
jeho složky v předchoźıch směrech p0 = r0,p1, . . . ,pk−1, ale mı́sto obvyklé kol-
mosti použ́ıváme “kolmost” ve smyslu skalárńıho součinu definovaného matićı
A, tedy konjugovanost.

Pro každé j < k tedy chceme od vektoru rk odeč́ıst takový násobek αj
vektoru pj , aby výsledek odeč́ıtáńı byl konjugovaný s pj . Pro hodnotu násobku
αj tedy máme následuj́ıćı rovnici: (rk − αjpj)

TApj = 0, neboli rTkApj =
αjp

T
j Apj , z čehož dostáváme

αj =
rTkApj
pTj Apj

.

To nám tedy dává vzorec (3) pro pk, uvedený výše.
Jestliže je takto vzniklé pk nenulový vektor, přejdeme z xk ve směru daném

vektorem pk do bodu xk+1, který minimalizuje funkcionál f na této př́ımce. Na
základě (1) tedy se dostaneme ke vzorci (4) pro xk+1, uvedenému výše.

Pokud by nastal př́ıpad, že rk je nulový vektor, výpočet se přeruš́ı, protože
v takovém př́ıpadě xk je řešeńı soustavy Ax = b a neńı nutno dále pokračovat.
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Pot́ıž při výpočtech by mohla nastat, pokud by se stalo, že pk = 0, protože
hned v následuj́ıćım výpočtu xk+1 ve vzorci (4) by došlo k děleńı nulou. Za
chv́ıli ale bude dokázáno, že k tomu nikdy nemůže doj́ıt.

Nyńı dokážeme tři jednoduchá lemmata, která budou mı́t řadu velmi d̊uležitých
d̊usledk̊u.

Lemma 2 Pokud je pk definováno, pak je lineárńı kombinaćı vektor̊u r0, . . . , rk.

Důkaz: Lemma dokážeme indukćı podle k. Pro k = 0 tvrzeńı plat́ı, protože
p0 = r0. A jestliže plat́ı pro k − 1, pak z (3) okamžitě plyne, že plat́ı také pro
k. ♣

Lemma 3 Pokud je rk+1 definováno, pak

rk+1 = rk − αkApk, kde αk =
pTk rk

pTkApk
.

Důkaz: Na základě (4) je

xk+1 − xk =
pTk rk

pTkApk
pk,

takže

rk+1 − rk = (b−Axk+1)− (b−Axk) = −(Axk+1 −Axk) = − pTk rk
pTkApk

Apk.

♣

Lemma 4 (Rezidua jsou na sebe kolmá)
Necht’ pro nějaké celé nezáporné č́ıslo k plat́ı, že xj a rj jsou definována a rj 6= 0
pro všechna j = 0, 1, . . . , k a nav́ıc rTi rj = 0 pro všechna celá i a j taková, že
0 ≤ i < j ≤ k.
Potom pk 6= 0, také xk+1 a rk+1 jsou řádně definovány a rTk+1rj = 0 pro
j = 0, 1, . . . , k.

Důkaz: Jelikož jsou rezidua r0, . . . , rk nenulová a navzájem kolmá, jsou také
lineárně nezávislá. Suma v rovnici (3) je lineárńı kombinaćı vektor̊u p0, . . . ,pk−1

a tedy na základě předchoźıho lemmatu také lineárńı kombinaćı vektor̊u r0, . . . , rk−1.
Podle (3) je tedy pk netriviálńı lineárńı kombinaćı vektor̊u r0, . . . , rk. Proto pk
nemůže být nulový vektor. A je-li pk 6= 0, pak jsou také definovány vektory
xk+1 a rk+1.

Nakonec spoč́ıtejme hodnotu rTk+1rj pro zvolené celé j v rozmeźı 0 ≤ j ≤ k:

rTk+1rj = (rk−αkApk)T rj = rTk rj−αkpTkA

(
pj +

j−1∑
i=0

rTj Api

pTi Api
pi

)
= rTk rj−αkpTkApj ,
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kde

αk =
pTk rk

pTkApk
,

protože pk bylo zvoleno tak, aby platilo pTkApi = 0 pro i < k.
Vı́me nyńı, že pro j < k

pTj rk = rj −
j−1∑
i=0

rTj Api

pTi Api
pi = rjrk,

a

pTk rk = (rk −
k−1∑
j=0

rTkApj
pTj Apj

pj)
T rk = rTk rk.

Jestliže nyńı j < k, pak z předpoklad̊u věty plyne, že rTk rj = 0 a pTkApj = 0,
takže i rTk+1rj = 0. Pokud naopak j = k, pak

rTk rj − αkpTkApj = rTk rk − pTk rk = rTk rk − rTk rk = 0.

♣
Lemma ř́ıká, že residua jsou na sebe kolmá v klasickém smyslu (obvyklý

skalárńı součin), nikoli konjugovaná (skalárńı součin indukovaný matićı A).
Jedńı z velmi významných d̊usledk̊u lemmatu je následuj́ıćı věta (je třeba

poznamenat, že plat́ı za předpokladu, že všechny výpočty se prováděj́ı absolutně
přesně, bez zaokrouhlovaćıch chyb):

Věta 1 Metoda konjugovaných gradient̊u nalezne přesné řešeńı soustavy rovnic
Ax = b po nejvýše n kroćıch.

Důkaz: Kdyby se metoda konjungovaných gradient̊u nezastavila po n kroćıch,
vytvořila by nenulové vektory r0, r1, . . . , rn, které by ale podle předchoźıho lem-
matu byly na sebe kolmé, tedy lineárně nezávislé, což však v prostoru dimenze
n neńı možné. ♣

Daľśı velmi užitečné lemma ř́ıká, že ve vzorci (3) pro výpočet pk jsou všechny
sč́ıtance v sumě s výjimkou sč́ıtance pro j = k − 1 rovny nule, takže je tento
vzorec možno velice zjednodušit:

Lemma 5
rTkApj = 0 pro j = 0, . . . , k − 2

rTk+1Apk

pTkApk
=

rTk+1rk+1

rTk rk

Důkaz: Na základě lemmatu 30 plat́ı, že

rTkApj = rTk (− 1

αj−1
(rj − rj−1) = 0 pro j = 0, 1, . . . , k − 2

rTk+1Apk

pTkApk
=

rTk+1Apk−1

αk−1pTk−1Apk−1
=

rTk rk
rTk−1rk−1

♣
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Důsledek 1

pk+1 = rk+1 + βkpk, kde βk =
rTk+1rk+1

rTk rk

Důkaz: ♣

Metoda konjugovaných gradient̊u (s indexy)
Vstupńı data:
celé č́ıslo n (dimenze)
symetrická pozitivně definitńı matice A velikosti n× n,
vektor b dimenze n (pravá strana soustavy),
počátečńı vektor x0.

r0 = b−Ax0 ;
p0 = r0 ;
pro k = 0, 1, 2, . . . {

zk = Apk ;

αk =
rTk rk
pTk zk

;

xk+1 = xk + αkpk ;

rk+1 = rk − αkzk; pokud rk = 0, ukonči výpočet;

βk =
rTk+1rk+1

rTk rk
;

pk+1 = rk+1 + βkpk ;

}
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Metoda konjugovaných gradient̊u (konečný tvar)
Vstupńı data:
celé č́ıslo n (dimenze)
symetrická pozitivně definitńı matice A velikosti n× n,
vektor b dimenze n (pravá strana soustavy),
počátečńı vektor x0.

r = b−Ax0 ;
lrr = rT r;
p = r ;
pro k = 0, 1, 2, . . . {

z = Ap ;

α =
lrr

pT z
;

x = x + αp ;

r = r− αz; pokud r = 0, ukonči výpočet;

rr = rT r ;

β =
rr

lrr
;

lrr = rr

p = r + βp ;

}
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