1 Binarni stromy

Scéna: Uvod

Uvodn{ scéna je jen grafickd ilustrace, ukazujici bindrn{ strom o 500 vrcholech. Levy (pravy)
syn libovolného vrcholu v a jeho potomci jsou zobrazeni vlevo (vpravo) od vrcholu v. Zkuste si ale
prepnout mezi volbami [Nahled: Kofenovy| a [Ndhled: Linedrni]. Pii prvnim se kofen umisti
(horizontdlné) do poloviny obrazovky, jeho synové do 1. a 3. ¢tvrtiny, jejich synové do 1., 3., 5.
a 7. osminy obrazovky atd. V druhém pripadé jsou zase zleva doprava pravidelné rozestupy mezi
z-ovymi souradnicemi vrcholu. Oba zpusoby maji své vyhody a nevyhody a oba budou pouzivény,
v mnoha pfipadech bude mit uzivatel volbu podobné jako v této scéné.

Scéna: Bindrni strom

Byl vytvofen binarni vyhleddvaci strom (BVS) o 25 vrcholech. Podivejte na strom na displeji.
Nejvyssi vrchol nazyvame koren (strom tedy roste dolu, opaéné nez v piirodé). Kazdy vrchol muze
mit az dva syny, jeden z nich je levy a druhy je pravy; v pripadé, ze vrchol ma pouze jednoho syna,
je urceno, zda je levy nebo pravy. Vrchol, ktery nema zadného syna, se nazyva list. Je-li vrchol v
synem vrcholu u, pak fekneme, ze u je otcem vrcholu v. Kazdy vrchol stromu s vyjimkou kofene
ma pravé jednoho otce.

Jestlize existuje posloupnost vrcholl v, ..., v, takova, ze pro i =1,...,k je v; synem vrcholu
v;—1, pak fekneme, ze vy je potomkem vy a naopak v je predkem vi. Podstrom uréeny vrcholem u
je mnozina obsahujici u a vSechny jeho potomky.

Klepnéte mysi na libovolny vrchol stromu; vybrany vrchol zriuzovi, vrcholy podstromu uréeného
vybranym vrcholem zustanou tmavé, ale ostatni vrcholy vyblednou.

I v této scéné je mozno prepinat mezi dvéma zpusoby kresleni stromu - kofenovym a linedrnim.
Je mozné si nechat vytvorit novy strom, ktery bude mit tolik vrcholi, kolik je ¢islo v poli u oznaceni
[Kolik vrcholi].

Scéna: Bindrni vyhleddvaci strom

BVS se pouziva pro ulozeni mnoziny ¢isel, se kterou muzeme provadét nasledujici operace:

e nalezeni prvku - je dano ¢islo a ma se zjistit, zda se v mnoziné nachéazi a v kladném piipadé
se také urci kde je ulozeno (viz dale)

e vlozeni prvku - do mnoziny se vlozi zadané ¢islo (pokud ovsem v mnoziné jiz je, neprovede
se nic)

e vynechani prvku - z mnoziny se vynecha ¢islo, zadané mistem kde je ulozeno (viz déle) -
tim je zaruceno, ze se v mnoziné opravdu nachdazi; pokud nevime, zda ¢islo, které chceme
vynechat, v mnoziné je a nebo kde je ulozeno, musime provést operaci nalezeni prvku

e minimum, maximum - naleznou nejmensi, resp. nejveétsi ¢islo, které v mnoziné je

K témto operacim je jesté tieba pridat operaci inicializace, kterou se vytvofi strom, popisujici
prazdnou mnozinu. Tuto operaci je tfeba zavolat predtim, nez se provadi jakakoli operace s
mnozinou. Pozdéji inicializaci muzeme volat vzdy, kdy chceme mnozinu vyprazdnit, t.j. najednou
z ni vychechat v8e, co se v ni nachdz{ (pfi vytvoreni stromu zndzornéného na obrazovce byla
inicializace provedena automaticky).

Mnozinu M obsahujici NV ¢isel ulozime pomoci BVS tak, ze vytvotrime libovolng bindrni strom
s IV vrcholy a pak do kazdého vrcholu ulozime jeden prvek mnoziny M, zvany kli¢, a to tak, aby
platilo pravidlo, uvedené v nasledujici scéné. V této scéné je pouze ukazano, jak klice vrcholu
znazoriujeme graficky: pod kazdym vrcholem je nakreslen sloupec, ktery svou vyskou odpovida
velikosti klice vrcholu. Klepnéte na libovolny vrchol; zruzovi vybrany vrchol a zaroven sloupec
znazornujici velikost jeho klice. V poli hodnot se také objevi modré vodorovna ¢ara, umoznujici
porovnavat snadno zvoleny kli¢ s kli¢i ostatnich vrchola.



Do vrcholu se také ¢asto uklddaji nékdy velice komplexni data, kterd jsou jednozna¢né oznacena
stanovenym identifikacnim ¢islem, které pak slouzi jako kli¢ vrcholu.

Velikost znazornéného BVS i jeho zpusob nakresleni lze ménit stejné jako v piredchozi scéné.
Navic je mozno zvolit, zda bude zobrazovéno okénko se sloupci zndzornujicimi velikost klicu ve
vrcholech.

Scéna: Bindrni vyhleddvaci strom - podminka

Klice, popsané v predchozi scéné, musi byt do vrcholu bindrniho stromu ulozeny tak, aby platilo
nasledujici pravidlo, které zarucuje, ze se ve stromu snadno nalezne hledany kli¢:

Pro libovolny vrchol w plati, ze

e ma-li u levého potomka v, pak ¢islo ulozené ve v nebo libovolném vrcholu podstromu uréeného
vrcholem v je mensi nez ¢islo ulozené v u a

e ma-li v pravého potomka w, pak ¢islo ulozené ve w nebo libovolném vrcholu podstromu
urceného vrcholem w je vétsi nez ¢islo ulozené v u.

Zde levy potomek oznacuje levého syna nebo libovolného potomka levého syna, obdobné pravy
potomek je pravy syn nebo jeho libovolny potomek.

Zkontrolujte si platnost podminky pro uvedeny strom: Pfi klepnuti na libovolny vrchol tento
vrchol zruzovi, vrcholy jeho levého podstromu zmodraji a v pravém podstromu zezelenaji. Ostatni
vrcholy vyblednou. Podminka stanovi, ze klice modrych vrcholi musi byt mensi nez kli¢ ruzového
zvoleného vrcholu, klice zelenych vrcholt musi byt vétsi nez kli¢ ruzového vrcholu. Pii nagem
zpusobu kresleni stromu podminka znamend, ze probirame-li vrcholy zleva doprava, jejich klice
rostou.

Nékdy se pripousti, aby dva ruzné vrcholy mély stejny kli¢, my to vSak pro jednoduchost
vykladu pfipoustét nebudeme.

Scéna: Vyhleddvdni v BVS

Nyni se podivame, jak zjistit, zda dané ¢islo K je klicem nékterého z vrcholu stromu a v
kladném piipadé tento vrchol urcit.

Hledéni za¢ina v kofeni stromu. Porovnadme hledané ¢islo s klicem kofene. Jsou-li si rovny,
hledany vrchol byl nalezen. Tento piipad je vSak velmi tidky. Pokud se ¢isla nerovnaji, pak
pravidlo pro rozmistovani klicu v BVS k4, ze je-li hledané ¢islo mensi nez kli¢ vrcholu, musime
prejit do levého syna kotfene a hledat v jeho podstromu, je-li vétsi, musime hledat v podstromu
uréeném pravym synem.

Hledani pak provadime opakovanim operace, kterd byla provedena v kofeni, tedy je-li kli¢
aktudlniho vrcholu stejny jako hledané ¢islo, byl hledany vrchol nalezen, jinak prejdeme do levého
nebo pravého syna, pokud je hledané ¢islo mensi, resp. vétsi nez kli¢ vrcholu.

Muze se ovSem stét, ze bychom chtéli jit do levého (nebo pravého) syna a ten ve stromeé neni. To
znamena, ze se hledané ¢islo v mnoziné popsané stromem nenachézi, protoze jinde nez v chybéjicim
synu by byt nemohlo.

Zkuste si nyni hledéni ¢isla ve stromu jako klice nékterého vrcholu: hledané ¢cislo se zada
nékterym z nésledujicicho zpusobu:

e bud pfimo numericky do pole vpravo od navesti [KIli€] na ovladaci, nezapomente nakonec
zmacknout kldvesu [ENTER], aby se hodnota zaznamenala v poéitaci

e nebo klepnutim na néktery vrchol - tim se jako ¢islo zvoli kli¢ poklepaného vrcholu

e nebo klepnutim do pole sloupecku pod stromem - hodnota je ddna vyskou bodu, zadaného
klepnutim (omluva - tato funkce momentdlné nefunguje)

e nebo klepnutim na [Dotaz] - poc¢itac vybere dotazované ¢islo ndhodné.



Ve vsech ¢tytech pripadech se zadand hodnota zobrazi numericky na ovladaci a graficky vodor-
ovnou ¢arou v poli sloupct ve vySce imeérné zvolené hodnoté.

Operaci muzeme provést najednou stisknutim knofliku [Proved’] a nebo ji krokovat stisknutim
knofliku [Krokuj]. V druhém piipadé se aplet prepne do animacéniho médu a prubéh operace vyh-
ledavani se sleduje s vyuzitim knoflika [Krok] a [Animuj]. Prvni operaci krokuje po jednotlivych
vrcholech, druhy ji provede jako plynulou animovanou akci. Dva knofliky [Zpét] umoznuji se
vracet zpét po krocich nebo najednou az na pocatek. Z animacniho moédu se dostaneme zpét do
dotazovacitho médu pomoci knofliku [Proved’] nebo [Zrus]. Prvni operaci provede, druhy ji zrusi.
Jelikoz pti vyhledavani se strom neméni, je vysledek obou operaci stejny, ale ve scénach pridavani
nebo odebirani vrcholu budou mit funkei odlisnou.

Pti hledani se do kotene umisti zeleny zeton, ktery se pohybuje stromem a ukazuje koten
podstromu, ve kterém by se mohl skryvat hledany klic. Vrcholy nepatiici do tohoto podstromu
(které urcitée hledany kli¢ neobsahuji) vyblednou. Je-li nalezen hledany kli¢, barva zetonu se zméni
na ¢erveno-hnédou. V piipadé, ze klic nebyl nalezen, se zeton zbarvi fialové a stranou od néj se
zobrazi otaznik, a to v misté, kde by mél byt, ale neni, dalsi vrchol pti hledéni klice.

Scéna: Hleddni minima v BVS

Hled4ni minima je zfejmé a velmi jednoduché; z kotene postupujeme doleva dokud to jde. V
okamziku kdy se dostaneme do vrcholu, kterému schézi levy syn, nalezli jsme vrchol s minimalnim
klicem, zpusob krokovani viz vyse.

Scéna: Hleddni maxima v BVS

Hledéni maxima je prakticky totozné s hleddnim minima, pouze postupujeme stdle doprava.

Scéna: Priddavani klice do BVS

Uvodni édst této operace je stejnd jako vyhledavani. Pokud se zjisti, ze pridavany kli¢ uz ve
stromu je, nic dalstho se neprovede. Pokud vyhleddvéni zjisti, ze kli¢ ve stromu neni, identifikuje
zdroven misto, kde by se mél nachdzet (chybéjici syn nékterého vrcholu). Pak se chybéjici syn
vytvoii a prida a ulozi se do néj pridavany klic.

Zadejte kli¢ podobné jako u operace vyhleddvani, ale tak, aby kli¢ v mnoziné nebyl (tedy napf.
pii zadani klepnutim na vrchol pak éislo uvedené na ovladaci pozmeénte). Krokovéni provadi vyse
uvedenym zpusobem.

Scéna: Vynechdvani vrcholu z BVS

Operace vynechavani ma dvé varianty podle toho, jak specifikujeme vynechavany prvek. Jestlize
totiz vypustime z mnoziny jedno ¢islo (kli¢), pak musime vynechat i néktery vrchol; obvykle je to
vrchol ve kterém byl vynechdvany kli¢ ulozen, ale v nékterych piipadech postupujeme jinak.

Pokud je zadano ¢islo které se ma vynechat, aniz by bylo urceno v kterém vrcholu lezi, pak
napfed zavoldme operaci vyhledavéani a prislusny vrchol uréime (muze se stét, ze zjistime, ze dané
¢islo ve skutecnosti nenf klicem zédného vrcholu; pak pochopitelné neprovedeme nic).

Nyni se tedy budeme vénovat otdzce, jak vynechat zadany vrchol (i s jeho klicem, ktery t{im
vypadne z representované mnoziny). Jsou tii moznosti, které budou postupné probrény v rdmci
této scény. Zvolte si vrchol klepnutim podle toho, jaky piipad chcete ukézat. (Pokud by vhodny
vrchol ve stromu nebyl, coz se stava nékdy je-li pozadovan vrchol s jednim synem a vyjimecné i
pokud je pozadovan vrchol s obéma syny, nechte si vytvorit novy strom a zkuste to znovu. )
Ptipad 0: vynechéani listu

Nejjednodussi je vynechani listu, tedy vrcholu bez synu. Ten prosté odtrhneme i s klicem.
Pokud vrchol mél otce, v zavislosti na tom, zda byl levym ¢i pravym synem svého otce, otci
vynulujeme piislusny ukazatel na syna. Pokud vrchol nemél otce (byl tedy kofenem, coz znamen4,
ze vynechavany vrchol byl jedingm vrcholem stromu), bude po vynechéni strom prazdny, coz
obvykle znamend, Ze je nutno upravit referenci na strom (kterou byvé ukazatel na nyn{ neexistujici
kofen).

Piipad 1: vynechani vrcholu s jednim synem



Vynechdvani vrcholu s jednim synem (bud levym nebo pravym) je o néco slozitéjsi. Je-li
vynechdvany v vrchol kofenem (nulovy otec), pak se vrchol v odtrhne a jeho syn (jediny) se stane
novym kofenem stromu. V opa¢ném piipadé se vrchol v také odtrhne, ale jeho jediny syn je jako
syn adoptovan otcem vrcholu v (levym nebo pravym podle toho, zda v byl levym nebo pravym
vrcholem).

Piipad 2: vynechani vrcholu s 2 syny

Nakonec nejslozitéjsi je vynechani vrcholu v se dvéma syny. Takovy vrchol nelze pfimo vynechat,
jeho dva syny by nebylo mozno na jeho otce napojit. Proto postupujeme jinak: z vrcholu v napted
odstranime kli¢, potom nalezneme vrchol w, jehoz kli¢ je nejblize nizsi vynechanému klici a kli¢ z
w presuneme do v a nakonec vynechame vrchol w.

Volba nejblize nizsiho klice je diktovéna tim, aby pfesunem klice z w do v se neporusila
podminka o umisténi klici v BVS (bylo by také mozno volit kli¢ nejblize vyssi).

Snadno se nahlédné, ze vrchol s nejblize nizsim klicem se nalezne tak, ze se z v ptejde do jeho
levého syna a pak se opakované postupuje do pravého syna, dokud existuje.

Ze zpusobu hledéni vrcholu s nejblize nizsim klicem také plyne, Ze nalezeny vrchol w nebude
mit pravého syna (a moznd ani levého), takze jej jiz umime vynechat jednou z vyse uvedenych
operaci, popsanych v Piipadu 0 nebo Ptipadu 1.

Scéna: Vynechdvdni klice z BVS

Pro tuplnost si jesté ukdzeme vynechani klice, ktery ale neni zadan volbou vrcholu ve kterém
lezi, ale ¢iselnou hodnotou; zadavani dotazu je obdobné jako pii pridavani. Je to vlastné kombinace
hledani klice a vynechavani klice daného polohou.

Scéna: Operace s BVS

V této scéné je mozno si vyzkouset vSechny operace s bindrnim vyhleddvacim stromem; staci
zvolit si na ovladac¢i operaci a vySe uvedenym zpusobem ji provést nebo krokovat. Vrchol pro
vynechavani je nyni nutno zvolit klepnutim mysi.

Scéna: Hloubka ndhodného BVS

Libovolna z vyse uvedenych operaci se provadi podél cesty, kterd vede z kofene do nékterého z
vrcholu (napfiklad nalezeny vrchol u vyhleddvani, minima a maxima, pridany vrchol u pfiddvani)
nebo mezi nékterym vrcholem a jeho potomkem (otec a syn vynechdvaného listu nebo vrcholu s
jednim synem nebo cesta z vrcholu do maxima jeho levého podstromu pfi vynechdvani vrcholu
s dvéma syny). Na kazdé hladiné ptitom provedeme pouze nékolik mélo operaci, jejichz pocet je
omezen konstantou nezavislou na velikosti stromu. Proto je doba potiebnd k provedeni libovolné
z vySe popsanych operaci i v nejhorsim piipadé umérnd hloubce stromu, t.j. délce nejdelsi cesty z
kotene do néjakého listu.

Hloubka BVS miuze byt velmi mald ve srovnani s poc¢tem jeho vrcholi. V optimalnim piipadé,
kdy s vyjimkou nejnizsi vrstvy vrcholu méd kazdy vrchol 2 syny, je v nejvyssi vrstvé (budeme
ji oznacovat jako nultou) kofen, tedy 1 vrchol, v prvnf vrstvé 2 vrcholy a v kazdé dalsi vrstve
dvojnasobek vrcholit vzhledem k piedchozi vrstvé, tedy v j-té vrstvé je 27 vrcholit a ma-li strom
k vrstev, pak obsahuje 1 + 2 +4 + --- + 2F = 25+1 _ 1 yrchold, tedy jeho hloubka k je rovna
[logon + 1] — 1 & log, n.

Jeslize prvky pfiddvame do bindrniho vyhleddvaciho stromu ndhodné (napiiklad u appletu
ndhodné se stejnou pravdépodobnost{ z jistého velkého intervalu celych nezdpornych ¢isel), pak
hloubka stromu nenf o mnoho vétsi, nez u optimdlniho stromu (d4 se dokdzat, ze je nejcastéji okolo
1,44 1logy n).

Knoflikem [Proved’] piiddvejte do puvodné prazdného stromu najednou vétsi mnozstvi ndhodné
a rovnomérné generovanych klicu. Pocet pro jednu davku je nastaven na 500, ale je mozné ho na
ovladaci zmeénit. Je vidét, ze strom je obvykle pomérné dobfe vyvazeny.

Hodnoty v pravém hornim rohu znamenaji: N celkovy pocet vrcholu, maxH hloubku stromu
(délka nejdelsi cesty z kofene do listu) a aveH prumérnou hloubku vrcholu (tedy aritmeticky
prumér délek cest z kofene do jednotlivych vrcholi - vSech, ne jen listi). Je patrno, ze i velmi



velké stromy maji malou hloubku. Nakonec log, N znamena dvojkovy logaritmus ¢isla N pro
ilustraci, ze pomér maximalni i primérné hloubky ndhodné vytvafeného stromu k log, N ziistava
priblizné stejny (a maly).

Je také mozné zmeénit zpusob kresleni stromu piepnutim mezi [Ndhled: Linedrni] a [Nahled:
Kofenovy]. Druhy z nich pékné ukazuje, ze nékteré vétve stromu byvaji zakrnélé, ale nevyskytuji
se vétve prilis prerostlé.

Scéna: Hloubka ndhodného BVS (pokracovdni)

Tato scéna je prakticky stejnd jako pfedchozi, vrcholy jsou priddvany po 100, ale klice jsou
generovany jinym zpusobem: kli¢ je vybran ndhodné a rovnomérné v rozmezi od 0 do B, kde B
pozvolna roste. Samotny postup neni ptilis dulezity, je volen tak, aby vytvarel zajimaveé vypadajici
obrazky, ale podstatné je, ze se stredni velikost generovanych kli¢u postupné zvétsuje.

Knoflikem [Proved’] opétné piiddvejte vrcholy a sledujte tvar stromu. Ze zacdtku jesté strom
vypadd celkem vyvéazené, pak ale zaCne jedna vétev vyrazné rust na ukor druhych, takze maximélni
i stfedni hloubka vrcholu, udané ¢isly maxH a aveH jsou vyrazné vétsi nez v predchozi scéné pro
srovnatelny pocet vrcholu N.

Scéna: Vyhleddvani v nevyvazeném BVS
V této scéné pouze zkusime krok po kroku vyhledat ndhodné zvoleny kli¢ vrcholu ve stromu s

2000 vrcholy, ktery byl generovan zpusobem popsanym v predchozi scéné. Vyhledavani je obvykle
tak zdlouhavé, ze budete-li postupovat po jednotlivych krocich, patrné je ani nedokonéite.

Scéna: Rotace

V predchozich tiech scénach jsme vidéli, Zze tvar bindrniho vyhleddvaciho stromu muze zde-
generovat tak, ze operace s nim budou probihat velmi pomalu. Proto se zavadi ruzné zpusoby
vyvazovani, které udrzuji tvar bindrntho stromu v ptijatelnych mezich a proto i v nejhorsim piipadé
operace s nimi probihaji velmi rychle. Zakladni operaci, kterou se vyvazuji bindrni stromy (AVL-
stromy a ¢erveno-cerné stromy, o kterych bude fe¢ pozdéji) je rotace.

Klepnéte na nékterou hranu stromu na displeji. Zvolend hrana se “pieklopi” neboli “rotuje” a
tim se zméni tvar stromu. Opétovnym klepnutim na pieklopenou hranu ji preklopime do puvodni
polohy - rotace je vratna operace.

Velmi doporucuji nastavit rychlost animace tak, aby bylo mozno sledovat, co se pfi rotaci
déje. Provede se to zménou ¢isla vedle néveésti [Kroky]. Asi predtim budete muset zvolit [Vice
ovladaéa]. Cislo udéva, kolik snimki se zobrazi na jeden krok animace - tedy &im vyssi, tim
pomaleji se operace zobrazuje.

Dulezité je, ze pii rotaci se vrcholy posouvaji pouze vertikdlné, takze zustavd v platnosti
podminka na rozmisténi klict v BVS, kterou je mozno formulovat tak, ze prochazime-li vrcholy
zleva doprava (podle z-ové souradnice), jejich klice rostou.

Povsimnéte si také, ze operace je vratna. Druhé klepnuti na rotovanou hranu vrati tvar stromu
do vychozi polohy.

Dobré pochopeni rotace je podstatné pro pochopeni funkce AVL-stromu i ¢erveno-cernych
stromu, proto tuto a nésledujici tfi scény neopoustéjte brzo, ale pohrajte si se stromem. Zkuste

v~

spustit koten az dolu, aby se stal listem.

Scéna: Rotacéni schéma

Tento obrazek, ktery muzete spattit ve vsech uéebnicich, které o BVS pojednavaji, ukazuje
rotaci schematicky. Klepejte na knoflik [Rotace]. Hrana uprostied se pieklépi; z jejtho horniho
konce vychéazi kromé rotujici hrany jesté vazba na druhého syna horniho vrcholu a jeho podstrom
(naznaceny jako trojuhelnfkova oblast) a z dolniho konce vychdzeji hrany ke dvéma synum a jejich
podstromum. Pov§imnéte si, ze pii pireklopeni trojihelnik predstavujici levy podstrom se pohybuje
vertikdlné opaénym smérem nez pravy podstrom a podstrom uprostied zustdvéd ve stejné vysce.
Tento nepohyblivy strom nam v nékterych ptipadech zkomplikuje ndvrh vyvazovacich operaci.



Scéna: Rotace ve velkém stromu

Scéna ukazuje totéz jako rotacni schéma z predchozi scény, ale ne schematicky, nybrz na ptrikladé
velkého stromu. Klepnéte na libovolnou hranu; pro nazornost je lepsi volit dlouhou hranu nahote
blizko kotene. Je dobfe vidét v opacénych smérech vertikdlné se pohybujici podstromy a nehybny
podstrom mezi nimi.

Scéna: AVL strom

Aby se ptredeslo vzniku nevyvazenych BVS, ve kterych provadéni operaci trvd velmi dlouho,
pridavani a vynechavani vrcholu se upravuje ruznymi zpusoby, které zabranuji vzniku vyraznych
nevyvéazenosti. Jednou z téchto uprav jsou AVL stromy (pojmenované podle autori metody,
Adelson-Velského a Landise).

AVL-strom je bindrni vyhleddvaci strom, ktery pro kazdy svuj vrchol v spliuje nasledujici
podminku:
vyska levého podstromu vrcholu v se od vysky jeho pravého podstromu lisi nejvyse o 1.

Vrcholy AVL-stromu budeme znézornovat jako vahadélka. Jestlize pro jisty vrchol je jeho levy
podstrom (t.zn. podstrom uréeny jeho levym synem) stejné hluboky jako jeho pravy podstrom,
je vahadélko vodorovné. Podobné je vodorovné, pokud vrchol postrada jak levého, tak i pravého
syna. V opac¢ném pripadé se vahadélko nakloni na stranu hlubsiho podstromu.

Ovlada¢ je na pocdtku nastaven na priddvan{ vrcholi po jednom: knoflikem [Dalsi vrchol]
priddvejte vrcholy a sledujte, ze strom stdle spliuje AVL pravidlo. Zménou &isla v poli [Kolik
vrcholi] se nastavi pocet v jednom kroku pfidanych vrcholu. Co se pii priddvani déje bude
vysvétleno pozdéji.

Zkuste si strom vymazat knoflikem [Zru$ strom] a zménit zptisob ndhodné volby pfiddvanych
¢isel na [Posunujici se distribuci], kterd mé devastujici ac¢inky u prostého BVS. U AVL stromu
ke vzniku nevyvazenosti nedochazi, vyvazenost stromu je lepsi, nez byla u stejnomérné nadhodného
rozlozeni vyvazenost BVS.

Muzete téz strom vymazat znovu a zménit zpusob ndhodné volby piiddvanych ¢isel na [Monoténni
distribuci]. Ta pfiddva cisla z rostouci fady 0,1,2,.... U prostého BVS by to vedlo k degeneraci
stromu na jedinou vétev, hloubka stromu by byla nejvétsi moznd (max. hloubka vrcholu N — 1,
prumérnd (N — 1)/2). Ani zde nedojde u AVL stromu ke vzniku podstatnéjsi nevyvdzenosti. Je
také dobie vidét, jak vrcholy se stale objevuji na pravé strané, ale jakmile se prava vétev trochu
prodlouzi, vrcholy se “pfreliji” nebo “pteklopi” nalevo a strom se vyvazi.

Scéna: Rotace v AVL stromu

Tato scéna je opakovanim scény s rotaci hran, ale strom je zobrazovén jako AVL strom s
vahadélkovymi vrcholy.

Znazornény strom ale nemusi a obvykle neni AVL-strom; AVL-podminka neni splnéna. Vr-
choly, které ji porusuji, jsou také naklonény na stranu hlubsiho podstromu, ale navic jesté ¢ervené
obroubeny. Pokud takové vrcholy nejsou ptitomny, vygenerujte si novy strom.

Zkuste si opét provadét rotace. Rotacemi lze dosahnout takika libovolnych zmén tvaru stromu.
Zustante u této scény nejméné tak dlouho, dokud strom nepfeformujete tak, aby to byl AVL-
strom, tedy aby nemél zadny cervené obroubeny vrchol. Uvidite, ze to pomérné snadné, ale
nikoliv trivialni.

Pokud ¢ervené obroubené vrcholy odstanite, zkuste naopak AVL-podminku hodné pokazit,
napiiklad vétsim mnozstvim ndhodné vybranych rotaci, takze hodné vrcholu mé ¢erveny okraj.
Rotace je vratnd, da se ji tvar stromu zkazit, ale pak zase napravit. AVL algoritmus pochopitelné
pouziva rotace uvazlivé, aby vyvazenost zachovaval, nikoli kazil.

Pak jesté znovu silné nevyvazené vrcholy “vyrotujte” pryc. Cely postup tieba nékolikrét
zopakujte, dokud Vam nebude zcela jasné, co to je AVL-strom a jak ho ziskat rotacemi.

Scéna: Priddvdani do AVL-stromu

Po sezndmeni se s rotacemi se jiz muzeme pustit do operaci AVL stromu. Jelikoz vyhleddvani
a urcovani minima a maxima neméni tvar stromu, provadéji se stejné jako v BVS. Operace které



ale tvar méni a obecné mohou porusit podminku AVL jsou piidavani a vynechavani klice nebo
vrcholu. V této scéné si probereme operaci pridavani.

Ptidavani muze probihat 3 zpusoby, které budou v této scéné probrany vsechny. Napied budeme
krokovat operaci, kterd probfhd prvnim zptusobem; po jejim ukonceni se situace (volba priddvaného
¢isla) automaticky nastavi na druhy zpusob a pak na tieti.

Ve vsech ttech piipadech se nejprve pfidd do stromu novy vrchol se zadanym klicem tplné
stejné jako u BVS stromu. Poté postupujeme jednim z néasledujicich tii zptsobu:

Pripad 1:

Po ptidani nového vrcholu BVS algoritmem neporusi podminka AVL a proto neni tieba tvar
stromu ménit.

Piipad 2 nebo 3 nastavaji, pokud pfidanim vrcholu podle BVS algoritmu vznikne alespon
jeden silné nevyvazeny vrchol. Vzniknout jich muze vic, ale jesté postiehnete, ze jsou vzdy na

cvvs

o2

je ten z jeho listu, ktery ma vyssi podstrom.
Pripad 2: Bud je w vyvdzen a nebo jsou vrcholy v a w naklonény na stejnou stranu.

V pripadé 2 staci provést rotaci hrany spojujici v s w. Tim se spravi nejen vyvazeni vrcholu v,
ale i v8ech pfipadnych silné nevyvazenych vrcholu nad nim.

Podminka tohoto pfipadu totiz tika, Ze nevyvéazenost vrcholu v zpusobuje nizky podstrom
druhého syna vrcholu v nez je w a ptipadné ptilis vysoky podstrom syna vrcholu w, ktery je
vzdalenéjsi od v. Pri rotaci se ale nizky podstrom prodlouzi a prilis hluboko zasahujici podstrom
naopak stoupne a tim se rovnovdha v puvodnim podstromu vrcholu v (jehoz novym kotenem je
nyni w) obnovi. Navic se tomuto stromu pfidanim vrcholu zvysila hloubka o 1 (coz zpusobilo vznik
silné nevyvazenych vrcholu nad v), ale rotaci se jeho hloubka vrétila na puvodni velikost a tim se
silné nevyvazené vrcholy nad v zase spravily.

Pripad 3: Vrcholy v a w jsou naklonény na opa¢né strany.

V tomto pripadé by samotna rotace hrany v —w silnou nevyvazenost v neodstranila. Ta je totiz
zpusobena tim, ze ptilis hluboko zasahuje podstrom toho syna w ktery je blize k v. Oznaéme tento
vrchol z. Podstrom vrcholu z se ale pfi rotaci nepohybuje a proto dosahuje stale stejné hluboko.

V tomto piipadé se proto provede nejprve rotace hrany w — z. Po rotaci je sice v stale silné
nevyvazeny, ale namisto pripadu 3 nastane nevyvazenost z pripadu 2 a nasledna rotace hrany v —w
tedy ze stromu uc¢ini opét AVL strom.

Povsimnéte si, ze po pridani vrcholu se u nékterych vrcholi na cesté od ptridaného vrcholu
zpét ke kofeni objevi rozdvojeni. Pod cernym vahadélkem vrcholu se objevi netiplné zakryté
bilé vahadélko, sklonéné pod jinym dhlem. Vysvétlim nyni, co to znamena. Pfi zjiSovani, ktery
vrchol je popripadé silné nevyvazeny nebudeme vzdy znovu urcovat vysky podstromu jeho synu,
protoze by to bylo prilis zdlouhavé. Namisto toho bude kazdy vrchol zahrnovat proménou, které
md hodnoty “naklonén vlevo”, “vyvdzeny” a “naklonén vpravo” (a poptipadé “silné nevyvazeny
vlevo/vpravo”). Pokud se vyvazenost vrcholu zmeéni, musime hodnotu proménné opravit.

Ptidanim listu do AVL-stromu se vyvazenost fady vrcholu zméni, ale chvili potrva, nez prislusnym
zpusobem opravime hodnoty proménnych, udavajicich u jednotlivych vrcholt jejich vyvéazenost.
Tyto proménné jsou tedy po jistou dobu neaktudlni, coz je vyjadreno dvojitymi vahadélky. ¢erna
vahadélka v popredi vyjadiuji skutecny stav a proto se jejich polohy okamzité zméni po pridani
listu. Bild vahadélka v pozadi oznacuji hodnoty proménnych, ulozené v pocitaci; jejich hodnoty
zustavaji po jistou dobu nespravné a vzhuru stoupajici ukazatel aktualniho vrcholu je aktualizuje.
Z tohoto duvodu nemuzeme piiddvani okamzité po pridani listu ukoncit, ani kdyby AVL-podminka
zustala zachovana. Jisté poznéte, pro¢ nékdy ukazatel aktivniho vrcholu vystoupa az ke kofeni a
jindy se pomérné brzo zastavi.

Stoupajici ukazatel také pfirozenym zpusobem uréi pozadovany nejnizsi ze silné nevyvazenych
vrcholi, pokud silné nevyvézené vrcholy vzniknou. Je to ten vrchol, na ktery ukazatel narazi
nejdiive. Je jisté ziejmé, ze po provedeni piipadné rotace nebo dvojrotace se proménné vyvazeni
vrcholu lezicich nad rotovanou hranou stanou aktualnimi aniz by bylo tfeba je ménit. Provedenim
rotace/dvojrotace tedy pfiddvani vrcholu vzdy skonci.

Scéna: Vynechdvdni vrcholu AVL-stromu



Vynechavani vrcholu je jako obvykle nejkomplikovanéjsi operaci. Nekteré piipady se ale odbu-
dou stejné jako u BVS. Vynechdvani na zakladé klice se prevede na vyhleddavani a vynechavani
na zakladé vrcholu. Vynechavani vrcholu se 2 syny se prevede na prenos klice a vynechani listu
nebo vrcholu s jednim potomkem pfesné stejné jako u BVS. Proto se budeme zabyvat pouze
vynechavanim zadaného vrcholu s nejvyse jednim synem.

At je vynechdvan list nebo vrchol s jednim synem, otci vynechavaného vrcholu se snizi vyska
podstromu jednoho z jeho syni, levého nebo pravého. Zde se budeme zabyvat snizenim vysky
podstromu na strané levého syna, druhy piipad se vytesi na zdkladé symetrie.

Prvni moznost je, ze vynechdnim vrcholu zptusobem podle BVS algoritmu se AVL podminka
neporusi, proto by tim vynechdvani mohlo skoncit, ale stejné jako v ptripadé pridavani vrcholu
je tieba aktualizovat informaci o vyvazeni ve vrcholech (tedy graficky feceno upravit polohu
vycnivajicich bilych vahadélek). Pro dplnost je tato moznost nabidnuta ke krokovéni.

Po provedeni prvniho vynechani se dostaneme do situace, kdy bude vynechavani kompliko-
vangjsi. Pti krokovani této operace se setkdme s obéma pripady, které je nutno osettit. Podobné
jako u pfiddvani od mista provedeni operace (zde vynechdni vrcholu) stoupd zeleny ukazatel
vzhuru, aktualizuje polohu bilych vahadélek a popiipadé nachazi silné nevyvazené vrcholu, jejichz
vyvazenost obnovuje rotacemi.

Proti pridavani vrcholu jsou zde ale dva rozdily: vytrzenim vrcholu muze vzniknout nejvyse
jeden silné nevyvazeny vrchol (u priddvani jich mohlo byt hodné). Uprava vyvazenosti ptipadného
silné nevyvazeného vrcholu ale muze vytvorit jiny silné nevyvdzeny vrchol nad nim (zatimco pfi
priddvani se po vyvdzeni nejnizsiho defektniho vrcholu vse napravilo). Proto obecné muze dojit k
tomu, ze ukazatel stoupd a opakované nardzi na silné nevyvazené vrcholy, které je tfeba opravit
rotaci nebo dvojrotaci.

Zpusob vyvazovani silné nevyvazeného vrcholu detekovaného ukazatelem nebudu podrobnéji
rozebirat; je prakticky stejné jako pri pridavani.

Scéna: Operace s AVL

Podobné jako tomu bylo u BVS, v této scéné je mozno si vyzkouset vSechny vyse popsané
operace s AVL stromy.

Scéna: cerveno-cerny strom

Nyni bude ukézan jiny zpusob, jak predejit vzniku piilis nevyvazeného stromu, t.zv. Gerveno-
cerny strom. Tato scéna se obsluhuje pfesné stejné jako v tivodni scéné AVL-stromt, ale je pouzit
jiny typ stromu.

Jak je vidét, nazev stromu pochézi z toho, ze se jednd o binarni vyhledavaci strom specialniho
tvaru, pro jehoz popis je kazdy vrchol stromu obarven ¢ervenou nebo cernou barvou.

U cerveno-cerného stromu musi platit nasledujici podminky:

1. kazdd cesta zacinagici v korenu a koncici ve vrcholu, kterému schdzi jeden nebo oba synové,
musi obsahovat stejny pocet cernyjch vrcholu

2. syn cerveného vrcholu nesmi byt cerveny

3. koren stromu je cerny.

Vrcholu, kterému schézi jeden nebo oba synové, budeme tikat neupiny vrchol.

Povsimnéte si, ze prvni podminka implikuje, ze pocet ¢ernych vrcholu na cesté z kotene do
netplného vrcholu v nemuze byt mensi nez pocet ¢ernych vrcholt na cesté z kotene do libovolného
jiného vrcholu w, protoze cesta z kofene do w se da protahnout na cestu z kotfene pies w do
néjakého neiplného vrcholu z a cesty z kofene do v a do z musi mit stejné ¢ernych vrchola. Tuto
podminku budeme ¢asto pouzivat.

Podminky implikuji, ze pomér délek nejkratsi a nejdelsi mezi cestami z kotene do neuplného
vrcholu je nejvyse 2: ¢ernych vrcholu je na takovych cestdch stejné (prvni podminka) a ¢ervenych



nemuze byt vice nez ¢ernych (druhd a tieti podminka). Cerveno-cerny strom je proto pomérné
dobfe vyvazeny.

Treti podminka je nepodstatnd, pokud by nebyla splnéna, staci kofen zacernit; tim se ani prvni
ani druhd podminka neovlivni (kofen je jediny vrchol, ktery lez{ ve vSech cestdch uvazovanych v
prvni podmince a proto jeho barvu lze libovolné ménit, aniz by tim prvni podminka byla ohrozena
a zacernéni vrcholu nemuze ohrozit druhou podminku). Pouzivdme ji jen proto, Ze jinak by pocet
cervenych vrchola na cesté podle 1. podminky mohl byt o 1 vétsi nez pocet ¢ernych vrcholua -
drobna komplikace.

Technicky vzato je prvni podminka zdaleka nejzévaznéjsi, nebot jeji poruseni se velmi obtizné
napravuje, protoze ma globalni charakter a tyka se vsech cest v celém stromé. Budeme se proto
snazit ji stale dodrzovat i za cenu docasného poruseni druhé podminky, ktera se tyka lokalni situace
a lépe se napravuje postupnym piebarvovanim vrchola.

Ovérte si platnost vSech podminek a vyvazenost stromu pfi postupném pridavanim do stromu.

Podobné jako u AVL-stromu se vyhleddvani, uréovani minima a maxima provadéji algoritmy
bindrniho vyhledavaciho stromu, které nemeéni tvar stromu ani obarveni vrcholi a proto nemohou
porusit vyse uvedené tii podminky.

Scéna: Rotace v cerveno-cerném stromu

Nésledujici scény ukazi, jak se provadi pridavéani a vynechavani v Cerveno-cerném stromu.
Stejné tak jako u AVL-stromu je zde zdkladni operaci rotace, pribyvaji také prebarvovani vrcholu.

V ¢erveno-cerném stromu budeme provadét rotaci hrany od vrcholu u k jeho synovi w v pfipadé,
kdy barva syna w je Cervend. Pokud je i barva vrcholu u Cervend, rotace barvy zadnych vrcholu
nezmeén{ (tato moznost by spravné neméla nastat, ale u nékterych operaci povolime na kratkou
dobu poruseni druhé ¢erveno-¢erné podminky). Pokud je barva vrcholu u ¢ernd, pak se barvy
vrcholu prohodi. V animaci je to znazornéno tak, ze se ¢ernd barva vrcholu u prevede na vrchol w
(a u tim zCervend).

Vyse uvedend podminka provadéni rotace i zpusob jejiho provedeni jsou vedeny tim, ze za této
situace se neporusi prvni podminka cerveno-cerného stromu. Pokud by se rotovala hrana, jejiz
spodni vrchol je ¢erny, k poruseni podminky by doslo. Zkuste si ruzné moznosti rotace v appletu.

I piipustnd rotace ale muze porusit druhou podminku ¢erveno-éerného stromu, pokud horni vr-
chol rotované hrany je cerny a ma dva cervené syny. Jak ale bylo fe¢eno, poruseni druhé podminky
obcas na chvili tolerujeme, a proto takovou rotaci povazujeme za pripustnou.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 0

Nebudeme se zvlast zabyvat pfidanim do prazdného stromu, kdy staci vytvoiit éerny kofen
jako jediny vrchol stromu a vlozit do néj klic.

U neprazdného stromu se, obdobné jako u AVL-stromt, i zde se nejprve piidd vrchol zptusobem
podle BVS algoritmu. V kazdém pripadé je pridén list vrcholu, kterému schézel syn. Nové pridany
vrchol obarvime éervené. Tim se nemuze porusit prvni podminka. Jelikoz neménime kofen stromu
ani jeho barvu, neporusi se ani tfeti podminka.

V této scéné byl novy cerveny vrchol pfidan jako syn k ¢ernému vrcholu a proto nedojde ani k
poruseni druhé podminky a proto po ptidani vrcholu je mozno skonéit. 7 ¢isté formélnich duvodu
je animace provedena tak, ze vtchol je ptidan “na slepo” a teprve poté se podivame, jaka je barva
otce nové pridaného vrcholu; v této scéné vidime, ze je spravnd a proto skonéime.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 1

Podobné jako v predchozi scéné, i zde priddme novy vrchol pomoci BVS algoritmu a obarvime
jej cervené. Je-li dan kli¢, ktery ma lezet v nové pridaném vrcholu, nemuzeme ovlivnit, kam
bude novy vrchol ptidan, a zde je pfidan jako syn cerveného vrcholu a proto ptridanim dojde
k poruSeni druhé cerveno-cerné podminky. Proto musi néasledovat operace odstranovani dvou
¢ervenych vrcholt nad sebou, kterou je obecné nutno provadét opakované.

P1i odstranovani dvou ¢ervenych vrcholiu nad sebou budeme rozliSovat tii ptipady. Tato scéna
ilustruje prvni z nich, kdy nové ptridany vrchol je cerveny, jeho otec je také Cerveny a navic nové
ptridany vrchol ma dédecka a cerveného stryce.



Jak uvidime déle, je vyhodné si situaci popsat obecnéji: ve stromu existuje vrchol v, ktery je
cerveny a ma cerveného otce a kromé toho dvojice v a jeho otec je jedina dvojice porusujici druhou
cerveno-cernou podminku. V dalsim budeme ostatni vrcholy budeme oznacovat podle jejich vztahu
k vrcholu v.

V této scéné tedy predpokladdme, ze v a jeho otec jsou Cerveni a navic vrchol v ma dédecka a
cerveného stryce.

Uvédomte si, ze pravé popsané situace dvojice dédecek a otec vrcholu v je v pofadku a jelikoz
otec je cerveny, dédecek musi byt cerng.

Operace, kterou zde provedeme, je nasledujici: dédecka pirebarvime na cerveno a jeho syny
(tedy otce a stryce nové pridaného vrcholu - oba ¢ervené) zacernime. Operace je animovdna tak,
ze se ¢ernd barva z dédecka prevadi na otce a stryce.

Uvedena operace, kterou budeme casto provadét i v dalsich scénach, zjevné neporusi platnost
prvni ¢erveno-cerné podminky. Navic se otec nové pridaného vrcholu zacerni a tedy dvojice novy
vrchol - jeho otec jiz neporusuje druhou ¢erveno-cernou podminku.

Provedeni pravé popsané operace vSak nutné nezaruci, ze vznikne spravny cerveno-cerny strom.
Mohou nastat dva problémy.

Pokud dédecek vrcholu v mél ¢erveného otce, vznikne nova neptipustna dvojice ¢ervenych
vrcholu, presné tak, jak se tomu stane v této scéné. Na tuto dvojici musime znovu opakovat bud
operaci popsanou v této scéné, kdy za vrchol v budeme nyni poklddat dédecka puvodniho vrcholu
v, nebo operace popsané dale, v zavislosti na jejich aplikovatelnosti. V této scéné se zde popsana
operace - prevedeni ¢erné barvy z dédecka aktualniho vrcholu v na jeho otce a stryce - aplikuje
postupné tiikrat. Jelikoz vsak provedenim této operace se problém v nejhorsim pfipadé prevede o
dvé patra vysSe, pocet opakovani nemuze byt i v tom nejhorsim ptipadé vétsi nez polovina vysky
stromu.

Ptebarveni dédecka vrcholu v na Gerveno muze také zpusobit jiny problém: poruSeni tieti
podminky v okamziku, kdy dédecek je koren. Jak jsme ale jiz fekli, zde je naprava jednoducha:
zéervenaly kofen prosté zacernime a tim dostaneme spravny cerveno-éerny strom a muzeme skonéit.
Takto také koné¢i pravé probirana scéna.

Scéna: Cerveno-cerné vkladdni - pripad 2

Pokud ve stromu existuje pravé jedna dvojice ¢ervenych vrcholu, které jsou ve vztahu otec - syn
(syna budeme zase oznacovat v), muze nastat i jind komplikace nez ty, které byly popséna vyse.
V piedchozi scéné jsme probrali dva ptipady: v nemé dédecka a nebo v méa dédecka a cerveného
stryce. V této scéné a scéné ndsledujici probereme piipad, kdy v ma dédecka (ktery nutné musi
byt ¢erny) a bud nemd stryce nebo je stryc éerng. V obou pripadech budeme postupovat stejné,
pro jednoduchost ukdzeme jen postup v pripadé ¢erného stryce.

Jisté si v8imnete, ze posledné jmenovany piipad nemuze nastat ihned po ptidani nového vrcholu
do ¢erveno-cerného stromu, protoze by cesta z kofene do ¢erného stryce méla vice ¢ernych vrcholu
nez cesta do nového vrcholu, ktery je v okamziku piidani list, tedy netuplny. Zde tedy nejprve
provedeme operaci z minulé scény, ale vrchol, ktery pfi této operaci zervena - budeme jej oznacovat
v a bude to dédecek nové pridaného vrcholu - pak bude mit ¢erveného otce, ¢erného dédecka a
cerného stryce. V této scéné navic je vrchol v levym synem svého otce a jeho otec také levym
synem svého otce, tj. dédecka vrcholu v. Obdobné by se postupovalo v zrcadlové symetrické
situaci, kdy by jak v, tak i jeho otec byli pravi synové.

V takovém ptipadé provedeme rotaci hrany, spojujici dédecka a otce vrcholu v. Jelikoz je to
hrana vedouci od ¢erného vrcholu doli k ¢ervenému vrcholu, je rotace pripustnd a nedojde proto k
poruseni prvn{ éerveno-éerné podminky. Navic ma hornf vrchol rotované hrany (dédecek vrcholu v)
jednoho syna ¢erveného (otec vrcholu v) a jednoho ¢erného (stryc vrcholu v) a proto se nevytvoii
nova hrana, porusujici druhou ¢erveno-cernou podminku. K vytvoreni takové hrany by nedoslo
ani pokud by vrchol v stryce nemél (pfipad, ktery zde neukazujeme).

Na druhé strané ale vidime, ze rotace zacerni otce vrcholu v a proto hrana spojujici otce
vrcholu v s vrcholem v (kterd zustavd ve stromu i po rotaci) bude druhou podminku spliiovat také.
Provednou operaci tedy vznikne spravny ¢erveno-cerny strom a muzeme skoncit.

10



Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 3

Tato scéna je obdobna jako pfedchozi: po pfidani nového vrcholu vznikne nepfipustna ¢ervena
hrana a po provedeni spusténi ¢erné barvy z dédecka nového vrcholu na dédeckovy syny se objevi
vrchol v, ktery mé ¢erveného otce, cerného dédecka a ¢erného stryce. Na rozdil od pfedchozi scény
ale je vrchol v pravym synem svého otce a jeho otec je naopak levym synem svého otce, tj. dédecka
vrcholu v. Zrcadlové obracené by se postupovalo, pokud by naopak byl v levym synem a jeho otec
pravym synem.

Za této situace provedeme nejprve rotaci hrany, spojujici vrchol v s jeho otcem. Je to ptipad, o
kterém jsem se zminoval ve scéné o rotaci - rotujeme hranu, ktera by ve spravném cerveno-cerném
stromu neméla byt, ale do¢asné ji pripoustime. Diulezité je, Ze tato rotace je pripustnd - neporusi
prvni podminku. Kromé toho zjevné rotovand hrana zustava jedinou hranou, porusujici druhou
podminku. Povsimnéte si také, ze vrchol, ktery byl puvodné dédeckem vrcholu v je nyni jeho
otcem.

Nyni je jiz videét, pro¢ jsme rotaci provadéli: prevede strom na pfipad z minulé scény a
proto staci provést jesté rotaci hrany spojujici vrchol v s jeho soucasnym otcem (pied chvili jeste
dédeckem) a dostdvdme spravny ¢erveno-cerny strom a operace konci.

Tim jsme probrali vSechny situace, které mohou nastat pti pridavani nového vrcholu do ¢erveno-
cerného stromu.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 1

V této scéné a scénach nasledujicich se budeme zabyvat vynechavanim vrcholu z ¢erveno-
cerného stromu. Vynechdavani rozdélime do 14 piipadu, z nichz kazdy mé svou podminku apliko-
vatelnosti a souvisejici akci. Pfi vynechdvéni najdeme prvni aplikovatelny piipad (v pofadi, ve
kterém jsou uvddény) a provedeme odpovidajici akei. Pii provadéni akce nékterého pripadu tedy
muzeme predpokliadat nejen to, Ze je splnéna jeho podminka aplikovatelnosti piipadu, ale také, ze
nejsou splnény podminky piipadu predchozich.

V dalsim budeme vynechavany vrchol znacit v a oznacovat jej fialovym podkladem. Dale
ozna¢ime (pokud existuji) jeho otce jako u, jeho bratra jako w, levého syna bratra w jako = a
pravého syna bratra w jako y. Pocet ¢ernych vrcholi na cesté z kofene do néjakého vrcholu
budeme nazyvat cerné skore daného vrcholu.

Zopakujme s prvni scény tykajici se cerveno-¢ernych stromu, ze z prvni ¢erveno-¢erné podminky
plyne nasledujici tvrzeni: zadny vrchol r ¢erveno-cerného stromu nemuze mit Cerné skére vétsi nez
libovolny netplny vrchol s.

Specifické vlastnosti ¢erveno-cerného stromu vedou k tomu, ze nékdy bude jednodussi provadét
vynechdvani jinak, nez se déla v klasickém BVS.

Prvnf scéna ukazuje vynechdvan{ klice tiplného vrcholu, tedy vrcholu s obéma syny (v nasem
pripadé vynechdvdme piimo koten, ale to neni podstatné). Zde budeme postupovat presné stejné
jako u BVS: zahodime kli¢, ale ponechdme vrchol, pfevedeme do néj nejblize nizsi klic a pak
vynechdme vrchol bez klice ktery, jak jiz ddvno vime, nemé pravého syna a proto se na ného
vztahuje néktery z nésledujicich piipadu.

Akci si proved'te s tim, ze vynechavani vrcholu bez pravého syna asi nebudete rozumnét.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 2

V této scéné se vynechava klic vrcholu v s jednim synem. V ¢erveno-cerném stromé tato situace
nastava jen ve velmi specialnim piipadé. Ani syn, ani pfipadny vnuk vrcholu v totiz nemuze byt
cerny, protoze v je neuplny, ale cesta do netuplného v by obsahovala méné ¢ernych vrcholu nez cesta
do jeho syna nebo vnuka. Syn vrcholu v tedy musi byt ¢erveny. Kdyby existoval vnuk vrcholu v,
pak jsme si pravé tekli, ze nemuze byt ¢erny, ale nemuze byt ani ¢erveny jako syn ¢erveného syna
vrcholu v. v tedy nemd vnuky neboli jeho jediny syn je cerveny list.

Akce v tomto piipadeé je ndsledujici (odlisnd od BVS): kli¢ vrcholu v vyhodime, presuneme do
ngj kli¢ jeho syna a pak syna vynechame. Jelikoz syn vrcholu v je erveny list, nezpusobime si tim,
zadné potize.

Scéna: Cerveno-éerné vynechdavdni - pripad 3
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Dalsi jednoduchy ptipad je vynechavani cerveného listu. O tom jsme se jiz vlastné zminili v
zéaveéru predchozi scény - prosté vrchol vynechdme a je to.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad

V této a nasledujicich scénéch tedy budeme vynechavat vrchol, ktery je éernym listem. Nemuzeme
jej prosté vyhodit, protoze by se tim porusila prvni ¢erveno-cernd podminka zpusobem, ze kterého
bychom tézko hledali ndpravu a proto musime postupovat daleko opatrnéji a obecné také komp-
likovanéji.

Tato scéna je zatim zcela primitivni: predpokladame, ze vynechdvany cerny list je zaroven
kotenem. Vyhodime jej a zustane prazdny strom (coz je matematickd formulace pro piipad, kdy
nic nezustane).

V dalsich scénach tedy budeme predpoklidat, ze vynechavany ¢erny list v ma otce u. Otec mé
mensi cerné skoére nez jeho ¢erny syn v a proto nemuze byt netplny. Vrchol v proto m4 i bratra,
kterého budeme znacit w.

Scéna: Cerveno-céerné vynechdvdni - pripad 5

V této scéné budeme predpokladat, ze bratr w vynechavaného ¢erného listu v je cerveny. V
takovém ptipadé otec u vrcholu v je dle druhé podminky ¢erny. Navic ¢erné skére bratra w je
mensi nez ¢erné skore vrcholu v a proto bratr w nemuze byt nedplny. Jelikoz bratr w je ¢erveny
jeho dva synové musi byt ¢erni dle druhé podminky. Neni dulezité, zda jsou to listy (jako je
znézornéno) nebo maji syny.

V dané situaci provedeme rotaci hrany spojujici ¢erného otce u a Cerveného bratra w. Tato
rotace je pripustna a neporusuje druhou podminku, protoze druhy syn otce u - vynechavany vrchol
v je cerny. Dostaneme tedy spravny ¢erveno-cerny strom, ve kterém vynechavame vrchol v, ktery
je stéle éernym listem, ale jehoz novy bratr je jeho puvodni synovec (syn bratra w) a tedy je ¢erny.

Rotace prevede pripad 5 na néktery z pripadu nésledujicich. Provedte si animaci, i kdyz akce
po provedeni rotace jesté nebyly vysvétleny.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 6

Od nynéjska tedy budeme zkoumat situaci, kdy ze vynechavany cerny list v mé otce u a c¢erného
bratra w.

V nésledujicich dvou scénach budeme predpokladat, ze otec u vynechavaného ¢erného listu v
je cerng a jeho bratr nent list. V této scéné predpoklddame, ze v je levy syn a w pravy syn otce u
a bratr w mé levého syna x (neni dulezité, zda m4 i pravého syna). Zrcadlové symetricky bychom
postupovali i pokud by v byl pravy syn a w levy syn, ktery by mél pravého syna (bez ohledu na
to, zda by meél levého syna).

Povsimnéte si, ze ¢erné skore vrcholu v a jeho bratra w jsou stejna. Kdyby syn nebo ptipadny
vnuk bratra w byl ¢erny, pak by mél cerné skére vétsi nez je ¢erné skore samotného bratra w a
tedy také veétsi nez je ¢erné skoére vrcholu v, coz ale nemuze nastat, protoze v je neuplny vrchol.

Levy syn z bratra w je tedy ¢erveny a jeho pripadny syn nemuze byt ani ¢erveny (druhd
Gerveno-cerna podminka) ani ¢erny (viz predchozi odstavec). Syn x je tedy cerveny list.

Operace provedend v daném piipadé je jednoduchd, i kdyz trochu zdlouhava. Kli¢ vrcholu v
vyhodime, do v pfesuneme kli¢ z jeho otce u, do otce u pfesuneme kli¢ z levého syna x bratra w
vrcholu v. Tim jsme se dostali do pripadu 3 - potfebujeme vyhodit ¢erveny list x a to jednoduse
provedeme, aniz bychom ohrozili platnost podminek cerveno-¢erného stromu. Povsimnéte si, ze
presuny klicu se provadéji tak, ze zaddny z nich nenarusi platnost pravidla o distribuci kli¢u do
vrcholt bindrniho vyhleddvaciho stromu.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 7

Tato scéna popisuje pripad velmi podobny predchozi scéné. Vynechavany vrchol v mé ¢erného
otce a Cerného bratra, ktery neni list. Na rozdil od pfedchozi scény vsak bratr postrada jednoho
syna, toho, ktery by byl blizsi vrcholu v. Na obrazku tedy bratr w ma pouze pravého syna y.
Stejné jako v predchozi scéné se da dokazat, ze synovec y musi byt ¢erveny list.
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Postupujeme podobné jako v minulé scéné, ale presunu klicu je vice. Kli¢ vrcholu v vyhodime,
presuneme do néj kli¢ otce u, do otce u presuneme kli¢ bratra w a nakonec do bratra w pfesuneme
kli¢ synovce y. Pak jiz, podobné jako v predchozi scéné, vynechame cerveny list y, ktery je nyni bez
klice. I zde je ziejmé, ze presuny kli¢u nenarusuji platnost pravidla o distribuci kli¢u a vynechani
cerveného listu je vlastné prevedeni na pripad 3.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 8

Pokud neni aplikovatelny zadny z piedchozich piipadu, pak jsou vynechdvany vrchol v i jeho
bratr w ¢erné listy. Zde si nejprve probereme nékolik jednoduchych piipadu. V této scéné
predpokladéame, Ze spoleény otec téchto vrcholu je ¢erveny.

Operace, kterou provedeme nejdiive bude ¢asto pouzivana i v nasledujicich scénach a je obracenim
operace, kterou jsme provadéli pti pridavani vrcholu. Ve stromu méme cerveny vrchol, ktery
mé dva ¢erné syny. Cernou barvu synil pfesuneme na jejich spoleéného otce. Touto operaci se
neporu$i ani prvni, ani treti ¢erveno-cerna podminka. Pokud synové nemaji zadného ¢erveného
syna (napiiklad pokud jsou oba listy), pak nemuze dojit ani k narusen{ druhé podminky.

Pravé popsanou operaci aplikujeme na otce v vynechavaného vrcholu a na jeho syny, tedy na
vynechdvany vrchol samotny a jeho bratra. Vzpomeiite si, ze zde vynechavany vrchol a jeho bratr
jsou (Cerné) listy. Po provedeni této operace se stane vynechdvany vrchol ¢ervenym listem a bez
problému jej vynechdme, viz piipad 3.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 9

Posledni jednoduchy ptipad je kdyz vynechdvany vrchol i jeho bratr jsou ¢erné listy a jejich otec
je cerny a je kofenem stromu. Stom tedy ma pouze t¥i vrcholy. Moznd trochu slozité se vynechani
provede tak, ze se kofen prebarvi na ¢erveno (to porusi pouze tieti ¢erveno-cernou podminku) a
tim je piipad preveden na situaci z predchozi scény. Tam popsané operace vynechaji vrchol bez
poruseni prvnich dvou ¢erveno-cernych podminek a platnost treti se automaticky obnovi.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 10

Nyni bude néasledovat nékolik pfipadu, kdy provadéné akce jsou jiz znacné komplikované. Ve
vSech z nich jsou vynechdvany vrchol v a jeho bratr w ¢erné listy a jejich spoletny otec u je také
¢erny a neni kofen (vrchol v tedy ma dédecka).

Zde i v dalsich scénéach tykajicich se vynechavani si zavedeme pojem dvojndsobé céernyj vrchol.
Bude to vrchol, ktery se do pocitani ¢ernych vrcholi na cestdch z kofene do netuplnych vrcholu
zapocitavd dvakrat. Bude tedy naptiklad piipustné, aby (jak se tomu zakratko stane pfi animaci)
na nékterych cestéch z kotene do neiplného vrcholu byly ctyfi cerné vrcholy a na jinych dva vrcholy
cerné a jeden dvojnasobné cerny. Béhem provadéni operaci bude ve stromu obvykle nejvyse jeden
dvojnasobné cerny vrchol a jen velmi vyjimecné dva. Dvojndsobné ¢erny vrchol nebo vrcholy
budou pochopitelné pripustény jen docasné, nez vynechavani skonci, budeme se jich muset zbavit.

Prvnim krokem v této scéné i scénach néasledujicich bude preneseni ¢erné barvy vynechavaného
vrcholu v a jejho bratra w do jejich spoleéného otce u. Totéz jsme provedli i v piipadu 8, kdy
ale otec byl ¢erveny a stal se tak jednoduse ¢erny. Nyni byl otec ¢erny a proto bude dvojnésobné
cerny. Druhou ¢ernou barvu budeme znazornovat jako ¢tvercovy cerny podklad vrcholu.

Po pfesunuti ¢erné barvy z vynechavaného vrcholu a jeho bratra nahoru se vynechavany vrchol
stane Cervenym listem a bylo by jej mozno snadno vynechat zpusobem podle piikladu 3, ale nez
to udélame, musime se zbavit dvojnasobné ¢erné barvy ve stromu.

Nebudeme se zvlast zabyvat pripadem, kdy by byl dvojndsobné ¢erny vrchol korenem, protoze
v tomto pfipadé se prosté kofen zméni na jednondsobné ¢erny, coz nezousobi zadny problém.
Dvojnasobné ¢erny vrchol tedy bude mit otce. Bude mit i bratra, protoze jinak by jeho otec byl
netplny vrchol a pfitom by ¢erné skére jeho otce bylo mensi nez ¢erné skore vrcholu samého. Bratr
W sam musi mit oba syny, protoze jinak by byl netplny a pfitom je jeho ¢erné skére mensi nez
cerné skore dvojnasobné ¢erného vrcholu V. Protoze bratr W je ¢erveny, jeho synové musi byt
cerni.
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Prvni piipad s dvojnasobné ¢ernym vrcholem je takovy, ze jinak spravny cerveno-cerny strom
obsahuje jeden dvojnasobné ¢erny vrchol V', ktery ma otce U cerveného bratra W. Otec je tedy
cerny, jinak by byla porusena druhd podminka. Provedeme rotaci hrany spojujici ¢erného otce U
s cervenym bratrem W. Je to piipustna rotace, kterd (s uvdzenim Gernosti vrcholu V' samotného)
neporusi zddnou podminku ¢erveno-cerného stromu. Bratrem vrcholu V' se po provedeni rotace
stane jeden z dfivéjsich synu jeho puvodniho bratra W, tedy ¢erny vrchol a proto se dostaneme
do situace, na kterou bude aplikovan néktery z dalsich pripadu.

Provedte si animaci operaci, i kdyz dalsi postup jesté nebyl vysvétlen. V&imnéte si jen, ze po
odstranéni dvojité cerné barvy nakonec vynechame pozadovany vrchol, ktery se na zac¢atku stal
Cervenym listem.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 11

Zacindme opét stejné, ¢ernou barvu dvou Cernych listu, z nichz jednoho chceme vynechat,
presuneme na jejich ¢erného otce, ktery se stane dvojnasobné cernym. Vime, ze dvojndsobné
cerny vrchol V' ma otce U a bratra W a jelikoz neni aplikovatelny predchozi ptipad, bratr W je
cerny.

V této scéné predpoklddame, ze spolecny otec je ¢erveny a bratr W nemd zadného ¢erveného
syna. Prosté pfevedeni jedné cerné barvy z dvojnasobné c¢erného vrcholu V a ¢erné barvy jeho
bratra W na spole¢ného ¢erveného otce U neporusi podminky a zbavi nds dvojité cerné barvy. Pak
jiz jen vynechdme pozadovany vrchol, nyni ¢erveny list.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 12

Tento piipad je podobny jako ptipad predchozi: ve stromé se nachdzi dvojnasobné ¢erny vrchol
V, ktery ma cerného bratra W, ktery nemd zadného ¢erného syna. Jediny rozdil je v tom, ze
spole¢ny otec U vrcholu V' a jeho bratra W je také cerny.

Operace kterou provedeme bude stejna jako v predchozim piipadé, ale rozdil je v tom, ze vrchol
V bude po jejim provedeni jednoduse cerny, ale dvojnédsobné ¢ernou barvu bude mit otec U. Proto
budeme muset znovu provadét néktery z pripadu 10-14, ale dvojnasobné ¢erny vrchol se posunul
o jedno patro smérem ke kofeni.

Videéli jsme, ze ptipad 10 se ptrevedl na piipad 11 a kazdy z piipadu 11, 13 a 14 predstavuje
kratkou kone¢nou posloupnost akei, jejiz délka nezavisi na velikosti stromu, kterymi se dvojnésobné
cerného vrcholu zbavime, aniz bychom se znovu dostali do piipadu 12.

Jediny piipad, kdy se provadéni operaci brzo nezastavi, je tedy ptipad 12, ktery vede opakované
znovu na situaci podle piipadu 12. Jak ale bylo feceno, poloha dvojnasobné ¢erného vrcholu stéle
stoupd ke kofeni, takze se pripad 12 nemuze opakovat vicekrdt, nez kolik je hloubka stromu.
Nakonec se v nejhorsim ptripadé dostaneme do situace, kdy je nové vytvoreny dvojnasobné ¢erny
vrchol kofenem a tomu prosté jednu ¢enou barvu odejmeme, jak bylo popsano vyse.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 13

Pripad 13 nastava, kdyz se objevi dvojnasobné ¢erny vrchol V| ktery ma ¢erného bratra W a
ten mé ¢erveného syna Y na strané vzdalenéjsi od vrcholu V', zatimco syn X bratra W, blizsi k
vrcholu V' je ¢erny. Bud je tedy V levy syn a W pravy syn jejich spoleéného otce U a Y je pravy
syn bratra W, nebo je V pravy syn a W levy syn a Y je levy syn bratra W. Na obrazovce je prvni
moznost.

Barva spoleéného otce U vrcholu V' a jeho bratra W neni dulezita. My piipad 13 rozdélime
podle barvy otce U na 13a (otec ¢erny) a 13b (otec ¢erveny). V obou piipadech ale budeme
provadeét stejné akce.

Podivejme se nejprve na 13a. Po vzniku dvojnésobné ¢erného vrcholu se nejprve spusti ¢erna
barva bratra W na jeho syny. Od vrcholu V odvraceny ¢erveny synovec Y vrcholu V' tim zcerna
(jednoduse), zatimco privraceny synovec X se stane druhym dvojndsobné ¢ernym vrcholem.

Zdalo by se, ze se situace zhorsila, ale po rotaci hrany spojujici ¢erného otce U s nyni ¢ervenym

se nyni stal bratrem dvojnasobné ¢erného vrcholu V' a jejich spoleénym otcem je vrchol U, ktery
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jiz byl pfedtim otcem vrcholu V' a po provedeni rotace dostal ¢ervenou barvu. Provedena rotace
je pripustnd, protoze horni konec rotované hrany byl ¢erny a dolni ¢erveny a navic je vrchol V'
(dvojndsobné) ¢erny a tedy se ani druhd podminka neporusi.

Nyni jiz staci prevést jednu ¢ervou barvu vrcholu V' a X na otce U. Barva vrcholua V a X
se sniz{ na jednoduse ¢ernou a vrchol U (jednoduse) zéerna a tim vznikne spravny Cerveno-cerny
strom bez dvojndsobné ¢ernych vrcholu.

Nyni jiz staci vynechat zvoleny vrchol, nyni ¢erveny list a vynechavani je ukonéeno.

V ptipadé 13b je otec U cerveny a provadime tytéz operace. Po spusténi ¢erné barvy bratra
W dolu vsak vznikne hrana spojujici ¢erveného otce U s nyni ¢ervenym bratrem W. Tuto hranu
rotujeme stejné jako v pripadé 13a; i zde je rotace pripustnd a nevytvoii jinou hranu porusujici
druhou cerveno-¢ernou podminku. Nakonec posunuti jedné ¢erné barvy z nové vzniklé bratrské
dvojice V a X na U nejen odstrani dvojndsobné ¢erné barvy vrcholi V' a X, ale také za¢ernénim
jednoho z vrcholu do té doby druhou podminku porusujici hrany spojujici U a W obnovi platnost
druhé cerveno-cerné podminky:.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 14

Nakonec nejkomplikovanéjsi piipad: ve stromu je dvojnasobné ¢erny vrchol V', ktery méa otce U
a ¢erného bratra W a tento bratr méa ¢erveného syna X na strané ptivracené k vrcholu V. Bud je
tedy V levym synem a W pravym synem jejich spole¢ného otce U a X je levym synem vrcholu W
(to je co vidite na obrazovce) a nebo je zrcadlové obracené V' pravym a W levym synem a synovec
X je pravym synem vrcholu W.

Barva druhého syna Y bratra W a barva otce U nejsou pro sekvenci provadénych operaci
podstatné; ukazeme si proto ¢tyfi varianty 14a, 14b, 14c, 14d. V prvnich dvou je otec U ¢cerny
a v nasledujicich dvou ¢erveny, zatimco syn Y je Cerny v prvni a tfeti moznosti a cerveny ve
zbyvajicich dvou.

Podivejme se nyni nejprve na 14a. Jakmile se objevi dvojndsobné ¢erny vrchol V', provedeme
rotaci hrany spojujici jeho ¢erného bratra s ¢ervenym synovcem X privracenym k vrcholu V. Tim
se situace pfevede na piipad 13a a postupuje se, jak bylo ukdzadno v minulé scéné.

Stejné postupujeme i v ptipadé 14b. Zde se ale po uvodni rotaci objevi hrana s obéma konci
Cervenymi. Je to hrana, spojujici puvodniho bratra W se vzdalenym synovcem Y. V nésledujicim
spusténi ¢erné barvy z nového bratra vrcholu V', kterym je jeho ptvodni synovec X, ale horni
konec hrany porusujici druhou podminku zcerna a platnost druhé podminky se obnovi. Pak jiz
operace probihaji stejné jako v ptipadé 14a.

Ptipady 14c a 14d probihaji analogicky piripadum 14a, respektive 14b s tim, Ze rotace je prevede
na piipad 13b. V piipadé 14d tedy rotaci vznikne jedna hrana porusujici druhou podminku (spojuje
puvodniho bratra W s puvodnim vzddlenym synovcem Y'). Po spusténi ¢erné barvy se tato hrana
spravi, ale vznikne nové hrana porusujic{ druhou porminku (spojuje puvodniho otce U s puvodnim
bratrem W). Tato hrana je upravena pfi zdvéretném piesunuti jedné z cernych barev dvojndsobné
cernych vrcholu nahoru.

Scéna: Operace na cerveno-cerném stromu

V této scéné si muzete vyskouset libovolné operace na ndhodné vytvofeném cerveno-cerném
stromu predem zvolené velikosti.
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