
1 S�
��t�an�� �
��selS
�ena: OperandyNa�s��m �ukolem je se�
��st dv�e �
��sla napsan�a v bin�arn�� soustav�e. �Ukolem prvn�� s
�eny je uk�azat,jak se pra
uje se s�
��tan
i.Oba s�
��tan
e maj�� 32 �
��sli
; tento po�
et lze v rozumn�y
h mez��
h m�enit v poli [N=℄ na jinoumo
ninu 2. Kno
��kem [RND℄ lze 1. nebo 2. s�
��tan
i p�ri�radit jinou n�ahodnou hodnotu. V �rad�ep�r��pad�u tak�e bude u�zite�
n�e nastavit jeden s�
��tane
 jako komplement druh�eho (0 proti 1 a 1 proti0); to se provede odpov��daj��
��mi kno
��ky [KMPL℄. Nakone
 lze hodnotu ka�zd�e �
��sli
e zm�enit (z 1na 0 a z 0 na 1) klepnut��m my�s��.S
�ena: Algoritmus ze z�akladn�� �skolyZd�alo by se, �ze nen�� t�reba o s�
��t�an�� podrobn�eji mluvit. Algoritmus se �z�a�

i u�
�� ji�z na z�akladn���skole a zn�a jej ka�zd�y gramotn�y �
lov�ek a zp�usob s�am je velmi jednodu
h�y a na prvn�� pohled i ry
hl�y.Tato s
�ena umo�z�nuje krokovat v�ypo�
et podle z�akladn�� �skoly a ukazuje, �ze postup je ve skute�
nostipro v�et�s�� �
��sla pom�ern�e zdlouhav�y (zkuste si jej pro 64 bit�u). Jist�e nen�� t�reba dod�avat, �ze �
erven�a�sipka ozna�
uje p�renos do vy�s�s��ho �r�adu a zelen�a te�
ka naopak nazna�
uje, �ze k p�renosu nedo�slo.P�ri s�
��t�an�� dvou �
��sel algoritmus postupuje zprava doleva a ka�zd�y krok je v�az�an na v�ysledekp�red
hoz��ho (konkr�etn�e na to, zda dojde k p�renosu do vy�s�s��ho �r�adu). Po�
et krok�u je roven po�
tu�
��sli
 s�
��tan
�u.S
�ena: Paraleln�� algoritmus ze z�akladn�� �skolyV modern��
h pro
esore
h je k dispozi
i dostate�
n�e mno�zstv�� logi
k�y
h obvod�u, tak�ze (na rozd��lod lidsk�eho po�
t�a�re) mohou prov�ad�et velk�e mno�zstv�� opera
�� sou�
asn�e a t��m ury
hlovat v�ypo�
et.P�ri sou�
asn�e �s���r
e slova v po�
��ta�
��
h, kdy 64 bit�u se st�av�a standardem, je takov�e zry
hlen�� opravdu�z�adou
��. Zd�a se ale, �ze element�arn�� algoritmus pro s�
��t�an�� nelze paraleln��m prov�ad�en��m opera
��nijak ury
hlit.Je z�rejm�e, �ze nejobt���zn�ej�s�� �
�ast v�ypo�
tu je ur�
it, ve kter�y
h sloup
��
h do
h�az�� k p�renosu. Pokudto v��me, d�a se v�ysledn�y sou�
et ur�
it jedin�ym paraleln��m krokem, kdy pro ka�zd�y sloupe
 se�
tenedv�e �
��sli
e sloup
e a p�renos z ni�z�s��ho �r�adu modulo 2, neboli v�ysledek ve sloup
i je 1 pr�av�e kdy�zbud' 1 nebo 3 z t�e
hto hodnot jsou rovny 1.P�ri podrobn�ej�s��m pohledu na algoritmus pro s�
��t�an�� je z�rejm�e, �ze pro n�ekter�e sloup
e um��merozhodnout, zda z ni
h bude vy
h�azet p�renos do vy�s�s��ho �r�adu, ani�z by
hom �
ekali na v�ysledek z�r�ad�u ni�z�s��
h.� Jestli�ze ve sloup
i oba s�
��tan
e maj�� hodnotu 1, pak z takov�eho sloup
e bude p�renos vy
h�azetv�zdy, bez ohledu na to, zda z ni�z�s��
h �r�ad�u p�renos p�rijde nebo ne. Budeme �r��kat, �ze sloupe
generuje.� Jestli�ze ve sloup
i oba s�
��tan
e maj�� hodnotu 0, pak z takov�eho sloup
e p�renos nikdy nevyjde,i kdyby do n�eho vstoupil p�renos z ni�z�s��ho �r�adu. Budeme �r��kat, �ze sloupe
 absorbuje.� Nakone
 jestli�ze sloupe
 je komplement�arn��, tj. v jednom s�
��tan
i je 0 a v druh�em 1, paksloupe
 vytv�a�r�� p�renos pouze pokud vytv�a�r�� p�renos sloupe
 napravo od n�ej. Budeme �r��kat,�ze sloupe
 p�ren�a�s��.Pov�simn�ete si, �ze sloupe
 z
ela vpravo nem�a 
o p�ren�a�set, proto�ze napravo od n�ej ji�z dal�s��sloupe
 nen��. U prav�eho sloup
e je proto v�zdy mo�zno rozhodnout o p�renosu bez znalosti hodnotv jin�y
h sloup
��
h.Pro rozd�elen�� sloup
�u do typ�u nen�� t�reba zn�at informa
i v jin�y
h sloup
��
h a proto je snadnoprovedeme pro v�se
hny sloup
e sou�
asn�e a nez�avisle v jednom paraleln��m kroku.Zkuste nyn�� algoritmus krokovat. V prvn��m kroku se u sloup
e vpravo a u v�se
h sloup
�u, kter�egeneruj�� nebo absorbuj��, ur�
��, zda z ni
h vy
h�az�� p�renos. Zb�yvaj��
�� (p�ren�a�sej��
��) sloup
e vytvo�r��\ostr�uvky" nerozhodnut�y
h sloup
�u, odd�elen�e rozhodnut�ymi sloup
i.1



�S���rka t�e
hto ostr�uvk�u b�yv�a v�yrazn�emen�s��, ne�z je �s���rka 
el�y
h �
��sel a d�a se dok�azat, p�redpokl�adaj��
en�ahodn�e a navz�ajem nez�avisl�e hodnoty �
��sli
 s�
��tan
�u, �ze generuj��
��
h a absorbuj��
��h sloup
�u b�yv�aokolo jedn�e poloviny v�se
h sloup
�u (jednodu
h�y d�ukaz) a �s���rka nejv�et�s��ho ostr�uvku je obvykle�r�adov�e kolem logaritmu �s���rky slova (zna�
n�e slo�zit�y d�ukaz).M�u�zete si zkusit opakovan�e generovat n�ahodn�e s�
��tan
e a prov�ad�et prvn�� krok algoritmu asledovat, jak ostr�uvky nerozhodnut�y
h sloup
�u vypadaj��.Nyn�� budeme pokra�
ovat krokov�an��. V druh�em kroku je mo�zno o p�renosu rozhodnout v prav�y
hsloup
��
h ostr�uvk�u a v ka�zd�em dal�s��m kroku se ostr�uvky postupn�e zmen�suj�� zpravo doleva, o 1sloupe
 v ka�zd�em kroku. Sou�
asn�e se p�ritom zpra
ov�av�a tolik sloup
�u, kolik je dosud nerozhod-nut�y
h ostr�uvk�u a doba paraleln�e prov�ad�en�eho v�ypo�
tu je proto d�ana maxim�aln�� �s���rkou ostr�uvkua je proto obvykle v�yrazn�e men�s��, ne�z u z�akladn�� varianty s�
��ta
��ho algoritmu.S
�ena: Paraleln�� algoritmus - nejhor�s�� p�r��padJak bylo �re�
eno v p�red
hoz�� s
�en�e, doba nutn�a k paraleln��mu proveden�� s�
��t�an�� podle vykl�adan�ehoalgoritmu je d�ana �s���rkou nejv�et�s��ho ostr�uvku a je tedy siln�e z�avisl�a na konkr�etn��m tvaru s�
��tan
�u.V nejlep�s��m p�r��pad�e, pokud nap�r��klad s�
��t�ame dv�e stejn�a �
��sla, ostr�uvky v�ube
 nevzniknou arozhodnut�� o v�se
h p�renose
h se dostane v jednom kroku a i v pr�um�ern�em p�r��pad�e je algoritmusvelmi ry
hl�y.V nejhor�s��m p�r��pad�e v�sak bohu�zel je tento algoritmus stejn�e ry
hl�y (�
i l�epe �re�
eno pomal�y)jako s�eriov�e prov�ad�en�y algoritmus ze z�akladn�� �skoly. Nast�av�a to v p�r��pad�e, kdy v�se
hny sloup
e (sp�r��padnou v�yjimkou sloup
e vpravo) jsou komplement�arn��. Pak toti�z vznikne jen jeden ostr�uvek,kter�y m�a �s���rku o 1 men�s�� ne�z je �s���rka s�
��tan
�u a proto v�ypo�
et prob��h�a �upln�e stejn�e jako v z�akladn��malgorimu a paralelismus je z
ela nevyu�zit.Tento p�r��pad generuje tato s
�ena; zkuste si v�ypo�
et krokovat, ale mysl��m, �ze jej ani nedokon�
��te,proto�ze trv�a p�r��li�s dlouho a ni
 nov�eho se p�ri n�em nedozv��te.S
�ena: BlokyNyn�� za�
neme vysv�etlovat jin�y algoritmus, obvykle ozna�
ovan�y jako 
arry look-ahead, kter�yzaru�
en�e i v nejhor�s��m p�r��pad�e po�
��t�a velmi ry
hle, ry
hlost�� srovnatelnou s ry
hlost��, kterou par-alelizovan�y element�arn�� algoritmus po�
��t�a v obvykl�em p�r��pad�e, a tedy podstatn�e ry
hleji ne�z ele-ment�arn�� algoritmus v z�akladn��m proveden��.Z�akladn��m prvkem pro nov�y algoritmus je blok. Blok je souvisl�y soubor sloup
�u, na displeji jeozna�
en �zlut�ym obd�eln��kem. �S���rku bloku je mo�zno na displeji m�enit ta�zen��m jeho lev�e nebo prav�estrany my�s��. Polohu bloku lze m�enit ta�zen��m bloku my�s�� za libovoln�e jin�e m��sto ne�z je jeho prav�ya lev�y okraj nebo ok�enko s �
��sli
��. Je t�e�z mo�zno po�z�adat o vytvo�ren�� nov�eho (n�ahodn�eho) bloku.U bloku n�as pro dan�e hodnoty s�
��tan
�u bude zaj��mat, zda z jeho nejvy�s�s��ho (tj. nejlev�ej�s��ho)sloup
e vy
h�az�� p�renos. Zda k tomu dojde v�sak se budeme sna�zit ur�
it pouze na z�aklad�e t�e
h �
��sli
s�
��tan
�u, kter�e jsou uvnit�r bloku. To po
hopiteln�e v�zdy nep�ujde a proto budeme podobn�e jako u�zjsme to u�
inili v�y�se, rozli�sovat n�asleduj��
�� t�ri p�r��pady:� blok generuje: n�ekter�y sloupe
 bloku obsahuje dv�e �
��sli
e 1 a v�se
hny sloup
e bloku, kter�ele�z�� nalevo od n�eho, jsou komplement�arn�� (obsahuj�� jednu 1 a jednu 0); tento p�r��pad budemeozna�
ovat symbolem '+'� blok absorbuje: n�ekter�y sloupe
 bloku obsahuje dv�e �
��sli
e 0 a v�se
hny sloup
e bloku, kter�ele�z�� nalevo od n�eho, jsou komplement�arn�� (obsahuj�� jednu 1 a jednu 0); tento p�r��pad budemeozna�
ovat symbolem '-'� blok p�ren�a�s��: v�se
hny sloup
e bloku jsou komplement�arn��; tento p�r��pad budeme ozna�
ovatsymbolem '<' (s v�yjimkou p�r��padu, kdy blok zahrnuje sloupe
 z
ela vpravo, kdy budemepou�z��vat symbol '-'.Je jasn�e, �ze tyto t�ri p�r��pady se navz�ajem vylu�
uj�� a jeden z ni
h v�zdy nast�av�a. V prvn��m p�r��pad�e,kdy blok generuje, ze sloup
e obsahuj��
��ho dv�e 1 vyjde p�renos a je p�ren�a�sen komplement�arn��misloup
i a�z k lev�emu okraji bloku a ven z n�eho, proto z lev�eho sloup
e bloku p�renos vy
h�az��. V2



druh�em p�r��pad�e sloupe
 se dv�ema nulami absorbuje p�r��padn�y p�renos, kter�y by do tohoto sloup
evstoupil z ni�z�s��ho �r�adu a sloup
e nalevo od n�ej samy o sob�e p�renos vytvo�rit nejsou s
hopny.V nejzaj��mav�ej�s��m t�ret��m p�r��pad�e sloup
e bloku samy p�renos nevytvo�r��, ale pokud ze sloup
estoj��
��ho vpravo od bloku do bloku p�renos vstoup��, sloup
e bloku p�renos p�renesou 
el�ym blokem,a�z nakone
 vystoup�� z lev�eho sloup
e bloku d�ale. Jestli�ze v�sak vpravo od bloku ji�z �z�adn�y jin�ysloupe
 nele�z��, nebude 
o p�ren�a�set, 
o�z vysv�etluje v�yjimku v ozna�
ov�an�� p�ren�a�sej��
��ho bloku.Vyzkou�sejte r�uzn�e hodnoty s�
��tan
�u a �s���rku i polohu bloku a sledujte, kter�a z mo�znost�� '+', '-'a '<' nast�av�a.S
�ena: Jednosloup
ov�y blokJak ji�z bylo nazna�
eno v�y�se, v�ypo�
et hodnoty bloku tvo�ren�eho jedn��m sloup
em je jednodu
h�y:sloupe
 obsahuj��
�� dv�e 1 generuje, pokud obsahuje dv�e 0, pak absorbuje a komplement�arn�� blokz
ela vpravo negeneruje a jinak p�ren�a�s��.Ov�e�rte si tyto mo�znosti pro r�uzn�e hodnoty s�
��tan
�u a polohu bloku, kter�y je mo�zno my�s��t�ahnout jako tomu bylo v p�red
hoz�� s
�en�e (ale nelze m�enit jeho �s���rku).S
�ena: �Sirok�y blokHodnotu bloku slo�zen�eho z v��
e ne�z jednoho sloup
e lze ur�
it snadno podle de�ni
e: Postupuj��
ezleva doprava, najdeme prvn�� nekomplement�arn�� sloupe
 bloku. Obsahuje-li dv�e 1, blok generuje,jinak absorbuje. Pokud je ale blok slo�zen jen z kompement�arn��
h sloup
�u, pak p�ren�a�s�� nebonegeneruje podle toho, zda zasahuje a�z do prav�eho sloup
e s�
��tan
�u.Tento postup je si
e jednodu
h�y, ale sekven�
n�� a v nejhor�s��m p�r��pad�e (komplement�arn�� operandy)by vedl ke stejn�e pomal�emu v�ypo�
tu jako p�red
hoz�� dv�e metody.Budeme proto postupovat jinak:rozd�el��me blok libovoln�ym zp�usobem na dva bloky obsahuj��
�� oba alespo�n jeden sloupe
 (stiskn�etekno
��k [Krok℄ v ovlada�
i nazvan�em [Konstruk
e℄),ur�
��me hodnoty podblok�u aspo�
teme hodnotu 
el�eho bloku n�asleduj��
��m zp�usobem:� jestli�ze lev�y blok generuje, 
el�y blok generuje tak�e,� jestli�ze lev�y blok absorbuje, 
el�y blok absorbuje tak�e,� jestli�ze lev�y blok p�ren�a�s��, 
el�y blok m�a hodnotu rovnou hodnot�e prav�eho bloku.Pokud lev�y blok generuje nebo absorbuje, jeho rozhoduj��
�� sloupe
 (nejlev�ej�s�� nekomplement�arn��)je tak�e rozhoduj��
��m pro 
el�y blok. Pokud lev�y blok p�ren�a�s��, p�redstavuje pouze ned�ule�zit�e p�ren�a�sej��
��sloup
e pro prav�y blok.Hodnoty podblok�u, kter�e obsahuj�� v��
e sloup
�u se ur�
�� rekurzivn�e dal�s��m d�elen��m (pou�z��vaj��
eop�etovn�e kno
��k [Krok℄ v ovlada�
i [Konstruk
e℄).P�ri paraleln��m v�ypo�
tu lze hodnoty lev�eho i prav�eho bloku ur�
ovat sou�
asn�e.Rekurzivn�� v�ypo�
et hodnoty bloku lze krokovat kno
��kem [Krok℄ v ovlada�
i [V�ypo�
et℄, kter�yse objev�� v okam�ziku, kdy je rekurzivn�� konstruk
e stromu v�ypo�
tu ukon�
ena.Kno
��ky [Zp�et℄ v obou ovlada�
��
h vra
�� zp�et ak
i kno
��ku [Krok℄ a kno
��ky [Dokon�
i℄ a[Zru�s℄ umo�z�nuj�� p�r��slu�snou ak
i z
ela dokon�
it nebo vr�atit do p�uvodn��ho stavu. Kno
��k [�Sirok�y℄umo�z�nuje volit mezi dv�ema zp�usoby kreslen�� vr
hol�u stromu rekurze. V prvn��m je vr
hol nata�zenmezi krajn��mi sloup
i bloku, kter�y reprezentuje, v druh�em m�a �s���rku jednoho sloup
e. Druh�ametoda bude u�z��v�ana ve s
�en�a
h zn�azor�nuj��
��
h �uplnou s�
��ta�
ku, kde bude zobrazov�ano n�ekolikstrom�u najednou a �sirok�e vr
holy by daly nep�rehledn�e s
h�ema.S
�ena: Nejhor�s�� d�elen��Pro spr�avnost v�ypo�
tu hodnoty bloku je z
ela lhostejn�e, jak jej d�el��me do podblok�u. Zp�usobd�elen�� je ale podstatn�y pro po�
et paraleln��
h krok�u, kter�e je nutno prov�est k ukon�
en�� v�ypo�
tuhodnoty. Tato s
�ena ukazuje nejhor�s�� mo�zn�y zp�usob d�elen��: od 
el�eho bloku se v�zdy odd�el�� jedin�y3



sloupe
 vpravo nebo vlevo. S
h�ema v�ypo�
tu, kter�e takto dostaneme pak m�a takovou hloubku,�ze se sotva vejde na obrazovku a vedlo by k algoritmu v�ypo�
etn�e srovnateln�emu s algoritmem zez�akladn�� �skoly.Zkuste si vytvo�rit �sirok�y blok a sledujte jeho strom v�ypo�
tu.S
�ena: Optim�aln�� d�elen���Cten�a�r, kter�y m�a alespo�n z�akladn�� znalosti v n�avrhu efektivn��
h algoritm�u, jist�e v�� nebo alespo�ntu�s��, �ze pro ry
hlost paraleln��ho v�ypo�
tu je optim�aln�� d�elit blok na dva stejn�e velk�e podblokypolovi�
n�� velikosti (nebo na dva podbloky li�s��
�� se v po�
tu sloup
�u o 1 pokud blok s�am m�a li
h�ypo�
et sloup
�u a na p�resn�e poloviny rozd�elit nejde). Po�
et paraleln��
h krok�u pro v�ypo�
et hodnotyje pak dlog2 we, kde w je po�
et sloup
�u bloku a je to to nejlep�s��, 
o m�u�zeme dos�ahnout.Zkuste si vytvo�rit �sirok�y blok a sledujte jeho strom v�ypo�
tu. Obm�e�nujte blok i s�
��tan
e asledujte konstruk
i stromu v�ypo�
tu i odpov��daj��
�� v�ypo�
et hodnot blok�u.S
�ena: Hrani�
n�� d�elen��Nyn�� pop���seme jin�y zp�usob d�elen��, kter�y je pro n�ekter�e bloky m��rn�e neoptim�aln��, ale m�a v�yhody,kter�e se stanou z�rejm�ymi pozd�eji. V t�eto s
�en�e ji�z je nutn�e p�redpokl�adat, �ze po�
et �s���rka operand�uje mo
ninou dvojky (
o�z v sou�
asn�e dob�e v po�
��ta�
ov�e aritmeti
e nezp�usobuje prakti
ky �z�adn�aomezen��; prvn�� mikropro
esory pra
ovaly se �s���rkou 8 bit�u a z�ahy bily vyst�r��d�any 16-bitov�ymi, nyn��kon�
�� �era 32-bitov�y
h a tato kniha je u�z ps�ana na 64-bitov�em pro
esoru - v�se jsou mo
niny 2).Blok rozd�el��me nejprve podle hrani
e pro
h�azej��
�� polovinou �s���rky s�
��tan
�u (nikoli polovinoubloku), pak pod�el hrani
e pro
h�azej��
�� prvn�� nebo t�ret�� �
tvrtinou, pak 1., 3., 5. nebo 7. osminouatd. Po
hopiteln�e jestli�ze n�ekter�a hrani
e blokem nepro
h�az�� (nap�r. pokud je blok 
el�y v doln��polovin�e �
��sel nebo ji p�resahuje o jedin�y sloupe
), pak m�u�ze b�yt odpov��daj��
�� krok p�resko�
en.Blok obsahuj��
�� v�se
hny sloup
e je po
hopiteln�e d�elen optim�aln�e na poloviny. Men�s�� bloky si
emohou b�yt d�eleny neoptim�aln�e, ale po�
et �urovn�� d�elen�� nebude nikdy v�et�s�� ne�z u v�sesloup
ov�ehobloku. Jeliko�z se v�sesloup
ov�y blok v n�avrhu algoritmu bude vyskytovat, bude paraleln�� v�ypo�
etn��slo�zitost d�ana po�
tem �urovn�� rozkladu tohoto nejv�et�s��ho bloku a optimaliza
�� rozkladu blok�umen�s��
h by se po�
et paraleln��
h krok�u v�ypo�
tu stejn�e nemohl zlep�sit.D�elen�� podle bin�arn��
h hrani
 m�a ale v�yhodu, �ze v�se
hny bloky jsou d�eleny v odpov��daj��
��
h�urovn��
h stejn�ym zp�usobem, tedy podle stejn�y
h hrani
, 
o�z se p�r��zniv�e projev�� na tvaru a jednodu-
hosti v�ysledn�eho obvodu.S
�ena: Nejvy�s�s�� sloupe
V t�eto s
�en�e se budeme zab�yvat ot�azkou, zda z nejvy�s�s��ho �r�adu, tedy ze sloup
e �upln�e vlevo,vy
h�az�� p�renos. Obdobnou ot�azku budeme muset vy�re�sit i pro ostatn�� sloup
e, pro lev�y sloupe
 jeale nejobt���zn�ej�s��, proto�ze z�avis�� na v�se
h �
��sli
��
h obou s�
��tan
�u.Pro vy�re�sen�� tohoto probl�emu sta�
�� uva�zovat blok, obsahuj��
�� v�se
hny sloup
e, tedy prost��raj��
��se vlevo od sloup
e, kter�y zkoum�ame, a�z ke sloup
i, kter�y le�z�� �upln�e napravo (a tedy m�ame jistotu,�ze do n�ej zprava nem�u�ze vstoupit p�renos).Tento v�sesloup
ov�y blok nem�a nikdy hodnotu '<' a u�z jsme rozeb��rali, �ze pokud generuje, pakz nejvy�s�s��ho �r�adu vy
h�az�� p�renos, zat��m
o pokud absorbuje nebo p�ren�a�s��, pak z nejvy�s�s��ho �r�adup�renos nevy
h�az��. Na�se ot�azka se tedy snadno zodpov�� ur�
en��m hodnoty bloku, kterou ur�
ujemena z�aklad�e d�elen�� bloku podle bin�arn��
h hrani
 jak bylo pops�ano v p�red
hoz�� s
�en�e.Kno
��ky ovlada�
e [Konstruk
e℄ si nyn�� rozvi�nte obvod pro v�ypo�
et hodnoty bloku a kno
��kyovlada�
e [V�ypo�
et℄ si ur�
ujte hodnotu bloku i podblok�u vznikl�y
h d�elen��m a tedy i existen
ip�renosu v nejvy�s�s��m �r�adu pro r�uzn�e hodnoty s�
��tan
�u. V�ypo�
et je krokov�an po jednotliv�y
hparaleln��
h kro
��
h.Nyn�� ji�z je tedy patrna hlavn�� my�slenka algoritmu: sou�
asn�e s prov�ad�en��m po�
etn��
h �ukon�uv prav�e �
�asti s
h�ematu, kter�a zahrnuje m�en�e v�yznamn�e bity, se zpra
uj�� lev�e poloviny s�
��tan
�u.Pokud se zjist��, �ze lev�a polovina generuje nebo absorbuje, nen�� t�reba zn�at v�ysledek z prav�e �
�asti.Nov�e na algoritmu je ale to, �ze pokud lev�a polovina p�ren�a�s��, pak p�r��padn�y p�renos z prav�e polovinys�
��tan
�u nen�� nutn�e \postrkovat" levou �
�ast�� sloupe
 po sloup
i, jako to �
in�� element�arn�� algoritmus4



ve sv�e �skoln�� podob�e v�zdy a v paralelizovan�e podob�e p�rinejmen�s��m v nejhor�s��m p�r��pad�e, ale p�renos\p�resko�
��" z hrani
e v polovin�e s�
��tan
�u do nejlev�ej�s��ho sloup
e okam�zit�e, proto�ze v��me, �ze by ktomu p�ri detailn��m po�
��t�an�� stejn�e do�slo.Je vid�et, �ze v�ypo�
et je velmi ry
hl�y - po�
et vrstev obvodu a tedy i po�
et paraleln��
h krok�upot�rebn�y
h pro v�ypo�
et je dlog2 ne, kde n je �s���rka s�
��tan
�u. Obzvl�a�st�e d�ule�zit�e je to, �ze v�ypo�
etnez�avis�� na hodnot�a
h s�
��tan
�u a je tedy takto ry
hl�y i v nejhor�s��m p�r��pad�e.S
�ena: Obe
n�y sloupe
Podobn�e jako byl v p�red
hoz�� s
�en�e ur�
en p�renos v nejvy�s�s��m �r�adu, uk�a�zeme si, jak prov�estur�
en�� p�renosu v libovoln�em jin�em sloup
i. V�yb�er sloup
e pro ilustra
i metody provedeme kliknut��mna mal�y bled�y �
tvere�
ek nad sloup
em.Jako v p�red
hoz�� s
�en�e sta�
�� ur�
it hodnotu bloku, ur�
en�eho vlevo uva�zovan�ym sloup
em avpravo zasahuj��
�� a�z na sam�e prav�y okraj s�
��tan
�u. Takov�yto blok nikdy nem�u�ze dostat zpravap�renos z ni�z�s��ho �r�adu, proto�ze vpravo od n�ej ji�z ni
 nen��, a v na�s�� klasi�ka
i nikdy nenab�yv�ahodnoty '<'. Proto z jeho lev�eho sloup
e, tedy z na�seho uva�zovan�eho sloup
e, vy
h�az�� p�renospr�av�e kdy�z tento blok generuje.P�ri konstruk
i si pov�simn�ete, �ze blok je d�elen podle bin�arn��
h hrani
. Jak ji�z bylo uvedeno,je pro n�as dosta�
uj��
�� aby po�
et vrstev p�ri d�elen�� bloku nep�rekro�
il po�
et vrstev, vypo�
��t�avaj��
��
hhodnotu v�sesloup
ov�eho bloku.S
�ena: P�rekr�yv�an��Nyn�� ji�z v��me, jak zkonstruovat �uplnou s�
��ta�
ku: pro ka�zd�y sloupe
 si sestroj��me obvod, ur�
uj��
��zda z tohoto sloup
e vy
h�az�� p�renos, zp�usobem popsan�ym v p�red
hoz��
h dvou s
�en�a
h a pak zinforma
e o p�renose
h ur�
��me v jednom paraleln��m kroku hodnotu sou�
tu. V�se
hny obvody prov�ypo�
ty p�renos�u pra
uj�� sou�
asn�e.V t�eto s
�en�e se kone�
n�e dozv��te d�uvod pro d�elen�� blok�u podle bin�arn��
h hrani
. Na displejije zobrazen obvod pro v�ypo�
et p�renosu pro lev�y sloupe
. Klepn�ete nyn�� na mal�y bled�y �
tvere�
eknad libovoln�ym jin�ym sloup
em (v�yhodn�e nad sloup
em v lev�e �
�asti s
h�ematu). T��m se zobraz��obvod pro v�ypo�
et p�renosu pro zvolen�y sloupe
. Podle stavu konstruk
e (kno
��ky ovlada�
e [Kon-struk
e℄) budou obvody v r�uzn�em stavu v�yvinu od prost�eho bloku po �upln�e dokon�
en�y obvod prov�ypo�
et jeho hodnoty.Nyn�� ji�z ur�
it�e vid��te, pro�
 preferujeme d�elen�� podle bin�arn��
h hrani
. P�ri tomto zp�usobu seobvody pro ur�
ov�an�� p�renosu v r�uzn�y
h sloup
��
h podstatn�e p�rekr�yvaj��. Nen�� tedy nutn�e budovattyto obvody z
ela odd�elen�e, 
o�z by vedlo k velk�emu pl�ytv�an�� hardwarem, ale p�rekr�yvaj��
�� se �
�astvytvo�r��me pouze jednou a jej�� v�ysledek pak rozv�ad��me na vstup v��
e ne�z jednoho n�asledn�eho hradla.Klep�an��m do �
tvere�
k�u nad sloup
i je mo�zno zobrazovat (a nebo naopak skr�yvat) libovoln�ysloupe
 a sledovat p�rekr�yv�an�� obvod�u pro v�ypo�
et p�renos�u. Je vid�et, �ze p�rekr�yv�an�� je opravduvelk�e, nap�r��klad v�se
hny sloup
e z lev�e �
�asti maj�� shodnou pravou �
�ast sv�y
h obvod�u. Nakone
se zjist��, �ze po�
et hradel pro v�se
hny sloup
e nen�� o mo
 v�et�s�� ne�z je obvod pro lev�y, nejslo�zit�ej�s��,sloupe
.Je t�e�z mo�zno zvolit nebo vypustit n�ekolik sloup
�u najednou: stiskn�ete my�s v bled�em �
tver
inad n�ekter�ym sloup
em a tahn�ete my�s do strany.S
�ena: Kompletn�� s�
��ta�
kaTato s
�ena ji�z jen shrnuje, 
o se v p�red
hoz�� s
�en�e objevilo p�ri volb�e v�se
h sloup
�u a pln�erozvinut�e konstruk
i, umo�z�nuje ale krokov�an�� v�ypo�
tu pro r�uzn�e hodnoty s�
��tan
�u.Teprve na �upln�e s�
��ta�

e je vid�et, �ze je jej�� konstruk
e vlastn�e jednodu
h�a, je-li formulov�anarekurzivn�e: Vytvo�r��me dva obvody pro v�ypo�
et p�renos�u pro polovi�
n�� �s���rku slova, m��rn�e zobe
n�en�emo�znost�� p�riv�ad�et krom�e dvou s�
��tan
�u je�st�e zprava p�renos za sousedn��ho obvodu. Prav�y podobvodji�z d�av�a polovinu kone�
n�y
h v�ystup�u, v�ystupy lev�eho podobvodu se je�st�e v�se
hny zkombinuj�� snejv�yznamn�ej�s��m v�ystupem prav�e �
�asti.Pov�simn�ete si, �ze s�
��ta�
ka m�a log2N vrstev a v d�usledku velk�eho p�rekr�yv�an�� je v ka�zd�e vrstv�ep�resn�e N=2 hradel, kter�e kombinuj�� t�r��stavov�e hodnoty jednotliv�y
h blok�u.5



S
�ena: Vrstven�a s�
��ta�
kaV kompletn�� s�
��ta�

e uk�azan�e v p�red
hoz�� s
�en�e byly hradla (vr
hol�u strom�u) uspo�r�ad�ana dovodorovn�y
h vrstev, ale jist�a propojen�� mezi (�zlut�ymi) hradly p�re
h�azela p�res n�ekolik vrstev. V t�etos
�en�e je s�
��ta�
ka dopln�ena dal�s��mi hradly, vybarven�ymi r�u�zov�e, kter�a zapl�nuj�� \d��ry" v obvodu.R�u�zov�a hradla neprov�ad�ej�� �z�adn�y v�ypo�
et a jsou to ve skute�
nosti pam�et'ov�e elementy, kter�e simohou zapamatovat jednu t�r��stavovou hodnotu. V ka�zd�em kroku (kliknut�� kno
��ku [Krok℄) r�u�zov�ehradlo p�re�
te hodnotu vstupu a zapamatuje si jej. V�ystup je v�zdy roven u
hov�avan�e hodnot�e.R�u�zov�e prvky jsou velmi podobn�e tomu, 
o se v elektroni
e naz�yv�a klopn�y obvod typu D; jedin�yrozd��l je, �ze si klopn�y obvod pamatuje jedin�y bit. T�r��stavovou veli�
inu je ale mo�zno u
hov�avat vedvou bite
h a proto se na�se r�u�zov�e prvky obvykle implementuj�� dvoji
�� klopn�y
h obvod�u typu D.Zkuste si znovu po�
��tat hodnoty p�renos�u; v�ypo�
et prob��h�a stejn�e jako v p�red
hoz�� s
�en�e, alevstupn�� hodnoty p�ri
h�azej�� \just in time" a nemus�� �
ekat jako se to st�avalo v minul�e s
�en�e.Je vid�et, �ze postup meziv�ysledk�u obvodem je velmi pravideln�y, v ka�zd�em kroku jedna nov�avrstva ur�
�� sv�e hodnoty. V n�asleduj��
��
h s
�en�a
h uvid��me, pro�
 je to u�zite�
n�e.S
�ena: Zapom��naj��
�� s�
��ta�
kaJak bylo uvedeno v minul�e s
�en�e, tok informa
e v obvodu je velmi pravideln�y. V ka�zd�emkroku je aktivn�� jedna vrstva, kter�a vypo�
te sv�e hodnoty z hodnot v p�red
hoz�� vrstv�e. Proto�zen�as meziv�ysledky ve skute�
nosti nezaj��maj�� a 
��lem je ur�
it hodnoty posledn�� vrstvy, je mo�zn�emeziv�ysledky zapomenout, jakmile byly pou�zity n�asleduj��
�� vrstvou.Zkuste znovy prov�ad�et v�ypo�
et a uvid��te, �ze je dostate�
n�e si u
hov�avat pouze meziv�ysledkyjedin�e vrstvy.S
�ena: Z�ret�ezen�a s�
��ta�
kaV p�red
hoz�� s
�en�e jsme vid�eli, �ze sta�
�� si pamatovat v�zdy pouze v�ysledky jedin�e vrstvy. Tyvrstvy, jeji
h�z jeji
h�z v�ysledky ji�z byly pou�zity, \zah�al��" a je je mo�zno vyu�z��t k s�
��t�an�� jin�y
h dvoji
s�
��tan
�u. Jakmile hodnoty pro jeden p�ar postoup�� o jednu vrstvu dol�u, je mo�zn�e do obvodu vlo�zitnov�y p�ar s�
��tan
�u, kter�y postupuje obvodem se zpo�zd�en��m jedn�e vrstvy.V t�eto s
�en�e s�
��t�ame plynul�y proud dvoji
 s�
��tan
�u a ka�zd�y p�ar m�a svoji barvu, kter�a ozna�
ujejemu odpov��daj��
�� meziv�ysledky. Prvky obvodu maj�� svoji p�uvodn�� barvu pouze dokud k nimnedoraz�� prvn�� meziv�ysledky, pak jsou ji�z ozna�
ov�any barvou p�aru, kter�y pr�av�e zpra
ov�avaj��. P�rikrokov�an�� je jasn�e vid�et, jak informa
e obvodem postupuje.S�
��ta�
ka typu 
arry look-ahead je tedy velmi siln�y n�astroj, krom�e toho, �ze jeden p�ar v obvodustr�av�� pouze �
as �um�ern�y logaritmu po�
tu bit�u a doba trv�an�� v�ypo�
tu je z
ela nez�avisl�a na jeji
hhodnot�a
h, mohou do obvodu s�
��tan
e vstupovat bezprost�redn�e za sebou s odstupem, kter�y navelikosti s�
��tan
�u nez�avis�� a je d�an pouze v�ypo�
etn��m zpo�zd�en��m pou�zit�y
h v�ypo�
etn��
h prvk�u.S
�ena: Animovan�a s�
��ta�
kaTato s
�ena p�rin�a�s�� in�zen�yrsk�y n�ahled na implementa
i z�ret�ezen�e s�
��ta�
ky z p�red
h�azej��
�� s
�eny.R�u�zov�e pam�et'ov�e prvky jsou nezm�en�eny, pouze jsou nakresleny pon�ekud men�s��. Na druh�e stran�eka�zd�y �zlut�e v�ypo�
etn�� hradlo je dopln�eno o jeden r�u�zov�y pam�et'ov�a prvek stejn�eho typu jako r�u�zov�eprvky popsan�e v p�red
hoz��
h s
�en�a
h.�Zlut�a v�ypo�
etn�� hradla pra
uj�� asyn
hronn�e: jakmile se zm�en�� vstupn�� hodnoty, odpov��daj��
��mzp�usobem se ihned zm�en�� i v�ystup. P�resn�eji �re�
eno, zm�ena se objev�� na v�ystupu po jist�em �
asov�emokam�ziku, zpo�zd�en��, kter�e m�u�ze b�yt r�uzn�e pro r�uzn�a hradla.Pokud by
hom zpra
ov�avali pouze jeden p�ar s�
��tan
�u, r�u�zov�e pam�et'ov�e prvky by nebyly t�reba,ale ry
hlost postupu informa
e by byla v r�uzn�y
h �
�aste
h obvodu jin�a. To by ale v p�r��pad�ez�ret�ezen�eho zpra
ov�an�� v��
e p�ar�u s�
��tan
�u vedlo k tomu, �ze by nebylo mo�zn�e hodnoty odpov��daj��
��r�uzn�ym p�ar�um na v�ystupu obvodu odli�sit.Z tohoto d�uvodu mus��me pou�z��vat syn
hronn�� obvod a syn
hroniza
e je dosahov�ana r�u�zov�ymipam�et'ov�ymi prvky ve v�se
h pozi
��
h obvodu. V�ystup pam�et'ov�eho obvodu je roven u
hov�avan�e hod-not�e; po v�et�sinu doby prvek ignoruje vstupn�� hodnotu. Pam�et'ov�e prvky v�sak dost�avaj�� hodinov�ysign�al (jeho p�riv�ad�en�� k prvk�um nen�� zn�azorn�eno). Jakmile pam�et'ov�y prvek dostane hodinov�y6



sign�al (v re�aln�y
h syst�eme
h nap�r��klad vzestupn�a hrana hodinov�eho sign�alu, u na�seho appletukliknut�� kno
��ku [Krok℄), prvek p�re�
te vstupn�� hodnotu a nahrad�� j�� d�r��ve u
hov�avanou hodnotu.Po t�eto m�zikov�e ud�alosti se zapamatovan�a hodnota d�ale nem�en�� a�z do dal�s��ho hodinov�eho impulzu.Zkuste si v�ypo�
et s pou�zit��m kno
��ku [Krok℄; v okam�ziku hodinov�eho impulzu (kliknut��)v�se
hny pam�et'ov�e prvky najednou nahrad�� p�uvodn�� u
hov�avanou hodnotu hodnotou, kter�a byla navstupu. Anima
e ukazuje, jak informa
e postupuje pod�el vodi�
�u, p�ripojuj��
��
h v�ystupy pam�et'ov�y
hprvk�u se vstupy n�asleduj��
��
h hradel, kter�ymi mohou b�yt v�ypo�
etn�� hradla nebo dal�s�� pam�et'ov�eprvky.Jakmile informa
e doraz�� na v�ypo�
etn�� hradlo, je zpra
ov�ana a s jist�ym zpo�zd�en��m se v�ysledekobjev�� na jeho v�ystupu (zpo�zd�en�� jsou r�uzn�a pro r�uzn�a hradla - rozd��ly jsou �umysln�e zv�yrazn�eny),
o�z se projev�� m.j. zm�enou barvy hradla.Barvy hradel a sign�al�u re
ektuj�� barvu odpov��daj��
��ho p�aru s�
��tan
�u, ke kter�emu se vztahuj��.Je tedy snadn�e sledovat postup informa
e obvodem.Jist�e je v�am z�rejm�e, �ze hodinov�y kmito�
et mus�� b�yt takov�y, aby doba mezi dv�ema po sob�en�asleduj��
��mi hodinov�ymi pulzy byla dostate�
n�a pro p�renos sign�alu mezi hradly a jeho zpra
ov�an��.N�a�s applet je siln�e syn
hronizov�an a nep�rij��m�a kliknut��, dokud neprovede v�se
hny nutn�e opera
e,ale v p�r��pad�e re�aln�eho obvodu by p�r��li�s ry
hl�e hodiny vedly k 
hybn�ym v�ypo�
t�um.S
�ena: �C��slov�an��Tato s
�ena ji�z nen�� sou�
�ast�� vlastn�� pro
h�azky appletem, ni
m�en�e si hned uk�a�zeme jistou magii�
��sel.Sloup
e s�
��ta�
ky jsou o�
��slov�any zprava doleva od 0 do n� 1, kde n je bitov�a �s���rka s�
��tan
�u, v�uvodn��m p�r��pad�e n = 32. Vrstvy hradel jsou o�
��slov�any shora dol�u od 0 do log2 n� 1 (pamatujte,�ze n je mo
nina 2 a proto je log2 n 
el�e �
��slo). Na �uvodn��m obr�azku je log2 32 = 5. Vrstva operand�uje o�
��slov�ana jako -1.S�
��ta�
ka je zn�azorn�ena v �upln�e podob�e se �zlut�ymi v�ypo�
etn��mi hradly se dv�ema vstupy avlo�zen�ymi r�u�zov�ymi pam�et'ov�ym obvody. Hradla jsou o�
��slov�ana �
��sly, kter�e nemaj�� �z�adnou sou-vislost s operandy nebo meziv�ysledky, ale popisuj�� typ hradla: 1 je �zlut�e v�ypo�
etn�� hradlo a 0 jer�u�zov�e pam�et'ov�e hradlo.Za t�eto situa
e se pod��vejte na posloupnost 0 a 1 v hradle
h libovoln�eho sloup
e a zjist��te,�ze p�redstavuje bin�arn�� z�apis �
��sla sloup
e (s nejv�yznamn�ej�s��m bitem dole a nejm�en�e v�yznamn�ymnaho�re ve vrstv�e 0). Ve vrstv�e o�
��slovan�e i je �
��sli
e, kter�a v bin�arn��m z�apisu vystupuje u mo
niny2i. Stiskn�ete nyn�� my�s�� na libovoln�e hradlo. Odpov��daj��
�� obd�eln��k z�
erven�a a z�
ervenaj�� tak�eobd�eln��ky hradel, na jeji
h�z hodnot�a
h z�avis�� hodnota stisknut�eho hradla. Z�
ervenal�e obd�eln��kyve vrstv�e operand�u (o�
��slovan�e -1) vytv�a�rej�� interval, jeho�z lev�y kone
 je ve sloup
i, ve kter�em sena
h�az�� stisknut�e hradlo, zat��m
o prav�y kone
 je ve sloup
i, jeho�z po�radov�e �
��slo se dostane tak,�ze ve sloup
i obsahuj��
��m stisknut�e hradlo nahrad��me nulou �
��slo v stisknut�em hradlu a �
��sla vev�se
h obd�eln��
��
h nad stisknut�ym hradlem.Stiskn�ete nap�r. hradlo v sloup
i 29 ve vrstv�e 3. Jeliko�z 29 je bin�arn�e 11101, pak nahrazen��m�
��sli
 ve vrstv�a
h 3, 2, 1, 0 nulami dostaneme 10000 neboli dekadi
ky 16 a p�ri stisknut�� zm��n�en�ehohradla z�
ervenaj�� operandy od sloup
e 29 a�z po sloupe
 16.U �zlut�eho hradla jsou oba vstupy p�ripojeny na v�ystupy hradel v p�red
hoz�� vrstv�e. Jeden vstupje p�ripojen na hradlo ve stejn�em sloup
i, druh�y na hradlo ve sloup
i, jeho�z po�radov�e �
��slo sedostane tak, �ze se v sloup
i se stisknut�ym hradlem nahrad�� nulou v�se
hny �
��sli
e nad stisknut�ymhradlem, a pak se od vznikl�eho �
��sla ode�
te 1.Stiskneme-li je�st�e jednou hradlo ve vrstv�e 3 a sloup
i 29 neboli bin�arn�e 11101, pak po n�ahrad�enulou ve vrstv�a
h 2, 1, 0 dostaneme 11000, neboli 24 a vid��me, �ze prav�y vstup hradla je napojenskute�
n�e do sloup
e 23 = 24-1. Lev�y vstup toti�z z�avis�� na �
��sli
��
h operand�u od sloup
e 29 do110002 = 24 a proto prav�y vstup hradla zpra
ov�av�a hodnoty od n�asleduj��
��ho sloup
e vpravo, tedyod sloup
e 24-1=23.
7



2 Laborato�rBooleovsk�a prom�enn�a nebo bit je prom�enn�a, kter�a m�a dv�e mo�zn�e hodnoty, 0 a 1.Funk
e _, ^ a � dvou booleovsk�y
h prom�enn�y
h jsou de�nov�any taktox y x _ y x ^ y x� y0 0 0 0 00 1 1 0 11 0 1 0 11 1 1 1 0Ve zb�yvaj��
�� �
�asti kapitoly budeme p�redpokl�adat, �ze k je kladn�e 
el�e �
��slo a n = 2k, tak�zek = log2 n.Pokud x a y jsou 
el�a nez�aporn�a �
��sla y 6= 0, budeme jako x div y ozna�
ovat v�ysledek
elo�
��seln�eho d�elen�� �
��sla x �
��slem y, tedy nejv�et�s�� 
el�e nez�aporn�e �
��slo q takov�e, �ze qy � x, zat��m
ox mod y je zbytek p�ri 
elo�
��seln�em d�elen�� �
��sla x �
��slem y, tedy �
��slo x � y � (x div y). Pro pro-gram�atory v C poznamen�av�am, �ze pou�zit�e ozna�
en�� se pou�z��v�a v Pas
alu, zat��m
o v C se pou�z��vaj��symboly = a %.Pro 
el�a �
��sla i a j takov�a, �ze 0 � i < k a 0 � j < n, ozna�
me �(i; j) = (j div 2i) mod 2.Pro 
el�a �
��sla i a j takov�a, �ze �1 � i < k a 0 � j < n, ozna�
me �(i; j) = (j � j mod 2i+1).Nyn�� ji�z m�u�zeme formulovat s�
��ta
�� algoritmus:1 Vstup: Kladn�e 
el�e �
��slo k a �
��slo n = 2k;2 posloupnosti bit�u an�1 : : : a1a0 a bn�1 : : : b1b0;3 Prom�enn�e: bity gi;j a pi;j pro i = �1; 0; 1; : : : ; k � 1, j = 0; 1; : : : ; n� 1;4 bity 
j pro j = 0; 1; : : : ; n� 1;5 V�ystup: bity sj pro j = 0; 1; : : : ; n;6 for j = 0; 1; : : : ; n� 1 pardo7 begin g�1;j  aj ^ bj; p�1;j  aj _ bj; end;8 AddFori for i = 0; 1; : : : ; k � 1 do9 AddForj for j = 0; 1; : : : ; n� 1 pardo10 if �(i; j) = 111 then begin12 AddG gi;j  gi�1;j _ (pi�1;j ^ gi�1;�(i;j)�1);13 AddP pi;j  pi�1;j ^ pi�1;�(i;j)�1;14 end;15 else begin16 gi;j  gi�1;j;17 pi;j  pi�1;j;18 end;19 s0 = a0 � b0; sn = gk�1;n�1;20 AddFors for j = 1; : : : ; n� 1 pardo21 AddSets sj = aj � bj � gk�1;j�1;S�
��t�an�� bin�arn�e zapsan�y
h �
��selSymbol pardo znamen�a, �ze t�elo p�r��slu�sn�eho for-
yklu se prov�ad�� pro v�se
hny hodnoty 
yklov�eprom�enn�e sou�
asn�e, nap�r��klad r�uzn�ymi pro
esory nebo �
�astmi obvodu implementuj��
��ho algorit-mus. V na�sem p�r��pad�e se for-
yklus se z�ahlav��m v �r�ad
e 9 prov�ad�� (nebo m�u�ze prov�ad�et) sou�
asn�epro v�se
h n hodnot 
yklov�e prom�enn�e j, tak�ze je z�rejm�e, �ze m�u�ze b�yt vykon�an v konstantn��m �
asenez�avisl�em na d�el
e n operand�u.Konstantn�� �
as vy�zaduje i proveden�� for-
yklu se z�ahlav��m v �r�ad
e 20, kter�y m�u�ze tak�e b�ytprov�ad�en pro v�se
hny hodnoty j v t�em�ze okam�ziku.Na druh�e stran�e for-
yklus se z�ahlav��m v �r�ad
e 8 se mus�� prov�ad�et postupn�e pro jednotliv�ehodnoty i, proto�ze p�ri prov�ad�en�� jeho t�ela pro n�ejak�e i ji�z mus�� b�yt zn�amy. Celkov�e proto proveden��algoritmu vy�zaduje �
as O(log n), p�ri�
em�z se provede 
elkov�e O(n logn) booleovsk�y
h opera
��.8



Ve �skole dok�a�zeme, �ze posloupnost sn : : : s1s0 p�redstavuje bin�arn�� z�apis sou�
tu �
��sel s bin�arn��miz�apisy an�1 : : : a1a0 a bn�1 : : : b1b0.Na uveden�y program je mo�zno se d��vat nejenom jako na program pro v�ypo�
et sou�
tu dvoubin�arn�e zapsan�y
h �
��sel pomo
�� booleovsk�y
h opera
�� ^, _ a � na po�
��ta�
i s mo�znost�� paralelismu,ale tak�e jako na popis kombina�
n��ho booleovsk�eho obvodu, jak bylo zn�azorn�eno na obr�az
��
h vpro
h�az
e, kter�y obsahuje obd�eln��kovou mati
i podobvod�u uspo�r�adan�y
h do �r�adk�u �1; 0; 1; : : : ; ka sloup
�u n � 1; : : : ; 1; 0, kde podobvod v pr�use�
��ku i-t�eho �r�adku a j-t�eho sloup
e m�a 2 v�ystupyozna�
en�e gi;j a pi;j a bud' 4 vstupy pokud i � 0 a �(i; j) = 1 nebo 2 vstupy jinak, a d�ale obsahuj��jeden �r�adek slo�zen�y z n + 1 podobvod�u ur�
uj��
��
h hledan�e hodnoty si, p�ri�
em�z vzor
e uveden�e vprogramu ur�
uj�� jednak zp�usob napojen�� vstup�u podobvod�u v jednom �r�adku na v�ystupy podobvod�up�red
hoz��
h �r�adk�u nebo na vstupn�� hodnoty an�1 : : : a1a0 a bn�1 : : : b1b0, jednak funk
i podobvod�u,neboli zp�usob, jak se v�ystupy vypo�
tou na z�aklad�e n�ekolika element�arn��
h hradel and, or a �.3 �SkolaNa�s��m 
��lem je dok�azat, �ze pokud se bity sn; sn�1; : : : ; s1; s0 vypo�
tou z bit�u an�1; : : : ; a1; a0 abn�1; : : : ; b1; b0 zp�usobem popsan�ym v laborato�ri, pak skute�
n�e sn : : : s1s0 je bin�arn�� z�apis sou�
tu�
��sel an�1 : : : a1a0 a bn�1 : : : b1b0, nebolin�1Xi=0 ai2i + n�1Xi=0 bi2i = nXi=0 si2i (S)B�e�zn�y algoritmus s�
��t�an�� popisuje n�asleduj��
�� v�eta, kterou zde nebudeme dokazovatTvrzen�� 1 [Labeled: Addition℄ Ne
ht' jsou d�any posloupnosti bit�u an�1; : : : ; a1; a0 a bn�1; : : : ; b1; b0.De�nujme bity 
n�1 : : : ; 
1; 
0; 
�1 n�asleduj��
��m zp�usobem:
�1 = 0 
i = (ai ^ bi) _ (ai ^ 
i�1) _ (bi ^ 
i�1) pro i � 0:De�nujeme-li pak bity sj , j = 0; 1; : : : ; n tak, �ze s0 = a0�bj, sj = aj�bj�
j�1 pro j = 1; : : : ; n�1a sn = 
n�1 pak jeji
h hodnoty spl�nuj�� v�y�se uvedenou rovni
i (S).Na�sim 
��lem je tedy dok�azat, �ze hodnoty gk�1;j vypo�
��tan�e v algoritmu z Laborato�re jsoustejn�e jako odpov��daj��
�� hodnoty 
j z Tvrzen�� 1. Tvrzen�� d�av�a n�avod, jak hodnoty 
j (a tedy ihodnoty sj) snadno spo�
��tat. Algoritmus z Laborato�re ale je mo�zno prov�est velmi ry
hle, pokudje mo�zn�e v�ypo�
et prov�ad�et paraleln�e na v�et�s��m po�
tu pro
esor�u, zat��m
o postup podle Tvrzen��paralelizovateln�y nen��.Symbolem 
j budeme ve zbytku kapitoly v�zdy ozna�
ovat prom�enn�e ur�
en�e v Tvrzen�� 1 a budemeje naz�yvat p�renosy.P�ri pro
h�az
e jsme hodnotu bloku ozna�
ovali jednou ze t�r�� hodnot +, � a <. V digit�aln��
hobvode
h se tak�rka v�yhradn�e pou�z��vaj�� dvouhodnotov�e prom�enn�e a proto pro popis hodnot blokumus��me (tro
hu nadbyte�
n�e) pou�z��t dvoji
e bit�u (g; p), kter�e je k�oduj�� n�asleduj��
��m zp�usobem:Bit g Bit p Hodnota bloku V�yznam1 1 + Blok generuje p�renos1 0 + Blok generuje p�renos0 1 < Blok p�ren�a�s�� p�renos0 0 � Blok absorbuje p�renosPro zjednodu�sen�� v�ykladu zavedeme nejprve opera
i �, de�novanou takto: jsou-li (G1; P1) a(G2; P2) dv�e dvoji
e bit�u, pak polo�z��me(G1; P1) � (G2; P2) = (G1 _ (P1 ^G2); P1 ^ P2):9



Pou�zit��m t�eto opera
e je mo�zno v�y�se uvedenou de�ni
i gi;j a pi;j pro i � 0 a �(i; j) = 1 (�r�adek 12a 13 algoritmu) p�repsat takto:(gi;j ; pi;j) = (gi�1;j ; pi�1;j) � (gi�1;�(i;j)�1; pi�1;�(i;j)�1):Nyn�� na bity gi;j a pi;j na �
as zapomeneme a form�aln��m zp�usobem zopakujeme v�yklad zpro
h�azky o tom, jak se z hodnot blok�u po�
��taj�� p�renosy.Pov�simn�ete si p�redev�s��m toho, �ze pokud hodnoty dvou soused��
��
h blok�u B1 a B2 jsou vyj�ad�renypomo
�� dvoji
 bit�u (G1; P1), respektive (G2; P2), pak (G1; P1) � (G2; P2) ud�av�a hodnotu, kteroujsme v pro
h�az
e p�ri�razovali bloku slo�zen�emu z obou blok�u B1 a B2.Plat�� toti�z:Pokud B1 generuje, pak je G1 = 1 a pak ale lev�y bit v�ysledn�e dvoji
e je roven G1_ : : : = 1_ : : : = 1.Pokud blok B1 absorbuje, je G1 = P1 = 0 a tedy v�ysledn�a dvoji
e je rovna(0 _ (0 ^G2); 0 ^ P2) = (0; 0).Nakone
 jestli�ze B1 p�ren�a�s��, pak G1 = 0 a P1 = 1 a tedy v�ysledn�a dvoji
e je rovna(0 _ (1 ^G2); 1 ^ P2) = (G2; P2).Nejprve dok�a�zeme tvrzen��, kter�e v�am jist�e bylo intuitivn�e z�rejm�e b�ehem pro
h�azkyTvrzen�� 2 [Labeled: AdditionAsso
iativity℄ Opera
e � je aso
iativn��.D�ukaz: Pou�z��vaj��
e aso
iativitu a distributivitu opera
�� ^ a _ dost�av�ame(G1; P1) � ((G2; P2) � (G3; P3)) = (G1; P1) � (G2 _ P2 ^G3; P2 ^ P3) == (G1 _P1 ^ (G2 _P2 ^G3); P1 ^ (P2 ^P3)) = (G1 _ (P1 ^G2 _P1 ^ (P2 ^G3))); (P1 ^P2)^P3) == ((G1_P1^G2)_P1^(P2^G3)); (P1^P2)^P3) = ((G1_P1^G2)_(P1^P2)^G3); (P1^P2)^P3) == (G1 _ P1 ^G2; P1 ^ P2) � (G3; P3) = ((G1; P1) � (G2; P2)) � (G3; P3):| De�nujme nyn�� Bi;i = (ai ^ bi; ai _ bi) pro 0 � i < n;Bi;j = Bi;i � � � � � Bj;j pro 0 � j < i < n:Bi;j popisuje hodnotu bloku mezi i-t�ym a j-t�ym sloup
em s�
��ta�
ky tak, jak byla popisov�ana p�ripro
h�az
e. Bi;i je de�nov�ano p�resn�e tak, aby odpov��dalo hodnot�am jednosloup
ov�y
h blok�u, jakjsme je vid�eli b�ehem pro
h�azky. Hodnoty �sir�s��
h blok�u pak byly ur�
eny jako kombina
e hodnotjednosloup
ov�y
h blok�u v ni
h obsa�zen�y
h za vyu�zit�� opera
e skl�ad�an�� blok�u (tedy �). V d�usledkuaso
iativity opera
e � nen�� nutn�e spe
i�kovat, jak se v�yrazy B�:� spolu kombinuj�� dohromady vde�ni
i v�yrazu Bi;j pro j < i.N�asleduj��
�� tvrzen�� �r��k�a form�aln��m zp�usobem, �ze 
i, p�renos v i-t�em sloup
i, je roven 1 pr�av�etehdy, kdy�z blok za�
��naj��
�� ve i-t�em sloup
i a kon�
��
�� z
ela vpravo (sloupe
 0) generuje p�renos(tedy lev�y bit v Bi;0 je 1).Tvrzen�� 3 [Labeled: AdditionCarry℄ Pro ka�zd�e i = 0; : : : ; n � 1 je p�renos 
i roven prvn��mu (t.j.lev�emu) bitu dvoji
e Bi;0.D�ukaz: Induk
�� podle i. Pro i = 0 je 
0 = a0 ^ b0 na z�aklad�e de�ni
e 
0 v Tvrzen�� 1, ale a0 ^ b0je tak�e hodnota lev�eho bitu B0;0, viz jeho de�ni
e.Je-li i > 0 a tvrzen�� plat�� pro i� 1, to znamen�a Bi�1;0 = (
i�1; p) pro n�ejak�e p, pakBi;0 = Bi;i � Bi�1;0 = (ai ^ bi; ai _ bi) � (
i�1; p) == (ai ^ bi _ (ai _ bi) ^ 
i�1); (ai _ bi) ^ p);a p�ritom ai ^ bi _ (ai _ bi) ^ 
i�1) =10



= ai ^ bi _ ai ^ 
i�1 _ bi ^ 
i�1 = 
i:| Nyn�� se pod��v�ame bl���ze na funk
e � a � de�novan�e v Laborato�ri. Jeji
h podivn�e vyhl���zej��
��de�ni
e jsou ve skute�
nosti velmi p�rirozen�e v�az�any ke struktu�re s�
��ta�
ky.Otev�rte si posledn�� s
�enu pro
h�azky, v�enovanou �
��slov�an��. P�redn�e si ov�e�rte, �ze �(i; j) = 1 pr�av�etehdy, kdy�z hradlo v �r�adku ozna�
en�em �
��slem i a ve sloup
i ozna�
en�em j je �zlut�e, ted kombinujev�ystupy dvou hradel z p�red
hoz��ho �r�adku, zat��m
o �(i; j) = 1 pr�av�e tehdy, kdy�z je takov�e hradlor�u�zov�e a pouze p�red�av�a d�ale v�ystup hradla nad n��m.D�ale si klikn�ete na libovoln�e hradlo. V�se
hny bloky, na ni
h�z z�avis�� v�ystupn�� hodnota zvolen�ehohradla, z�
ervenaj��. Pokud se zvol�� hradlo v �r�adku ozna�
en�em �
��slem i a ve sloup
i j, pak vid��me,�ze hodnota z�avis�� na jednosloup
ov�y
h blo
��
h mezi sloup
i s po�radov�ymi �
��sly j (nalevo) a �(i; j)(napravo). Ov�e�rte si, �ze zvl�a�stn�� de�ni
e � je ve skute�
nosti vynu
ena touto vlastnost��.Z toho tak�e plyne, �ze jestli�ze zvolen�e hradlo H v �r�adku i a sloup
i j m�a dva dvoubitov�e vstupy,pak lev�y z ni
h je napojen na hradlo v �r�adku i�1 a sloup
i j, kter�e odpov��d�a bloku pokr�yvaj��
��musloup
e mezi j a �(i � 1; j). Blok, na kter�y je tedy hradlo H napojeno sv�ym prav�ym vstupemmus�� k bloku mezi j a �(i� 1; j) zprava p�ril�ehat a proto mus�� za�
��nat v sloup
i �(i� 1; j)� 1. Tovysv�etluje zvl�a�stn�� volbu index�u v �r�ad
��
h 12 a 13 v programu.Nyn�� dok�a�zeme n�asleduj��
�� dv�e d�ule�zit�a pomo
n�e tvrzen�� o funk
i �. P�ritom si uv�edom��me, �zepro libovoln�e 
el�e nez�aporn�e �
��slo x je x div 1 = x a tedy tak�e x mod 1 = x�x div 1 = x�x = 0.Tvrzen�� 4 [Labeled: AdditionKappa℄ Ne
ht' i, j jsou 
el�a �
��sla takov�a, �ze 0 � i < k�1 a 0 � j < n.Pak �(�1; j) = j,je-li �(i; j) = 1, pak �(i; j) = �(i� 1; j)� 2i,je-li �(i; j) = 0, pak �(i; j) = �(i� 1; j), a�(k � 1; j) = 0.D�ukaz: Podle de�ni
e je �(�1; j) = j � j mod 20 = j � j mod 1 = j � 0 = j.Ne
ht' nyn�� i � 0. Pro jist�a 
el�a �
��sla r, q takov�a, �ze 0 � r a 0 � q < 2i, a bit d plat��j = r2i+1 + d2i + q.Pak ale �(i; j) = (j div 2i) mod 2 = (2r + d) mod 2 = d;j = r2i+1 + �(i; j)2i + q;a proto j mod 2i+1 = �(i; j)2i + q; �(i; j) = j � j mod 2i+1 = r2i+1;j mod 2i = q; �(i� 1; j) = j � j mod 2i = r2i+1 + �(i; j)2ia tedy �(i; j) = r2i+1 + �(i; j)2i � �(i; j)2i = �(i� 1; j)� �(i; j)2i:Nakone
 j < n = 2k, tak�ze j div 2k = 0, j mod 2k = j a �(k� 1; j) = j� j mod 2k = j� j = 0.|
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Tvrzen�� 5 Ne
ht' i, j jsou 
el�a �
��sla takov�a, �ze 0 � i < k, 0 � j < n a �(i; j) = 1. Pak tak�e�(i� 1; �(i� 1; j)� 1) = �(i; j).Pozn�amka: V �re�
i �
��slov�an�� z posledn�� s
�eny Pro
h�azky toto tvrzen�� �r��k�a: je-li hradlo H v �r�adkui a sloup
i j �zlut�e, a ozna�
��me-li jako H 0 hradlo, na kter�e je H napojeno sv�ym prav�ym vstupem,a kter�e le�z�� v �r�adku i� 1 a sloup
i �(i; j)� 1, pak bloky odpov��daj��
�� hradl�um H a H 0 maj�� sv�ujprav�y okraj ve stejnm sloup
i. Ov�e�rte si to ve s
�en�e o �
��slov�an�� klepnut��m na n�ekter�e �zlut�e hradlo(H) a pak na hradlo, na kter�e je p�ripojen jeho prav�y vstup (H 0) a sledov�an��m, kter�y z �
erven�y
hbox�u v hladin�e -1 je nejv��
e napravo.D�ukaz: Ozna�
me K = �(i� 1; j). Pak K je d�eliteln�e �
��slem 2i, viz de�ni
e �(i; j), ale K � 1 jemen�s�� ne�z K a proto nejv�et�s�� �
��slo men�s�� nebo rovn�e K � 1 a d�eliteln�e �
��slem 2i je nejbli�z�s�� ni�z�s��
elo�
��seln�y n�asobek 2i, tedy �
��slo K � 2i, a proto na z�aklad�e Tvrzen�� 4 je�(i� 1; �(i� 1; j)� 1) = �(i� 1;K � 1) = K � 2i = �(i� 1; j)� 2i = �(i; j):| Nyn�� se vr�at��me k dvoji
��m bit�u (gi;j ; pi;j) de�novan�ym programem v Laborato�ri a uk�a�zeme, �zeud�avaj�� hodnotu bloku, kter�y za�
��n�a v j-t�em sloup
i a kon�
�� v �(i; j)-t�em sloup
i. Tuto hodnotujsme si ozna�
ili jako Bj;�(i;j).Tvrzen�� 6 [Labeled: AdditionPyramide℄ (gi;j ; pi;j) = Bj;�(i;j) pro �1 � i < k a 0 � j < n.D�ukaz: Induk
�� podle i. Podle Tvrzen�� 4 je �(�1; j) = j a podle de�ni
 (g�1;j ; p�1;j) a Bj;j je(g�1;j ; p�1;j) = (aj ^ bj ; aj _ bj) = Bj;j = Bj;�(�1;j):Ne
ht' nyn�� 0 � i < k a ne
ht' tvrzen�� plat�� pro i� 1 a libovoln�e j.Jestli�ze �(i; j) = 0, pak (gi;j ; pi;j) = (gi�1;j ; pi�1;j) = Bj;�(i�1;j) = Bj;�(i;j);jestli�ze �(i; j) = 1, pak podle Tvrzen�� 5(gi;j ; pi;j) = (gi�1;j ; pi�1;j) � (gi�1;�(i;j)�1; pi�1;�(i;j)�1) == Bj;�(i�1;j) � B�(i;j)�1;�(i�1;�(i;j)�1) = Bj;�(i�1;j) � B�(i;j)�1;�(i;j) = Bj;�(i;j);nebot' z de�ni
e B�;� a aso
iativity � plyne pro libovoln r � s > tBr;s � Bs�1;t = (Br;r � � � � Bs;s)�)(Bs�1;s�1 � Bt;t) = Br;t:| Kombina
e tohoto tvrzen�� a Tvrzen�� 3 ihned �r��k�a, �ze hodnoty prom�enn�y
h gk�1;j , de�novan�y
hv Laborato�ri, d�avaj�� hledan�e p�renosy 
j .Tvrzen�� 7 [Labeled: AdditionCarryFromBlo
k℄ 
j = gk�1;j pro ka�zd�e 
el�e �
��slo j takov�e, �ze 0 �j < n.Z toho ji�z okam�zit�e na z�aklad�e Tvrzen�� 1 plyneV�eta 8 Algoritmus uveden�y v Laborato�ri se�
te dv�e bin�arn�� �
��sla s d�elkou bin�arn��ho z�apisu n vparaleln��m �
ase O(log n) s proveden�� O(n logn) booleovsk�y
h opera
��.
12


