1 Scitani cisel

Scéna: Operandy

Nasim ukolem je secist dvé ¢isla napsand v bindrni soustaveé. Ukolem prvni scény je ukézat,
jak se pracuje se s¢itanci.

Oba scitance maji 32 cislic; tento pocet lze v rozumnych mezich ménit v poli [N=] na jinou
mocninu 2. Knoflikem [RND] lze 1. nebo 2. s¢itanci pfifadit jinou ndhodnou hodnotu. V fadé
piipadua také bude uzitecné nastavit jeden s¢itanec jako komplement druhého (0 proti 1 a 1 proti
0); to se provede odpovidajicimi knofliky [KMPL]. Nakonec lze hodnotu kazdé ¢islice zménit (z 1
na 0 a z 0 na 1) klepnutim mysi.

Scéna: Algoritmus ze zdkladni skoly

Zdalo by se, ze neni tieba o s¢itani podrobnéji mluvit. Algoritmus se zacci uéi jiz na zdakladni
skole a zna jej kazdy gramotny ¢lovék a zptsob sam je velmi jednoduchy a na prvni pohled i rychly.

Tato scéna umozinuje krokovat vypocet podle zakladni skoly a ukazuje, ze postup je ve skute¢nosti
pro vétsi ¢isla pomérné zdlouhavy (zkuste si jej pro 64 bitu). Jisté neni tieba dodédvat, ze ¢ervend
Sipka oznacuje prenos do vyssiho radu a zelend tecka naopak naznacuje, ze k prenosu nedoslo.

Pii s¢itani dvou c¢isel algoritmus postupuje zprava doleva a kazdy krok je vazan na vysledek
piedchoziho (konkrétné na to, zda dojde k pfenosu do vyssiho fadu). Pocet kroku je roven poctu
Cislic scitancu.

Scéna: Paralelni algoritmus ze zdkladni $koly

V modernich procesorech je k dispozici dostateéné mnozstvi logickych obvodu, takze (na rozdil
od lidského poc¢taire) mohou provadét velké mnozstvi operaci soucasné a tim urychlovat vypocet.
P soucasné siice slova v pocitacich, kdy 64 bitu se stava standardem, je takové zrychleni opravdu
zadouci. 7Zda se ale, ze elementarni algoritmus pro s¢itani nelze paralelnim provadénim operaci
nijak urychlit.

Je ziejmé, Ze nejobtiznéjsi cast vypoctu je urcit, ve kterych sloupcich dochdzi k prenosu. Pokud
to vime, d& se vysledny soucet urcit jedinym paralelnim krokem, kdy pro kazdy sloupec sectene
dvé cislice sloupce a pienos z nizsiho fadu modulo 2, neboli vysledek ve sloupci je 1 pravé kdyz
bud’ 1 nebo 3 z téchto hodnot jsou rovny 1.

Pii podrobnéjsim pohledu na algoritmus pro scitani je zfejmé, ze pro nékteré sloupce umime
rozhodnout, zda z nich bude vychazet prenos do vyssiho fadu, aniz bychom ¢ekali na vysledek z
Fadu nizsich.

e Jestlize ve sloupci oba s¢itance maji hodnotu 1, pak z takového sloupce bude pienos vychazet
vZdy, bez ohledu na to, zda z nizsich fadu prenos piijde nebo ne. Budeme fikat, Ze sloupec
generuje.

e Jestlize ve sloupci oba s¢itance maji hodnotu 0, pak z takového sloupce prenos nikdy nevyjde,
i kdyby do ného vstoupil ptenos z nizsiho fadu. Budeme fikat, ze sloupec absorbuge.

e Nakonec jestlize sloupec je komplementarni, tj. v jednom scitanci je 0 a v druhém 1, pak
sloupec vytvaii prenos pouze pokud vytvari prenos sloupec napravo od néj. Budeme tikat,
7e sloupec prendsi.

Povsimnéte si, ze sloupec zcela vpravo nemd co prenaset, protoze napravo od néj jiz dalsi
sloupec neni. U pravého sloupce je proto vzdy mozno rozhodnout o prenosu bez znalosti hodnot
v jinych sloupcich.

Pro rozdéleni sloupcu do typu neni tieba zndt informaci v jinych sloupcich a proto je snadno
provedeme pro vSechny sloupce soucasné a nezavisle v jednom paralelnim kroku.

Zkuste nyni algoritmus krokovat. V prvnim kroku se u sloupce vpravo a u v8ech sloupcu, které
generuji nebo absorbuji, ur¢i, zda z nich vychazi pfenos. Zbyvajici (pienasejici) sloupce vytvori
“ostruvky” nerozhodnutych sloupcu, oddélené rozhodnutymi sloupci.



Sitka téchto ostruvki byva vyrazné mensi, nez je sirka celych éisel a d4 se dokdzat, predpokladajice
ndhodné a navzdjem nezdvislé hodnoty c¢islic s¢itancu, ze generujicich a absorbujicih sloupcu byva
okolo jedné poloviny vsech sloupcu (jednoduchy dukaz) a sitka nejvétsiho ostrivku je obvykle
fadove kolem logaritmu sitky slova (znac¢né slozity dukaz).

Muzete si zkusit opakované generovat nahodné s¢itance a provadét prvni krok algoritmu a
sledovat, jak ostruvky nerozhodnutych sloupcu vypadaji.

Nyni budeme pokracovat krokovani. V druhém kroku je mozno o prenosu rozhodnout v pravych
sloupcich ostruvku a v kazdém daldim kroku se ostruvky postupné zmenguji zpravo doleva, o 1
sloupec v kazdém kroku. Soucasné se pfitom zpracovava tolik sloupct, kolik je dosud nerozhod-
nutych ostruvku a doba paralelné provadéného vypoctu je proto dana maximalni sitkou ostruvku
a je proto obvykle vyrazné mensi, nez u zdkladni varianty scitactho algoritmu.

Scéna: Paralelni algoritmus - nejhorsi pripad

Jak bylo fec¢eno v predchozi scéné, doba nutnd k paralelnimu provedeni s¢itani podle vykladaného
algoritmu je ddna §itkou nejvétsiho ostruvku a je tedy silné zdvisld na konkrétnim tvaru sc¢itancu.

V nejlepsim piipadé, pokud napiiklad s¢itdme dvé stejna cisla, ostruvky vubec nevzniknou a
rozhodnuti o vSech pienosech se dostane v jednom kroku a i v pramérném piipadeé je algoritmus
velmi rychly.

V nejhorsim pripadé vsak bohuzel je tento algoritmus stejné rychly (éi lépe feceno pomaly)
jako sériové provadeény algoritmus ze zdkladn{ skoly. Nastdva to v pripade, kdy vsechny sloupce (s
piipadnou vyjimkou sloupce vpravo) jsou komplementdrni. Pak totiz vznikne jen jeden ostruvek,
ktery ma sitku o 1 men8i nez je Sitka sc¢itancu a proto vypocet probihd uplné stejné jako v zakladnim
algorimu a paralelismus je zcela nevyuzit.

Tento piipad generuje tato scéna; zkuste si vypocet krokovat, ale myslim, ze jej ani nedokoncite,
protoze trva prili§ dlouho a nic nového se pii ném nedozvite.

Scéna: Bloky

Nyni za¢neme vysvétlovat jiny algoritmus, obvykle oznacovany jako carry look-ahead, ktery
zarucené i v nejhorsim pripadé pocita velmi rychle, rychlosti srovnatelnou s rychlosti, kterou par-
alelizovany elementarni algoritmus pocita v obvyklém ptipadé, a tedy podstatné rychleji nez ele-
mentarni algoritmus v zdkladnim provedeni.

Zékladnim prvkem pro novy algoritmus je blok. Blok je souvisly soubor sloupcii, na displeji je
oznacen Zlutym obdélnikem. Sitku bloku je mozno na displeji ménit tazenim jeho levé nebo pravé
strany mys$i. Polohu bloku lze ménit tazenim bloku mysi za libovolné jiné misto nez je jeho pravy
a levy okraj nebo okénko s ¢islici. Je téz mozno pozadat o vytvoreni nového (ndhodného) bloku.

U bloku nas pro dané hodnoty s¢itancu bude zajimat, zda z jeho nejvyssiho (tj. nejlevéjsiho)
sloupce vychazi pienos. Zda k tomu dojde vsak se budeme snazit urcit pouze na zakladé téch cislic
s¢itancu, které jsou uvniti bloku. To pochopitelné vzdy nepujde a proto budeme podobné jako uz
jsme to ucinili vyse, rozlisovat nésledujici tii pripady:

e blok generuje: néktery sloupec bloku obsahuje dvé ¢islice 1 a vSechny sloupce bloku, které
lezi nalevo od ného, jsou komplementédrni (obsahuji jednu 1 a jednu 0); tento pripad budeme
oznacovat symbolem ’+’

e blok absorbuje: néktery sloupec bloku obsahuje dvé ¢islice 0 a vSechny sloupce bloku, které
lezi nalevo od ného, jsou komplementérni (obsahuji jednu 1 a jednu 0); tento piipad budeme
oznacovat symbolem ’-’

e blok prendsi: vSechny sloupce bloku jsou komplementarni; tento piipad budeme oznacovat
symbolem ’<’ (s vyjimkou piipadu, kdy blok zahrnuje sloupec zcela vpravo, kdy budeme
pouzivat symbol ’-’.

Je jasné, ze tyto tii piipady se navzdjem vylucuji a jeden z nich vzdy nastava. V prvnim piipadé,
kdy blok generuje, ze sloupce obsahujiciho dvé 1 vyjde pfenos a je pfenasSen komplementarnimi
sloupci az k levému okraji bloku a ven z ného, proto z levého sloupce bloku pienos vychdazi. V



druhém piipadé sloupec se dvéma nulami absorbuje pripadny pienos, ktery by do tohoto sloupce
vstoupil z nizstho Ffadu a sloupce nalevo od néj samy o sobé prenos vytvorit nejsou schopny.

V nejzajimavéjsim tietim piipadé sloupce bloku samy pfenos nevytvofi, ale pokud ze sloupce
stojicitho vpravo od bloku do bloku pfenos vstoupi, sloupce bloku pienos pfenesou celym blokem,
az nakonec vystoupi z levého sloupce bloku dale. Jestlize vSak vpravo od bloku jiz zadny jiny
sloupec nelezi, nebude co prendset, coz vysvétluje vyjimku v oznacovani prendsejiciho bloku.

Vyzkousejte ruzné hodnoty scitancu a §itku i polohu bloku a sledujte, kterd z moznosti "+
a ’<’ nastava.

’ I
)

Scéna: Jednosloupcovy blok

Jak jiz bylo naznaceno vyse, vypocet hodnoty bloku tvoreného jednim sloupcem je jednoduchy:
sloupec obsahujici dvé 1 generuje, pokud obsahuje dvé 0, pak absorbuje a komplementarni blok
zcela vpravo negeneruje a jinak prendasi.

Ovéfte si tyto moznosti pro rizné hodnoty séitancti a polohu bloku, ktery je mozno mysi
tdhnout jako tomu bylo v predchozi scéné (ale nelze ménit jeho sitku).

Scéna: Siroky blok

Hodnotu bloku slozeného z vice nez jednoho sloupce 1ze urcit snadno podle definice: Postupujice
zleva doprava, najdeme prvni nekomplementarni sloupec bloku. Obsahuje-li dvé 1, blok generuje,
jinak absorbuje. Pokud je ale blok slozen jen z kompementarnich sloupcu, pak ptrenasi nebo
negeneruje podle toho, zda zasahuje az do pravého sloupce séitancu.

Tento postup je sice jednoduchy, ale sekvenén{ a v nejhorsim pripadeé (komplementdrni operandy)
by vedl ke stejné pomalému vypoctu jako predchozi dvé metody.

Budeme proto postupovat jinak:
rozdélime blok libovolngm zpusobem na dva bloky obsahujici oba alespon jeden sloupec (stisknéte
knoflik [Krok] v ovladaci nazvaném [Konstrukce]),
ur¢ime hodnoty podbloku a
spo¢teme hodnotu celého bloku nésledujicim zptusobem:

e jestlize levy blok generuje, cely blok generuje také,
e jestlize levy blok absorbuje, cely blok absorbuje také,
e jestlize levy blok piendsi, cely blok ma hodnotu rovnou hodnoté pravého bloku.

Pokud levy blok generuje nebo absorbuje, jeho rozhodujici sloupec (nejlevéjsi nekomplementdrni)
je také rozhodujicim pro cely blok. Pokud levy blok prendsi, predstavuje pouze nedulezité prenasejici
sloupce pro pravy blok.

Hodnoty podbloki, které obsahuji vice sloupcu se uréi rekurzivné dalsim délenim (pouzivajice
opétovné knoflik [Krok] v ovladaci [Konstrukce]).

Pii paralelnim vypoctu lze hodnoty levého i pravého bloku urcovat soucasneé.

Rekurzivni vypocet hodnoty bloku lze krokovat knoflikem [Krok] v ovladaci [Vypocet], ktery
se objevi v okamziku, kdy je rekurzivni konstrukce stromu vypoctu ukoncena.

Knofliky [Zpét] v obou ovladacich vraci zpét akci knofliku [Krok| a knofliky [Dokonéi] a
[Zrus] umoziuji piislusnou akei zcela dokonéit nebo vratit do ptivodniho stavu. Knoflik [Siroky]
umoznuje volit mezi dvéma zpusoby kresleni vrcholu stromu rekurze. V prvnim je vrchol natazen
mezi krajnimi sloupci bloku, ktery reprezentuje, v druhém md §itku jednoho sloupce. Druhd
metoda bude uzivana ve scénach znazornujicich iplnou sc¢itacku, kde bude zobrazovano nékolik
stromu najednou a Siroké vrcholy by daly neprehledné schéma.

Scéna: Nejhorsi délent

Pro spravnost vypoctu hodnoty bloku je zcela lhostejné, jak jej délime do podbloku. Zpusob
déleni je ale podstatny pro pocet paralelnich kroku, které je nutno provést k ukonceni vypoctu
hodnoty. Tato scéna ukazuje nejhorsi mozny zpusob déleni: od celého bloku se vzdy oddéli jediny



sloupec vpravo nebo vlevo. Schéma vypoctu, které takto dostaneme pak mé takovou hloubku,
ze se sotva vejde na obrazovku a vedlo by k algoritmu vypocetné srovnatelnému s algoritmem ze
zakladni skoly.

Zkuste si vytvorit Siroky blok a sledujte jeho strom vypoctu.

Scéna: Optimdlni délend

Ctendr, ktery m4 alespori zékladn{ znalosti v ndvrhu efektivnich algoritm, jisté vi nebo alespori
tusi, ze pro rychlost paralelnitho vypoctu je optimalni délit blok na dva stejné velké podbloky
polovicni velikosti (nebo na dva podbloky lisici se v poc¢tu sloupci o 1 pokud blok sdm m4 lichy
pocet sloupct a na piesné poloviny rozdeélit nejde). Pocet paralelnich kroka pro vypocet hodnoty
je pak [log, w], kde w je pocet sloupci bloku a je to to nejlepsi, co muzeme dosdhnout.

Zkuste si vytvorit §iroky blok a sledujte jeho strom vypoctu. Obmeénujte blok i s¢itance a
sledujte konstrukci stromu vypoctu i odpovidajici vypocet hodnot bloku.

Scéna: Hranicni déleni

Nyni popiSeme jiny zpusob déleni, ktery je pro nékteré bloky mirné neoptimalni, ale ma vyhody,
které se stanou ziejmymi pozdéji. V této scéné jiz je nutné predpoklddat, ze pocet §itka operandu
je mocninou dvojky (coz v soucasné dobé v pocitacové aritmetice nezpusobuje prakticky zadnd
omezeni; prvni mikroprocesory pracovaly se sifkou 8 bitl a zahy bily vystiidany 16-bitovymi, nyni
konéi éra 32-bitovych a tato kniha je uz psdna na 64-bitovém procesoru - v§e jsou mocniny 2).

Blok rozdélime nejprve podle hranice prochdzejici polovinou 8ifky séitancu (nikoli polovinou
bloku), pak podél hranice prochdzejici prvni nebo tfeti ¢tvrtinou, pak 1., 3., 5. nebo 7. osminou
atd. Pochopitelné jestlize néktera hranice blokem neprochézi (napi. pokud je blok cely v dolnf
polovineé ¢isel nebo ji presahuje o jediny sloupec), pak muze byt odpovidajici krok preskocen.

Blok obsahujici vsechny sloupce je pochopitelné délen optimalné na poloviny. Mensi bloky sice
mohou byt déleny neoptimdlné, ale pocet tirovni déleni nebude nikdy vétsi nez u vsesloupcového
bloku. Jelikoz se vSesloupcovy blok v ndvrhu algoritmu bude vyskytovat, bude paralelni vypocetni
slozitost ddna poctem turovni rozkladu tohoto nejvétsiho bloku a optimalizaci rozkladu bloku
mensich by se pocet paralelnich kroku vypoctu stejné nemohl zlepsit.

Déleni podle binarnich hranic méa ale vyhodu, ze vSechny bloky jsou déleny v odpovidajicich
urovnich stejnym zpusobem, tedy podle stejnych hranic, coz se pfiznivé projevi na tvaru a jednodu-
chosti vysledného obvodu.

Scéna: Nejuyssi sloupec

V této scéné se budeme zabyvat otdzkou, zda z nejvyssiho fadu, tedy ze sloupce uplné vlevo,
vychdzi prenos. Obdobnou otazku budeme muset vyfesit i pro ostatni sloupce, pro levy sloupec je
ale nejobtizngjsi, protoze zavisi na vsech ¢islicich obou s¢itanci.

Pro vyreSeni tohoto problému staci uvazovat blok, obsahujici vechny sloupce, tedy prostirajici
se vlevo od sloupce, ktery zkoumdme, az ke sloupci, ktery lezi iplné napravo (a tedy mame jistotu,
ze do ngj zprava nemuze vstoupit pienos).

Tento vSesloupcovy blok nema nikdy hodnotu ’<’ a uz jsme rozebirali, ze pokud generuje, pak
z nejvyssiho radu vychdzi prenos, zatimco pokud absorbuje nebo ptrendasi, pak z nejvyssiho radu
prenos nevychdzi. Nase otdzka se tedy snadno zodpovi uréenim hodnoty bloku, kterou urcujeme
na zakladé déleni bloku podle bindrnich hranic jak bylo popsano v predchozi scéné.

Knofliky ovladace [Konstrukce] si nyni rozvinte obvod pro vypocet hodnoty bloku a knofliky
ovladace [Vypocet] si urcujte hodnotu bloku i podbloku vzniklych délenim a tedy i existenci
pienosu v nejvyssim fadu pro ruzné hodnoty scéitancu. Vypocet je krokovan po jednotlivych
paralelnich krocich.

Nyni jiz je tedy patrna hlavni myslenka algoritmu: soucasné s providdénim pocetnich tkonu
v pravé ¢asti schématu, kterd zahrnuje méné vyznamné bity, se zpracuji levé poloviny scitancu.
Pokud se zjisti, ze leva polovina generuje nebo absorbuje, neni tfeba znat vysledek z pravé casti.
Nové na algoritmu je ale to, ze pokud leva polovina piendsi, pak ptipadny pienos z pravé poloviny
s¢itanci neni nutné “postrkovat” levou ¢asti sloupec po sloupci, jako to ¢ini elementarni algoritmus



ve své skolni podobé vzdy a v paralelizované podobé prinejmensim v nejhor§im piipadé, ale prenos
“preskoci” z hranice v poloviné s¢itancu do nejlevéjsiho sloupce okamzité, protoze vime, ze by k
tomu pfi detailnim pocitani stejné doslo.

Je vidét, ze vypocet je velmi rychly - pocet vrstev obvodu a tedy i pocet paralelnich kroku
potiebnych pro vypocet je [log, n], kde n je sitka s¢itancu. Obzvlasté dulezité je to, ze vypocet
nezdvisi na hodnotéch s¢itancu a je tedy takto rychly i v nejhor§im pripadé.

Scéna: Obecny sloupec

Podobné jako byl v piedchozi scéné urcen pienos v nejvyssim fadu, ukazeme si, jak provést
urceni pfenosu v libovolném jiném sloupci. Vybeér sloupce pro ilustraci metody provedeme kliknutim
na maly bledy ¢tverecek nad sloupcem.

Jako v predchozi scéné staci urcit hodnotu bloku, ur¢eného vlevo uvazovanym sloupcem a
vpravo zasahujici az na samé pravy okraj scitancu. Takovyto blok nikdy nemuze dostat zprava
prenos z nizsiho radu, protoze vpravo od néj jiz nic neni, a v nasi klasifikaci nikdy nenabyva
hodnoty ’<’. Proto z jeho levého sloupce, tedy z naseho uvazovaného sloupce, vychazi pfenos
praveé kdyz tento blok generuje.

Pii konstrukci si pov§imnéte, ze blok je délen podle bindrnich hranic. Jak jiz bylo uvedeno,
je pro nas dostacujici aby pocet vrstev pri déleni bloku neptekrocil pocet vrstev, vypocitavajicich
hodnotu vsesloupcového bloku.

Scéna: Prekrijvani

Nyni jiz vime, jak zkonstruovat uplnou s¢itacku: pro kazdy sloupec si sestrojime obvod, urcujici
zda z tohoto sloupce vychdzi prenos, zpusobem popsanym v piedchozich dvou scénich a pak z
informace o pfenosech urc¢ime v jednom paralelnim kroku hodnotu souc¢tu. Vsechny obvody pro
vypoCty prenosu pracuji soucasneé.

V této scéné se konecné dozvite divod pro déleni bloki podle bindrnich hranic. Na displeji
je zobrazen obvod pro vypocet pirenosu pro levy sloupec. Klepnéte nyni na maly bledy ¢tverecek
nad libovolnym jinym sloupcem (vyhodné nad sloupcem v levé €asti schématu). Tim se zobrazi
obvod pro vypocet pienosu pro zvoleny sloupec. Podle stavu konstrukce (knofliky ovladace [Kon-
strukce]) budou obvody v ruzném stavu vyvinu od prostého bloku po tuplné dokonceny obvod pro
vypocet jeho hodnoty.

Nyni jiz urcité vidite, pro¢ preferujeme déleni podle bindrnich hranic. Pii tomto zpusobu se
obvody pro urcovani pienosu v ruznych sloupcich podstatné prekrijvaji. Neni tedy nutné budovat
tyto obvody zcela oddélené, coz by vedlo k velkému plytvani hardwarem, ale prekryvajici se ¢ast
vytvotrime pouze jednou a jeji vysledek pak rozvadime na vstup vice nez jednoho nasledného hradla.

Klepanim do ¢tverecku nad sloupci je mozno zobrazovat (a nebo naopak skryvat) libovolny
sloupec a sledovat prekryvani obvodu pro vypocet prenosu. Je vidét, ze pirekryvani je opravdu
velké, napiiklad vsechny sloupce z levé ¢asti maji shodnou pravou ¢ast svych obvodu. Nakonec
sloupec.

Je téz mozno zvolit nebo vypustit nékolik sloupci najednou: stisknéte mys v bledém ctverci
nad nékterym sloupcem a tahnéte mys do strany.

Scéna: Kompletni scitacka

Tato scéna jiz jen shrnuje, co se v predchozi scéné objevilo pii volbé vSech sloupctu a plné
rozvinuté konstrukci, umozinuje ale krokovani vypoctu pro ruzné hodnoty scitancu.

Teprve na uplné scitacce je vidét, ze je jeji konstrukce vlastné jednoduchad, je-li formulovana
rekurzivné: Vytvoirime dva obvody pro vypocet prenosu pro poloviéni §itku slova, mirné zobecnéné
moznosti privadét kromé dvou séitancu jesté zprava prenos za sousedniho obvodu. Pravy podobvod
jiz. dava polovinu koneénych vystupu, vystupy levého podobvodu se jesté vSechny zkombinuji s
nejvyznamnéjsim vystupem pravé casti.

Povsimnéte si, ze s¢itacka ma log, N vrstev a v dusledku velkého piekryvani je v kazdé vrstvé
presné N/2 hradel, které kombinuji tiistavové hodnoty jednotlivych bloku.



Scéna: Vrstvend scéitacka

V kompletni s¢itacce ukdzané v predchozi scéné byly hradla (vrcholu stromu) uspoiaddna do
vodorovnych vrstev, ale jistd propojeni mezi (Zlutymi) hradly prechdzela pres nékolik vrstev. V této
scéné je scitacka doplnéna dal§imi hradly, vybarvenymi ruzoveé, kterd zaplnuji “diry” v obvodu.
Ruzova hradla neprovadéji zadny vypocet a jsou to ve skutecnosti paméfové elementy, které si
mohou zapamatovat jednu tiistavovou hodnotu. V kazdém kroku (kliknuti knofliku [Krok]) ruzové
hradlo piecte hodnotu vstupu a zapamatuje si jej. Vystup je vzdy roven uchovavané hodnoté.

Ruzové prvky jsou velmi podobné tomu, co se v elektronice nazyva klopny obvod typu D; jediny
rozdil je, ze si klopny obvod pamatuje jediny bit. Ttistavovou veli¢inu je ale mozno uchovavat ve
dvou bitech a proto se nase ruzové prvky obvykle implementuji dvojici klopnych obvodu typu D.

Zkuste si znovu pocitat hodnoty pienosu; vypocet probihd stejné jako v predchozi scéné, ale
vstupni hodnoty pfichazeji “just in time” a nemusi ¢ekat jako se to stavalo v minulé scéné.

Je vidét, ze postup mezivysledki obvodem je velmi pravidelny, v kazdém kroku jedna nova
vrstva urci své hodnoty. V nésledujicich scéndch uvidime, proc je to uzitecné.

Scéna: Zapominagici sc¢itacka

Jak bylo uvedeno v minulé scéné, tok informace v obvodu je velmi pravidelny. V kazdém
kroku je aktivni jedna vrstva, kterd vypocte své hodnoty z hodnot v predchozi vrstvé. Protoze
nas mezivysledky ve skutecnosti nezajimaji a cilem je urcit hodnoty posledni vrstvy, je mozné
mezivysledky zapomenout, jakmile byly pouzity nésledujici vrstvou.

Zkuste znovy provadét vypocet a uvidite, ze je dostatetné si uchovavat pouze mezivysledky
jediné vrstvy.

Scéna: Zretézend scitacka

V predchozi scéné jsme vidéli, ze staci si pamatovat vzdy pouze vysledky jediné vrstvy. Ty
vrstvy, jejichz jejichz vysledky jiz byly pouzity, “zahdli” a je je mozno vyuzit k s¢itani jinych dvojic
s¢itancu. Jakmile hodnoty pro jeden péar postoupi o jednu vrstvu dolu, je mozné do obvodu vlozit
novy par scitancu, ktery postupuje obvodem se zpozdénim jedné vrstvy.

V této scéné s¢itame plynuly proud dvojic sé¢itanci a kazdy par ma svoji barvu, kterd oznacuje
jemu odpovidajici mezivysledky. Prvky obvodu maji svoji puvodni barvu pouze dokud k nim
nedorazi prvni mezivysledky, pak jsou jiz oznatovany barvou paru, ktery praveé zpracovavaji. Pii
krokovani je jasné vidét, jak informace obvodem postupuje.

Scitacka typu carry look-ahead je tedy velmi silny nastroj, kromé toho, ze jeden par v obvodu
stravi pouze Cas imeérny logaritmu poctu biti a doba trvani vypoctu je zcela nezavisla na jejich
hodnotach, mohou do obvodu sé¢itance vstupovat bezprostiedné za sebou s odstupem, ktery na
velikosti s¢itanct nezavisi a je ddn pouze vypocetnim zpozdénim pouzitych vypocetnich prvka.

Scéna: Animovand séitacka

Tato scéna prindsi inzenyrsky nahled na implementaci zietézené scitacky z predchazejici scény.
Ruzové paméfové prvky jsou nezménény, pouze jsou nakresleny ponékud mensi. Na druhé strané
kazdy zluté vypocetni hradlo je doplnéno o jeden ruzovy pamétova prvek stejného typu jako ruzové
prvky popsané v piredchozich scéndch.

Zluté vypocetni hradla pracuji asynchronné: jakmile se zméni vstupni hodnoty, odpovidajicim
zpusobem se ihned zméni i vystup. Presnéji feceno, zmeéna se objevi na vystupu po jistém casovém
okamziku, zpozdéni, které muze byt ruzné pro ruznd hradla.

Pokud bychom zpracovavali pouze jeden par s¢itancu, ruzové pamétové prvky by nebyly tieba,
ale rychlost postupu informace by byla v ruznych ¢astech obvodu jina. To by ale v pripadé
zietézeného zpracovani vice paru s¢itancu vedlo k tomu, ze by nebylo mozné hodnoty odpovidajici
ruznym parum na vystupu obvodu odlisit.

Z tohoto duvodu musime pouzivat synchronni obvod a synchronizace je dosahovana ruzovymi
pamétovymi prvky ve vSech pozicich obvodu. Vystup paméfového obvodu je roven uchovavané hod-
noté; po vétsinu doby prvek ignoruje vstupni hodnotu. Paméfové prvky vsak dostavaji hodinovy
signdl (jeho privadeéni k prvkum nen{ zndzornéno). Jakmile paméfovy prvek dostane hodinovy



signdl (v redlnych systémech napiiklad vzestupnd hrana hodinového signdlu, u naseho appletu
kliknuti knofliku [Krok]), prvek precte vstupni hodnotu a nahradi ji diive uchovdvanou hodnotu.
Po této mzikové udalosti se zapamatovana hodnota dale neméni az do dalsitho hodinového impulzu.

Zkuste si vypocet s pouzitim knofliku [Krok]; v okamziku hodinového impulzu (kliknuti)
vsechny pamétové prvky najednou nahradi puvodni uchovdvanou hodnotu hodnotou, kterd byla na
vstupu. Animace ukazuje, jak informace postupuje podél vodiéu, pripojujicich vystupy pamétovych
prvku se vstupy ndsledujicich hradel, kterymi mohou byt vypocetni hradla nebo dalsi pamétové
prvky.

Jakmile informace dorazi na vypocetni hradlo, je zpracovana a s jistym zpozdénim se vysledek
objevi na jeho vystupu (zpozdéni jsou ruznd pro ruznd hradla - rozdily jsou imyslné zvyraznény),
coz se projevi m.j. zménou barvy hradla.

Barvy hradel a signélu reflektuji barvu odpovidajicitho paru s¢itancu, ke kterému se vztahuji.
Je tedy snadné sledovat postup informace obvodem.

Jisté je vam ziejmé, ze hodinovy kmitocet musi byt takovy, aby doba mezi dvéma po sobé
nasledujicimi hodinovymi pulzy byla dostatecna pro pfenos signalu mezi hradly a jeho zpracovani.
Na&s applet je silné synchronizovan a nepiijima kliknuti, dokud neprovede vSechny nutné operace,
ale v pfipadé redlného obvodu by pfilis rychlé hodiny vedly k chybnym vypoctum.

Scéna: Cislovini

Tato scéna jiz neni soucasti vlastni prochazky appletem, nicméné si hned ukazeme jistou magii
cisel.

Sloupce scitacky jsou ocislovany zprava doleva od 0 do n — 1, kde n je bitova §ifka s¢itancu, v
uvodnim pripadé n = 32. Vrstvy hradel jsou ocislovany shora dolu od 0 do log, n — 1 (pamatujte,
Ze n je mocnina 2 a proto je log, n celé ¢islo). Na dvodnim obrézku je log, 32 = 5. Vrstva operandu
je ocislovana jako -1.

Scitacka je znazornéna v dplné podobé se zlutymi vypocetnimi hradly se dvéma vstupy a
vlozenymi ruzovymi paméfovym obvody. Hradla jsou ocislovana €isly, které nemaji zadnou sou-
vislost s operandy nebo mezivysledky, ale popisuji typ hradla: 1 je zluté vypocetni hradlo a 0 je
ruzové pamétové hradlo.

Za této situace se podivejte na posloupnost 0 a 1 v hradlech libovolného sloupce a zjistite,
ze predstavuje bindrni zapis ¢isla sloupce (s nejvyznamnéjsim bitem dole a nejméné vyznamnym
nahote ve vrstve 0). Ve vrstvé ocislované i je ¢islice, kterd v bindrnim zépisu vystupuje u mocniny
2,

Stisknéte nyni mysi{ na libovolné hradlo. Odpovidajici obdélnik zcervend a zcervenaji také
obdélniky hradel, na jejichz hodnotach zavisi hodnota stisknutého hradla. Zcervenalé obdélniky
ve vrstvé operandu (ocislované -1) vytvareji interval, jehoz levy konec je ve sloupci, ve kterém se
nachdzi stisknuté hradlo, zatimco pravy konec je ve sloupci, jehoz potadové ¢islo se dostane tak,
ze ve sloupci obsahujicim stisknuté hradlo nahradime nulou ¢islo v stisknutém hradlu a ¢isla ve
vsech obdélnicich nad stisknutym hradlem.

Stisknéte napf. hradlo v sloupci 29 ve vrstvé 3. Jelikoz 29 je binarné 11101, pak nahrazenim
cislic ve vrstvach 3, 2, 1, 0 nulami dostaneme 10000 neboli dekadicky 16 a pfi stisknuti zminéného
hradla zcervenaji operandy od sloupce 29 az po sloupec 16.

U zlutého hradla jsou oba vstupy pripojeny na vystupy hradel v predchozi vrstvé. Jeden vstup
je pripojen na hradlo ve stejném sloupci, druhy na hradlo ve sloupci, jehoz poradové ¢islo se
dostane tak, ze se v sloupci se stisknutym hradlem nahradi nulou v8echny ¢islice nad stisknutym
hradlem, a pak se od vzniklého ¢isla odecte 1.

Stiskneme-li jesté jednou hradlo ve vrstvé 3 a sloupci 29 neboli bindrné 11101, pak po ndhradé
nulou ve vrstvach 2, 1, 0 dostaneme 11000, neboli 24 a vidime, ze pravy vstup hradla je napojen
skutecné do sloupce 23 = 24-1. Levy vstup totiz zavisi na ¢islicich operandu od sloupce 29 do
110005 = 24 a proto pravy vstup hradla zpracovava hodnoty od nésledujiciho sloupce vpravo, tedy
od sloupce 24-1=23.



2 Laborator

Booleovskd proménnd nebo bit je proménnd, kterd ma dvé mozné hodnoty, 0 a 1.
Funkce V, A a & dvou booleovskych proménnych jsou definovany takto

z|y|lxVy | zANy | 2Dy
010 0 0 0
0|1 1 0 1
110 1 0 1
1]1 1 1 0

Ve zbyvajici ¢asti kapitoly budeme ptredpoklddat, ze k je kladné celé ¢islo a n = 2, takze
k =log, n.

Pokud z a y jsou celd nezdpornd cisla y # 0, budeme jako x div y oznacovat vysledek
celociselného déleni ¢isla x ¢islem y, tedy nejvétsi celé nezaporné cislo g takové, ze qy < z, zatimco
z mod y je zbytek pii celoc¢iselném déleni ¢isla ¢ ¢islem y, tedy ¢islo z —y - (z div y). Pro pro-
gramatory v C poznamenavam, ze pouzité oznaceni se pouziva v Pascalu, zatimco v C se pouzivaji
symboly / a %.

Pro celd ¢fsla i a j takovd, ze 0 < i < k a0 < j < n, oznacme £(i,5) = (j div 2) mod 2.
Pro celd ¢isla i a j takovd, ze —1 <i < k a 0 < j < n, oznaéme k(i,j) = (j — j mod 2/+1).

Nyni jiz muzeme formulovat scitaci algoritmus:

1 Vstup: Kladné celé cislo k a tislo n = 2F;
2 posloupnosti bitd a,—1...a160 @ by—1...b1bo;
3 Proménné: bity g¢;; a p;; pro i =-1,0,1,...,k—-1, 7=0,1,...,n—1;
4 bity ¢; pro j=0,1,...,n—1;

5 Vistup: bity s; pro 5 =0,1,...,n;

6 for 7=0,1,...,n—1 pardo

7 begin g_i ; < a; Abj; p_1; < a; Vbj; end;
8 AddFori for i =0,1,...,k—1 do

9 AddForj for =0,1,...,n—1 pardo
10 if £(i,5) =1
11 then begin
12 AddG 9ij < Gi=1,; V (Pi=1,j A gi-1,m(ij)-1)3
13 AddP Dij & DPi-1,j NPim1,x(i,j)—15
14 end;
15 else begin
16 gij & Gi-155

17 Dij € Pi-1,5;

18 end;

19 so=a0 D bo; Sn =9k 1,0 1;
20 AddFors for j=1,...,n—1 pardo
21 AddSets 5;=0a; Db; D gr—1,j-1;

Sé¢itani bindrné zapsanych ¢&isel

Symbol pardo znamend, ze télo prislusného for-cyklu se provadi pro vsechny hodnoty cyklové
proménné soucasné, napiiklad riznymi procesory nebo ¢astmi obvodu implementujictho algorit-
mus. V nasem piipadé se for-cyklus se zdhlavim v tadce 9 provadi (nebo muze provadét) soucasné
pro vSech n hodnot cyklové proménné j, takze je ziejmé, ze muze byt vykonan v konstantnim case
nezavislém na délce n operandu.

Konstantni ¢as vyzaduje i provedeni for-cyklu se zahlavim v tadce 20, ktery muze také byt
provadén pro vSechny hodnoty j v témze okamziku.

Na druhé strané for-cyklus se zdhlavim v fadce 8 se musi provadét postupné pro jednotlivé
hodnoty 7, protoze pii provadéni jeho téla pro néjaké i jiz musi byt znamy. Celkové proto provedeni
algoritmu vyzaduje ¢as O(logn), pricemz se provede celkové O(nlogn) booleovskych operaci.



Ve skole dokazeme, ze posloupnost sy, ... s15¢ predstavuje bindrni zdpis souctu ¢isel s bindrnimi
ZAPISY Gp—1 - .- G100 & bp—1 ... b1bo-

Na uvedeny program je mozno se divat nejenom jako na program pro vypocet souctu dvou
binarné zapsanych ¢isel pomoci booleovskych operaci A, V a & na pocitaci s moznosti paralelismu,
ale také jako na popis kombinac¢niho booleovského obvodu, jak bylo znazornéno na obrazcich v
prochézce, ktery obsahuje obdélnikovou matici podobvodu uspoiddanych do fadka —1,0,1,...,k
a sloupcu n — 1,...,1,0, kde podobvod v pruseciku i-tého fddku a j-tého sloupce ma 2 vystupy
oznacené g; ; a p;; a bud 4 vstupy pokud i > 0 a &(7,j) = 1 nebo 2 vstupy jinak, a déle obsahuji
jeden tadek slozeny z n + 1 podobvodu urcujicich hledané hodnoty s;, pficemz vzorce uvedené v
programu urcuji jednak zpisob napojeni vstupii podobvodu v jednom fadku na vystupy podobvodi
piedchozich fddki nebo na vstupni hodnoty a,,—1 . ..a1ag a by_1 - .. b1bg, jednak funkci podobvodu,
neboli zpusob, jak se vystupy vypoctou na zakladé nékolika elementdrnich hradel and, or a &®.

3 Skola

Nasim cilem je dokazat, ze pokud se bity s,,S,_1,...,81,S0 vypoctou z bitd a,_1,...,a1,a9 a
bn—1,.--,b1,by zpusobem popsanym v laboratoii, pak skute¢né s, ...s1Sp je bindrni zdpis souctu
Cisel ap—1..-A109 & bn—l ce blbo, neboli

n—1 n—1 n
Z a;2" + Z b;2' = ZSin (S)
i=0 i=0 i=0

Bézny algoritmus sc¢itani popisuje nasledujici véta, kterou zde nebudeme dokazovat

Tvrzeni 1 [Labeled: Addition] Necht jsou ddny posloupnosti biti ay—1,...,a1,a0 aby_1,...,b1,bp.
Definujme bity ¢, 1 ..., c1,Co, c_1 ndsledujicim zpusobem:

C_1 = 0 C; = (ai A bl) \ (ai A Ci—l) \Y (bl A Ci—l) pro ) Z 0.

Definujeme-li pak bity sj, j = 0,1,...,n tak, Ze so = apDbj, s; = aj®bjdcj_1 proj=1,...,n—1
a S$n = Cn—1 pak jejich hodnoty splnugji vyse wvedenou rovnici (S).

Nasim cilem je tedy dokdzat, ze hodnoty g_i ; vypocitané v algoritmu z Laboratofe jsou
stejné jako odpovidajici hodnoty ¢; z Tvrzeni 1. Tvrzeni ddvd ndvod, jak hodnoty ¢; (a tedy i
hodnoty s;) snadno spocitat. Algoritmus z Laboratofe ale je mozno provést velmi rychle, pokud
je mozné vypocet provadét paralelné na vétsim poctu procesoru, zatimco postup podle Tvrzeni
paralelizovatelny neni.

Symbolem c¢; budeme ve zbytku kapitoly vzdy oznacovat proménné urcené v Tvrzeni 1 a budeme
je nazyvat prenosy.

Pii prochdzce jsme hodnotu bloku oznacovali jednou ze tii hodnot +, — a <. V digitalnich
obvodech se takika vyhradné pouzivaji dvouhodnotové proménné a proto pro popis hodnot bloku
musime (trochu nadbyteéné) pouzit dvojice bitu (g, p), které je kéduji nasledujicim zpusobem:

Bit g | Bit p | Hodnota bloku | Vyznam

1 1 + Blok generuje prenos
1 0 + Blok generuje prenos
0 1 < Blok pfenasi pienos

0 0 — Blok absorbuje prenos

Pro zjednoduseni vykladu zavedeme nejprve operaci e, definovanou takto: jsou-li (G1,P;) a
(G4, P2) dvé dvojice bitu, pak polozime

(Gl,Pl) (] (GQ,PQ) = (G1 \Y (P1 A GQ),Pl N PQ).



Pouzitim této operace je mozno vyse uvedenou definici g; j a p; j proi > 0a (i, j) = 1 (fddek 12
a 13 algoritmu) prepsat takto:

(gm;pi,j) = (gi71,j,Pi71,j) L4 (gi—l,n(i,j)—lapi—l,n(i,j)—l)-

Nyni na bity g;; a p;; na cas zapomeneme a formdalnim zpusobem zopakujeme vyklad z
prochazky o tom, jak se z hodnot bloku pocitaji prenosy.

Povsimneéte si predevsim toho, ze pokud hodnoty dvou sousedicich bloku By a Bs jsou vyjadieny
pomoci dvojic bitu (Gy, Py), respektive (G2, P»), pak (G1, Py) e (G2, Py) udava hodnotu, kterou
jsme v prochdzce prifazovali bloku sloZzenému z obou bloku B; a Bs.

Plati totiz:

Pokud B; generuje, pak je G; = 1 a pak ale levy bit vysledné dvojice jeroven Gy V... =1V...=1.
Pokud blok B; absorbuje, je Gy = P, = 0 a tedy vysledna dvojice je rovna

0V (0AG2),0A P) =(0,0).

Nakonec jestlize By prendsi, pak G; =0 a P, = 1 a tedy vysledna dvojice je rovna

OV (AAG2),1AP) = (Ge, P).

Nejprve dokdzeme tvrzeni, které vam jisté bylo intuitivné zfejmé béhem prochazky
Tvrzeni 2 [Labeled: AdditionAssociativity] Operace o je asociationi.
Dikaz: Pouzivajice asociativitu a distributivitu operaci A a V dostavame
(G1,P1) e ((G2,P5) 0 (G5,P3)) = (G1,P) e (G2 VP, NG3, Py A P3) =

= (G1 \/P1 A (G2 VP2 /\Gg), P1 A (P2 /\Pg)) = (G1 \% (P1 A G2 \% P1 A (P2 /\Gg))), (P1 A P2) /\P3) =

= ((G1 VPLANG2)V P NPy NG3)), (PLAP)APs) = ((G1 VP AG2)V (PLAP)ANG3), (PLAPy)AP3) =
= (G1 \Y P1 A GQ,Pl N P2) ® (G3,P3) = ((Gl,Pl) ® (GQ,PQ)) ® (G3,P3).

&

Definujme nyni
Biﬂ' = (ai/\bi,ai\/bi) pro 0 <i < n,

BZ’,]':BZ'J."'.B]'J pro0<j<i<n.

B;,; popisuje hodnotu bloku mezi i-tym a j-tym sloupcem scitacky tak, jak byla popisovana pii
prochdzce. B;; je definovano pfesné tak, aby odpovidalo hodnotdm jednosloupcovych bloki, jak
jsme je vidéli behem prochdzky. Hodnoty Sirsich bloku pak byly urceny jako kombinace hodnot
jednosloupcovych bloku v nich obsazenych za vyuzit{ operace skladan{ bloku (tedy e). V dusledku
asociativity operace e neni nutné specifikovat, jak se vyrazy B... spolu kombinuji dohromady v
definici vyrazu B; ; pro j <.

Nasledujici tvrzeni Fika formalnim zpusobem, ze ¢;, pfenos v i-tém sloupci, je roven 1 prave
tehdy, kdyz blok zac¢inajici ve i-tém sloupci a kontici zcela vpravo (sloupec 0) generuje pienos
(tedy levy bit v B, je 1).

Tvrzeni 3 [Labeled: AdditionCarry] Pro kazdé i = 0,...,n — 1 je prenos ¢; roven prvnimu (t.j.
levému) bitu dvogice B; .

Dikaz: Indukci podle ¢. Pro ¢ =0 je ¢y = ap A by na zdkladé definice ¢g v Tvrzeni 1, ale ag A by
je také hodnota levého bitu By, viz jeho definice.
Je-li i > 0 a tvrzenf plati pro i — 1, to znamend B;_1,0 = (¢i—1,p) pro né&jaké p, pak

Bio = Bi;®Bi—10 = (a; ANbj,a; Vb;) e (ci—1,p) =

= (ai Ab; V (ai \Y bi) N Cifl), ((li \Y bi) /\p),

a pritom
a; A bi \ (G,i \ bl) A Ci—l) =

10



:ai/\bi\/ai/\ci_l\/bi/\ci_l:ci.

Nyni se podivame blize na funkce & a k definované v Laboratoti. Jejich podivné vyhlizejici
definice jsou ve skutecnosti velmi pfirozené vazany ke struktufe scitacky.

Otevrte si posledni scénu prochdzky, vénovanou ¢islovani. Predné si ovérte, ze £(i,j) = 1 prave
tehdy, kdyz hradlo v fadku oznaceném ¢islem i a ve sloupci oznaceném j je zluté, ted kombinuje
vystupy dvou hradel z pfedchoziho fadku, zatimco £(i,7) = 1 pravé tehdy, kdyz je takové hradlo
ruzové a pouze predava dale vystup hradla nad nim.

Déle si kliknéte na libovolné hradlo. V§echny bloky, na nichz zavisi vystupni hodnota zvoleného
hradla, z¢ervenaji. Pokud se zvoli hradlo v fddku oznaceném cislem ¢ a ve sloupci 7, pak vidime,
ze hodnota zdvisi na jednosloupcovych blocich mezi sloupci s poradovymi ¢isly j (nalevo) a x(i, 7)
(napravo). Ovéite si, ze zvlastni definice k je ve skutecnosti vynucena touto vlastnosti.

7 toho také plyne, ze jestlize zvolené hradlo H v tadku ¢ a sloupci j ma dva dvoubitové vstupy,
pak levy z nich je napojen na hradlo v tadku ¢ — 1 a sloupci j, které odpovida bloku pokryvajicimu
sloupce mezi j a k(i — 1,7). Blok, na ktery je tedy hradlo H napojeno svym pravym vstupem
musi k bloku mezi j a k(i — 1, j) zprava priléhat a proto musi zacinat v sloupci k(i — 1, j) — 1. To
vysvétluje zvlastni volbu indexu v fadcich 12 a 13 v programu.

Nyni dokadzeme nasledujici dvé dulezitd pomocné tvrzeni o funkci k. Ptritom si uvédomime, ze
pro libovolné celé nezaporné ¢islo x je z div 1 = z atedy také x mod 1 = z—z div 1l =z—2 = 0.

Tvrzeni 4 [Labeled: AdditionKappa] Necht i, j jsou celd ¢isla takovd, 26 0 <i < k—1a0 < j < n.
Pak H(_laj) :ja

je'li f(%]) = ]-; pa'k H(Zvj) = H(Z - 1).7) - 2ia

je-li £(1,5) =0, pak k(i,j) = k(i — 1,7), a

k(k—1,7)=0.

Diikaz: Podle definice je k(—1,7) =j—j mod 2’ =j —jmod 1 =j — 0 = j.
Necht nyni i > 0. Pro jist4 celd ¢isla r, ¢ takovd, ze 0 < r a 0 < ¢ < 2%, a bit d plati
j=r2t 4 d2i 4 q.

Pak ale .
&(i,7) = (j div 2*) mod 2 = (2r + d) mod 2 =d,
J=r2" +£0,5)2 + ¢,
a proto ) ' ' )
j mod 2 = £(i,5)2' +q, k(i,j) =j —j mod 2" = 2"
jmod 2 =q, k(i—1,7)=j—j mod 2 =r2"! 4 £(i,5)2°
a tedy

w(i,7) = 2+ €(0, )2 = €(i,§)2" = k(i — 1,7) — €@, 7)2".
Nakonec j < n = 2%, takze j div 2F =0, j mod 2 = jak(k—1,j) =j—j mod 2¥ = j—j = 0.
&
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Tvrzeni 5 Necht i, j jsou celd ¢isla takovd, 2¢ 0 <i <k, 0<j<mn a&(i,j) =1. Pak také
K“(Z - I’K’(i - 17.]) - 1) = K’(Za])

Poznamka: V feci cislovani z posledni scény Prochézky toto tvrzeni fika: je-li hradlo H v fadku
i a sloupci j zluté, a oznacime-li jako H' hradlo, na které je H napojeno svym pravym vstupem,
a které lez{ v tddku i — 1 a sloupci (i, j) — 1, pak bloky odpovidajici hradlum H a H' maji svuj
pravy okraj ve stejnm sloupci. Oveéite si to ve scéné o ¢islovani klepnutim na nékteré zluté hradlo
(H) a pak na hradlo, na které je pfipojen jeho pravy vstup (H') a sledovanim, ktery z ¢ervenych
boxu v hladiné -1 je nejvice napravo.

Diikaz: Oznatme K = k(i — 1,7). Pak K je délitelné ¢islem 2, viz definice (i, 7), ale K — 1 je
mensi nez K a proto nejvétsi ¢islo mensi nebo rovné K — 1 a délitelné ¢islem 2¢ je nejblizsi nizsi
celoéiselny nasobek 27, tedy ¢islo K — 27, a proto na zdkladé Tvrzeni 4 je

Wi =1k =1,0) —1) = w(i — LK —1) = K —2' = (i — 1,§) — 2' = &(i. ).

Nyni se vratime k dvojicim bitu (g;,j, ps,;) definovanym programem v Laboratofi a ukazeme, ze
udédvaji hodnotu bloku, ktery zacind v j-tém sloupci a konéi v (i, j)-tém sloupci. Tuto hodnotu
jsme si oznadili jako Bj (i, j)-

Tvrzeni 6 [Labeled: AdditionPyramide] (g;j,pij) = Bjrij) pro =1 <i<ka0<j<n.
Dukaz: Indukci podle i. Podle Tvrzeni 4 je k(—1,j) = j a podle definic (9_1 ;,p-1,;) a Bj ; je
(9-1.5:P-1,4) = (aj Abj,a; V bj) = Bjj = Bj(-1,5)-

Necht nyni 0 < i < k a necht tvrzeni plati pro i — 1 a libovolné j.
Jestlize £(i,7) = 0, pak

(gi,j:pi,j) = (gi—l,japi—l,j) = Bjm(ifl,j) = Bj7n(i7j)a
jestlize £(7,j) = 1, pak podle Tvrzeni 5
(gi7j7pi,j) = (gi,l,j,pi,l,j) b (gi—l,n(i,j)—l;pi—l,n(i,j)—l) =

= Bjw(i-1,j) ® Br(i)—1,m(i-1,x(1,5)-1) = Bjr(i-1,5) ® Br(i.j)~1,x(i.) = Biw(i)»

nebof z definice B. . a asociativity e plyne pro libovoln r > s > ¢

Br,s ° Bs—l,t = (Br,r ® - Bs,s).)(lgs—l,s—l ° Bt,t) = Br,t-

Kombinace tohoto tvrzeni a Tvrzeni 3 ihned fik4, ze hodnoty proménnych g;_; ;, definovanych
v Laboratofi, ddvaji hledané pienosy c;.

Tvrzeni 7 [Labeled: AdditionCarryFromBlock| c; = gr—1,; pro kazdé celé ¢islo j takové, Ze 0 <
Jj <n.

Z toho jiz okamzité na zakladé Tvrzeni 1 plyne

Véta 8 Algoritmus uwvedeny v Laboratori secéte dvé bindrni éisla s délkou bindrniho zdpisu n v
paralelnim case O(logn) s provedeni O(nlogn) booleovskyjch operaci.
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