1 Toky v sitich

Jednotlivé sekce této kapitoly (algoritmy Ford-Fulkersonuv, Dinitzuv a Goldberguv) jsou rozdéleny
do tif ¢asti:

e Prochizka je navod k pouziti piislusného appletu Algovize a zdrove vysvétlenim myslenky,
na které je dany algoritmus zalozen intuitivnim zptsobem za pomoci pohyblivych obrazki.
Nékdy dokonce muze byt vyklad trochu nepfesny nebo netuplny, pokud by snaha o presnost
a uplnost byla na zavadu srozumitelnosti vykladu. Vse si ale nahradime vice nez dostatecné
v dalsich dvou castech sekce.

e Laboratof - tim je minéna pocitacova laborator, kam clovék prijde, aby naklepal text pro-
gramu, implementujictho algoritmus, do pocitace a po odladéni spustil a provozoval. V
této Casti jsou vypsany prislusné programy zpusobem, ktery kopiruje syntax proceduralnich
jazyku, ale fadu detailu (napfiklad volba a manipulace s datovymi strukturami jako je tfeba
mnozina, fronta, seznam vrchola nebo hran) popisuje slovné, spoléhajice na to, Ze ¢tenai a
uzivatel textu jiz neni v programovani uplny zacatecnik.

e Skola je misto, kde se zcela korektnim zptusobem uéime, pro¢ a jak néco je. V tomto piipadé
proc je program popsany v laboratoii spravny (tedy spocitd to, co mé spocitat), proc se
zastavi a za jak dlouho. Text sice vypada jako matematika (je ¢lenén do posloupnosti definic,
lemmat a vét), ale nelekejte se. Nechci vas uc¢it matematiku, jen pouzit exaktni zpusob
uvazovani, ktery je vlastni matematikim a mél by byt vlastni i dobrym programatorum, v
tomto piipadé jde uvazovani o kousku software. Ve skutec¢nosti se jedna o ptistum, ktery je
nejblizsi nikoliv teoretické discipling, ale praktickému softwarovému pristupu, oznacovaném
jako verifikace programu (nebo podobné). V ném jde o formaln{ stanoven{ specifikaci toho, co
program ma vykondvat a pak o stejné formdlni verifikaci toho, ze dany kéd tyto specifikace
spluje. Pokud se vam zda text ve skole prili§ formalni, nezoufejte. Skutecnd verifikace
praktického programu je vzdy daleko detailngjsi, formdlnéjsi a tedy pro ¢lovéka i nudnéjsi
a pritom obvykle tak obsdhld, ze se ji vétsinou snazime délat piinejmensim s ¢astecnou
podporou pocitace.

Cely algoritmus je tedy vlastné popsan dvakrat: jednou béhem prochézky appletem, kdy je
vyklad hodné intuitivni a ma za cil vylozit myslenku, kterd za algoritmem stoji, a podruhé v
laboratofi a ve skole, kdy je cilem piesnost a tiplnost a nazornost jde stranou, spoléhajice na to,
ze uz vite o co jde s prochédzky a tudiz se i ve formélné psaném textu orientujete.

2 Ford-Fulkersontiv algoritmus

3 Prochazka

Scéna: Nejvétsi tok

Tato scéna ukazuje sit, coz je orientovany graf spolu se dvéma jeho vrcholy, které oznacujeme
jako zdroj (zobrazen zelené) a spotrebi¢ (zobrazen modie). Kromé toho je kazdé hrané grafu
piirazeno nezaporné realné ¢islo, nazyvané kapacita hrany. Vrcholy sité ruzné od zdroje a spotiebice
nazyvame vnitini vrcholy.

Tok v siti je funkce t, kterd kazdé hrané h prirazuje ¢islo t(h), pro které plati 0 < ¢(h) < ¢(h),
kde ¢(h) je kapacita hrany h a navic pro kazdy vnitini vrchol v plati, ze soucet toku hranami
vstupujicimi do v je roven souctu toku hranami vystupujicimi z v, tedy

Yooty =Y k),

hein(v) keout(v)

kde in(v), resp. out(v), je mnozina hran sité vstupujicich do v, resp. vystupujicich z v.



Je mozno si predstavit, ze uzly jsou mésta, hrany jsou useky zeleznice nebo silnice, kterymi se
snazime dopravovat jisty druh zboz{ z jednoho meésta (zdroj) do jiného mésta (spotiebic), pficemz
kazda cesta ma omezenou pruchodost a zbozi se skutecné jen prepravuje, ale v zadném jiném nez
vychozim nebo cilovém mésté se neskladuje, nespotiebovava ani neztraci, ale také nevznika.

Je také mozno si hrany predstavovat jako vodovodni nebo ropné potrubi nebo elektrickd vedeni,
kdy je pozadavek bezeztratové dopravy obvykle pfirozenym zpusobem splnén.

V ramci vyse uvedenych omezeni se budeme snazit o prepravu co nejvétsiho mnozstvi zbozi
nebo tekutiny ze zdroje. Toto mnozstvi je ddno piebytkem toku ve spotiebic¢i (kam obvykle tok
pouze piitéka, i kdyz definice nezabranuje tomu, aby ¢ast byla soutasné odvadéna a tieba i vedena
zpét do zdroje) a je soucasné rovno deficitu zdroje (ze kterého obvykle tok jen odtékd).

Nejveétsi tok pro zobrazenou sif je mozno zobrazit stisknutim knofliku [Krok] (a vrétit se do
vychoziho stavu knoflikem [Zpét]). Pred provedenim vypoéctu toku je v této scéné u kazdé hrany
uvedena jeji kapacita; po vypoctu toku je u ni uvedena dvojice tok:kapacita (a hrany, kterymi
tece nulovy tok zesednou). Tak tomu je, pokud je na ovladaci zvoleno [Automatické oznaceni].
Zménou volby je mozno dosahnout toho, ze je stale zobrazena kapacita nebo stale zobrazen tok
a nebo je stale zobrazena dvojice Cisel tok:kapacita. Oveéite si, ze pro vypocteny tok plati vyse
uvedené podminky.

Scéna umoznuje bézné upravy sité jako priddvani, odebirani a presouvani vrcholu a pridavani
a odebirdn{ hran a zmény jejich kapacity (po klepnut{ na hranu pravym knoflikem mysi a volbé
v popup menu). Je také mozno zménit zdroj i spotiebi¢ (po klepnuti na zvoleny vrchol pravym
knoflikem mysi vybrat v popup menu) nebo zobrazit néktery z pieddefinovanych piiklada. K
editaci je tieba kliknout na knoflik [Vice ovladaéi] a pak volbu [Poé&itej] zménit na [Edituj].

Scéna: Hladovy algoritmus

Zakladni myslenka Ford-Fulkersonova algoritmu je jednoduchda: za¢indme nulovym tokem (zadnou
hranou nic netece), ktery postupné zvétsujeme tak dlouho, dokud nenalezneme nejvétsi mozny tok.
Nejjednodussi (ale, jak ukdzeme ddle, nedostatecny) zpusob zvétseni toku je nasledujici:
nalezneme orientovanou cestu ze zdroje do spotiebice takovou, ze kazdou jeji hranou protékd méné
toku nez je jeji kapacita, takze je mozné tok jesté o néco zvysit, a pak zvysime hodnotu toku vsemi
hranami o jistou hodnotu A.

Hranami cesty musi protékat tok mensi nez jejich kapacity, aby tok bylo mozno zvétsit bez
poruseni kapacitniho omezeni. Proto tok hranou h s kapacitou c(h), kterou jiz tece tok t(h), je
mozné zvysit nejvyse o c(h) — t(h). V dusledku toho nejvétsi hodnota A, kterd neporusi kapacitnf
omezeni, je rovna ming(c(h) — t(h)), kde minimum se bere pres hrany cesty. Kirchhofuv zdkon
(rovnost pritoku a odtoku ve vsech vnitinich vrcholech sité) se neporusi, protoze pro kazdy vrchol
cesty ruzny od zdroje a spotiebice se ptitok i odtok zvysi o A. Velikost toku vychazejictho ze
zdroje se ovsem zvysi o A.

Krokujte si algoritmus a sledujte hledani a zpracovani cest. Na ovladaci je mozno nastavit, jak
detailné se krokovani bude provadét a to oddélené pro fazi hledani cesty

Uvedeny algoritmus se obvykle nazyva hladovy, protoze jen stale ujidd kapacitu hran pro
zvySeni toku a neni ochoten tok nékterou hranou snizit pro dosazeni globalniho zlepsSeni.

Vypocet probihd pomalu, ale pro pochopeni myslenky algoritmu staci jej sledovat jen chvili.

Bohuzel se muze stat, jak uvidime v piisti scéné, ze dalsi zlepSeni toku vyuzitim piimé zlepsujici
cesty neni mozné, ale optimdalni tok piesto neni nalezen.

V této a mnoha nésledujicich scénach se také ukazuje pseudokdd algoritmu, ve kterém je
znézornéno, jak vypocet probihd. Pokud vam pseudokdd vadi, vypnéte jeho zobrazovani (je-li
t¥eba, zvolte [Vice ovladaci] a pak zméiite [Program automaticky| na [Skryj program].

Scéna: Hladovy algoritmus - selhdni

V této scéné je ukdzdna jedna velmi jednoduchd sit, ve které postupem podle predchozi scény
nalezneme tok, ktery jiz hladovy algoritmus dale zlepsit neumi, ale nen nejvétsi mozny, nebot v
siti existuje odlisny tok vétsi velikosti. Je z toho vidét, ze neustalé zvySovani toku pouzitim piimé
zlepSujici cesty muze vést do slepé ulicky a, jak uvidime dale, je obcas nutno prikrocit k tomu,



7e se tok nékterymi hranami tfeba i opakované snizi a pak se zacne zvysovat jinym zpusobem a
teprve tak bude mozno nalézt optimalni tok.

U zobrazeného ptikladu optimalni tok vyuziva plné kapacity hran na obvodu sité, ale nevyuziva
pricku pfes stied sité; jeho velikost je 2. Vypocetni postup je volen tak, ze ale hladovy algoritmus
nalezne tok velikosti 1, ktery jiz nelze zlepsit pouhym zvétsovanim tokd hranami. Je to proto, ze
pii zpracovani prvnf nalezené cesty se zvysi tok piickou na 1, ale snadno si muzete ovérit, ze zadny
tok, ve kterém piickou tece nenulovd hodnota toku, nemuZze mit optimélni velikost 2. Pritom
hladovy algoritmus neumi tok ptrickou zmensit.

Volbu zlepsujicich cest provadi Algovize sama, protoze je mozno ukazat, ze v libovolné siti lze
hladovy algoritmus navadét (t.j volit cesty pro zlepseni toku) takovym zpusobem, ze optimalni tok
najde. Napiiklad v nasem ptikladu by stacilo napied vybrat cestu slozenou ze dvou hornich hran
a pak cestu obsahujici spodni dvé hrany. Mohlo by se proto stat, ze uzivatel bude zdmérné nebo
nahodou volit cesty tak, ze nalezne optimdlni tok, zatimco cilem scény je ukézat, ze algoritmus
muze zabloudit a zastavit se, aniz by nalezl nejvétsi mozny tok.

Volbu cest pro nalezeni optimalniho toku hladovym zptusobem by bylo mozno pomérné snadno
provést zpétneé ze znalosti vysledku vypoctu. Neni ale zndma zadna metoda, kterd by takovou volbu
zarucila bez predbézné znalosti vysledku a proto hladovy algoritmus nemuze zarucit optimalitu
nalezeného reseni.

Scéna: Prenos prebytku

V nésledujicich nékolika scénach bude ukazan jiny pohled na zlepsovani toku, ktery umozni
upravit hladovy algoritmus tak, aby bylo optimalni feSeni vzdy nalezeno. Toto zlepseni popsali v
roce 1964 Ford s Fulkersonem, po nichz je zlepseny algoritmus nazvan.

Ptedstavme si, ze tok hranami cesty zvétsujeme o urcenou hodnotu A postupné v tom potadi, v
jakém se na cesté nachdzeji. Pak je v prubéhu této akce vzdy v jednom vrcholu (koncovém vrcholu
naposledy zpracované hrany) porusena podminka rovnosti toku pfitékajictho a toku odtékajiciho
- do vrcholu pritékd o A jednotek toku vice nez pred zpracovanim cesty, ale odtékd zatim stejné.
Tento rozdil budeme nazyvat prebytek.

Vyuzivajice analogii s vodovodni siti budeme piebytek zndzornovat vysi barevného sloupecku
nad vrcholem, pfedstavujictho vyrovnavaci nadrz s proménlivou vyskou hladiny, ktery je imérna
rozdilu pfitoku do vrcholu a odtoku z vrcholu. Jestlize je piebytek zaporny (tedy ve skutecnosti
deficit - nastava to pouze u zdroje), bude sloupecek pod vrcholem predstavovat hladinu ve studni,
ze které rozdil docerpavame.

Zkuste si knoflikem [Krok] krokovat prubéh vypoctu zpracovani prvni cesty. Algovize nejprve
najde (hranu po hrané) cestu ze zdroje do spotiebice a urci pat¥icné A. Potom, opét po jednotlivych
hranach, zvysuje tok. Hrana, ve které se bude tok zvySovat je zndzornéna Cervené; je vidét, ze
zvySeni toku hranou ma za nasledek odvedeni piebytku z jejiho pocatecniho vrcholu do jejiho
koncového vrcholu. V okamziku, kdy se kladny piebytek dostane az do spotfebice (ve kterém je
piipustny), zpracovani cesty konéi a zac¢ind urceni a zpracovani dalsi cesty (pokud existuje).

Algoritmus pracuje podobné jako v pfedchozi scéné - zvoli si nejprve cestu pres piicku, takze
pokud by pracoval hladové, po zpracovani prvni cesty by se zastavil, aniz by byl nalezen optimalni
tok. Zde ale vypocet pokracuje dale. Misto aby nalezl dalsi orientovanou cestu ze zdroje do
spotiebice, Algovize ukdze postupné tii hrany, z nichz prostiedni je ale v protisméru.

Pak se zahdji ptrenos piebytku ze zdroje do spotiebice. Nejprve se jiz znamym zpusobem
odvede dalsi jednotka toku za zdroje do spodniho vrcholu zvysenim toku ptislusnou hranou. Pak
se stfedni piicka zobrazi jako Siroka Sipka; jeji sitka odpovida kapacité a §itka cerveného pruhu
odpovida toku, ktery ji prochézi.

Jelikoz v tomto okamziku Sirokou hranou prochézi tok velikosti 1, ktery je roven jeji kapacité, je
cerveny pruh roztazen pies celou jeji $itku. Prejed’te ale my$i se stisknutym knoflikem pies hranu.
Hrana cerveného pasu sleduje kurzor, takze se jeho §itka méni a tim je mozno ménit velikost toku
hranou z maximdélni hodnoty az na nulu.

Snizovani toku prickou (tok tece shora doli) zpusobi, ze se ptebytek ze spodniho vrcholu
pricky snizuje a o tutéz hodnotu se ale zvysuje piebytek horniho vrcholu piicky (puvodné nulovy).



Ptebytek je tedy také mozno prevést z jednoho vrcholu do druhého tak, ze se snizi tok hranou v
protismeéru, pokud ji tece nenulovy tok.

V puvodni verzi proto Ford-Fulkersoniiv algoritmus zlepsoval tok podle tak zvanych zobecnénych
cest, na kterych byly hrany ve sméru s rezervou a hrany v protisméru s nenulovym tokem. Nez
ukazeme, ze takto sestrojeny algoritmus jiz vZdy nalezne optimalni tok, zavedeme si v nasledujicich
nékolika scéndch pojmy, které umoznuji formulovat algoritmus jednotnym a zjednodu$enym zpusobem,
bez neustalého rozdélovani hran zobecnéné cesty na primé a zpétné.

Scéna: Tok hranou

Abychom nemuseli stale rozebirat, zda k prenosu piebytku dochazi hladovym zvySovani toku
hranou nebo snizovdnim toku protismérnou hranou, zavedeme v nékolika nésledujicich jednoduchych
scénach zpusob préce s piebytky, ktery situaci zjednodusi.

Tato scéna je jen pripravnd a graficky zndzornuje toky ve dvou opaéné orientovanych hranach
mezi dvéma vrcholy. Tahnutim mysi uvnitf jedné z téchto Sirokych hran se méni sitka pasu, ktery
graficky znazorniuje velikost toku hranou (v horni hrané, jdouci zleva doprava, je svétle zeleny, v
dolni hrané sméfujici vlevo, je tmave zeleny). Sifka hrany odpovidd jeji kapacité. Zkuste v obou
hranéch nastavit nenulovy tok. Zluté sloupce u konct hran zndzormuji prebytky toku v koncovych
vrcholech hran (nebo presnéji prispévky k prebytkum toku od zobrazenych hran). Piebytek je
kladny, pokud je sloupec nad délici ¢arou mezi vyobrazenymi hranami, zaporny pokud je sloupec
pod carou. Meénte toky a sledujte, ze vzdy jeden prebytek roste a druhy o tutéz hodnotu klesa.

Scéna: Cirkulace

Scéna je v zdsadé opakovanim piedchozi. Obecnd definice i nd$§ applet pripousti, aby obéma
opacnymi hranami tekl kladny tok. Z praktického hlediska i z hlediska hledani nejvétsiho toku to
ale neni ptilis Ucelné; vozime-li jisté zbozi z Prahy do Brna a soucasné stejné zbozi vezeme z Brna
do Prahy, jen plytvame prostiedky.

Ta céast toku, kterd tece v obou hrandch soucasné, je na obrazovce zndzornéna modie a
nazyvame ji cirkulace. (Pro sectélé ¢tendie: nas pojem cirkulace je jen specidlnim piipadem
toho, co se obvykle cirkulaci také nazyva).

Jestlize cirkulaci odec¢teme od toki obéma hranami, nase situace je muze jen zlepsit: Toky se
snizi pii zachovani jejich nezapornosti, takze kapacitni omezeni zustanou v platnosti, ale hrany maji
vice rezervy pro dalsi zvySovani toku. Soucasné snizeni toku v obou hranach o stejnou hodnotu
také nezmeéni prebytky ve vrcholech a proto tok zustane tokem (nulové piebytky ve vnitinich
vrcholech sité) a jeho velikost (piebytek ve spotiebici) se také nezméni. Z toho plyne, Ze existuje
maximélni tok (nds cil), bez cirkulaci.

Scéna: Tok bez cirkulace

Tato scéna se podobd predchozi, ale ukazuje jiz toky bez cirkulaci. Jeslize tedy v jedné z obou
hran je nenulovy tok, tok druhou je nulovy. Zkuste si opét nastavovat toky hranami; pozadavek
nenulového toku jednou hranou vynuluje tok v druhé z nich.

Se stisknutou mysi se nyni pohybujte od horniho okraje horni hrany ke spodnimu okraji dolni
hrany. Je ziejmé, Ze okamzity stav (toky hranami) je popsan jedinym parametrem - vy§kou rozhran{
tazeného mysi - ktery se méni v rozmezi od vrchniho okraje horni hrany po spodni okraj dolni
hrany a nékdy predstavuje tok zleva doprava, jindy tok smérem opac¢nym. Jak rozhrani stoupd,
zvySuje se piebytek v pravém vrcholu a soucasné klesa piebytek levého vrcholu.

Je snadno vidét, ze rezerva pro zvySeni piebytku vrcholu vpravo (a souCasné pro snizeni
piebytku vlevo) je ddna vzddlenosti horniho okraje horni hrany a pohyblivého rozhrani, jak je
naznaceno cervenou kétou s popisem “rezerva” umisténym nad hranami. Pokud je tok horni hra-
nou kladny, pak tato rezerva je rovna jeji kapacité, snizené o velikost toku hranou; rezerva je tudiz
mensi nez jeji kapacita. Jestlize ale je kladny tok spodni hranou, ktery jde v opacném sméru, pak
prebytek zleva doprava lze prendset tak, ze se nejprve snizuje az na nulu tok spodni hranou a pak
se zvysuje tok horni hranou az do jeji kapacity. Rezerva pro ptfenos piebytku je tedy vétsi nez
kapacita horni hrany. Obdobné tomu je i se spodni hranou.



Scéna: Rezerva

Tato scéna opakuje predchozi, ale je v ni vynechdna hranice mezi hranami, aby bylo zduraznéno,
7e moznost zvy§ovani nebo snizovani prebytka vrcholu nezavisi na této hranici, kterd urcuje ka-
pacity hran, ale pouze na vzdélenosti mezi hornim okrajem horni hrany a dolnim okrajem dolni
hrany, ktery je ddn souctem kapacit téchto hran. Rezerva pro zvyseni piebytku pravého vrcholu,
dand vzdalenosti horniho okraje horni hrany a pohyblivého rozhrani (sitka bilého pasu) a rezerva
pro zvySeni pirebytku levého vrcholu, dand vzdalenosti pohyblivého rozhrani a dolniho okraje dolni
hrany (sifka sedého pdsu), jsou pak urceny polohou pohyblivého rozhrani. Soucet téchto rezerv
pro zvyseni prebytku je zjevné konstantni a rovny souctu kapacit hran.

Pro dplny popis situace proto bude vzdy (predpoklddajice znalost kapacit hran) dostatecné
znét rezervu jedné z hran (druhou lze snadno dopoéitat).

Scéna: Tok a rezerva

Pro popis algoritmu je daleko vyhodnéjsi pouzivat rezervy hran a ne jejich toky, protoze prenos
piebytku podél hrany e se v fe¢i toku musi rozdélovat do dvou moznosti: zvyseni toku hranou e
nebo snizeni toku hranou opacnou, zatimco v feci rezerv jde v obou ptipadech o snizeni rezervy
hrany e (za soucasného zvyseni rezervy hrany opacné o stejnou hodnotu, protoze soucet téchto
rezerv je konstantni a rovny souctu kapacit hran).

Za piedpokladu nulového vychoziho toku se proto na pocatku vypoctu polozi vychozi rezervy
hran rovné jejich kapacitam a tok se upravuje tak, ze se prenasi podél hran prebytky ve vrcholech za
soucasné zmeény rezerv dotcenych hran. Na konci vypoctu ale je nutné zpét z rezerv hran spocitat
toky jdnotlivymi hranami. Tato scéna ukazuje, jak se to provede.

Nastavte pomoci mysi vhodné rezervy jako v predchozi scéné (t.j. zvolte polohu rozhrani mezi
bilym pédsem, ktery je rezervou pro prenos zleva doprava a Sedym pasem - rezerva zprava doleva)
a kliknéte na checkbox [Vypocet toku]. Absolutni velikost toku se zobrazi jako sitka zeleného
pasu a smér toku, t.j. jednd-li se o tok hranou zleva doprava nebo zprava doleva, se pozné podle
zkoseni daného celem odpovidajici hrany.

Jednoduchy program pro vypocet toku z rezerv si ukazeme v laboratofi, ale moznda si ho uz
ted napisete sami.

Scéna: Nulovd kapacita

Nyni jesté zavérecnd scéna tykajici se toku a kapacit: spodni hrana zde ma nulovou kapacitu
(coz je vlastné totéz jako by v siti nebyla). Z obrazku je ale vidét, ze tato hrana muze i presto mit
nenulovou kladnou rezervu, coz ostatné plyne i z matematické definice rezervy; ta je v takovém
piipadé rovna toku opa¢nou hranou a znameng, ze zména piebytka koncovych vrcholu se déd provést
snizenim toku opac¢nou hranou.

V nésledujicich scénédch tykajicich se toku v sitich budeme pro formulaci algoritmi pouzivat
vyhradné pojmu rezervy hrany a toky hranami se budou dopocitavat az dodateéné na konci
vypoctu.

Ve vétsiné scén budeme pouzivat zobrazeni ukazujici ty hrany, které maji kladnou rezervu
(véetné téch, které byly do sité doplnény dodateéné s nulovou kapacitou), ale na druhé strané
skryvagici hrany s nulovou rezervou, protoze ty jiz nejsou pouzitelné k dalsimu pfenosu prebytku.
(Tyké se volby [rezerva] a [rezerva:kapacita] - v nékterych scénich a v médu [Prace] lze zpusob
zobrazeni volit z vice moznosti).

Nakonec shrneme a trochu rozvineme to, co bylo vysvétleno v této a nékolika ptredchozich
scénich. Predpoklddejme, ze je na hranach sité definovana jistd funkce ¢, kterd sice vyhovuje
stejnym kapacitnim omezenim jako tok, ale muze mit nezdporny piebytek i ve vnitinich vrcholech
(tedy je povoleno, aby do vnitinich vrcholi pfitékalo hranami vice nez odtéka). Takové funkeci
budeme fikat zobecnény tok. Specidlné tedy ¢ muze byt tok, tak jak byl definovan v prvni scéné.
Pak fekneme, ze rezerva usporadané dvojice h = (u, v) (kterd nemusi{ byt hranou sité) je ¢islo r(h),
definované takto:

e jestlize h je hranou site, ale h°P hranou neni, pak r(h) = ¢(h) — t(h);



e jestlize h°P je hranou sité, ale h hranou neni, pak r(h) = t(h°P);

e jestlize h 1 h°P jsou hranami sité a t(h°P) = 0, pak r(h) = c¢(h) — t(h);
e jestlize h i h°P jsou hranami sité a t(h) = 0, pak r(h) = c(h) + t(h°P);
e jestlize ani h ani h°P nejsou hranami site, pak r(h) = 0;

kde h°P predstavuje opacnou dvojici (v, u). Rozpomerite se také na nasi umluvu, ze nebudeme
pripoustét, aby (pokud h i h°P jsou hranami sité) platilo soucasné t(h) > 0 a t(h°P) > 0.

Pokud mé dvojice h = (u,v) kladnou rezervu R a pokud ¢ je zobecnény tok, ktery méa ve
vrcholu u kladny piebytek E, pak pokud A je kladné ¢islo takové, ze A < min(R, E), je mozno
manipulaci s hodnotami ¢ pro hranu h = (u,v) a/nebo h°? = (v,u) (pokud jsou hranami sité)
dosahnout snizeni piebytku ¢ ve vrcholu u o hodnotu A za soucasného zvyseni piebytku vrcholu
v o tutéz hodnotu A. Ptitom dojde soucasné k tomu, Ze rezerva hrany h o A poklesne a soucasné
se rezerva opacné hrany h°? o A zvysi. Této operaci budeme fikat pieneseni prebytku velikosti A
z vrcholu uw do vrcholu v.

Konkrétné manipulace s toky v h a/nebo h°P pii pienaseni prebytku z vrcholu u do vrcholu v
vypada takto:

e jestlize h°P je hranou sité a 0 < A < ¢(h°P), pak hodnotu ¢(h°?) snizime o A;

e jestlize h°P je hranou sité a 0 < t(h°P) < A, polozime A; = A — ¢(h°P) a nejprve hodnotu
t(h°P) snizime na nulu (tedy o A—Ay) a pak hodnotu #(h) zvysime o Ay (ve kole si ukdzeme,
ze h v tomto piipadé musi byt hranou);

e jestlize h°P neni hrana nebo ¢(h°?) = 0, pak hodnotu ¢(h) zvysime o A;

Nakonec si povsimnéte, ze pokud t je nulovy tok, pak rezervy hran sité jsou rovny jejich
kapacitdm, kdezto rezervy pro dvojice vrcholu, které nejsou hranami, jsou nulové.

Scéna: Ford-Fulkersonuv algoritmus

Jak uz bylo naznac¢eno vyse, Ford-Fulkersonuv algoritmus je s vyuzitim pojmu rezervy hrany
mozno popsat velmi jednoduse. Misto préce v puvodni siti budeme pracovat v siti, kterou budeme
nazyvat sit rezerv. Sif rezerv mé stejné vrcholy jako puvodni sit, ale mnozina jejich hran zdvisi
na tom, jaky v zakladni siti tece tok nebo zobecnény tok popsany v prvnim odstavci popisu této
scény a proto se v prubéhu vypoctu stdle méni. Predpokldadame-li, ze v jisty okamzik tece zakladni
siti zobecnény tok t, pak hranami v siti rezerv pravé ty dvojice h = (u,v), které maji kladnou
rezervu, tedy pro které plati (h) > 0.

Algoritmus za¢ind se z nulového toku a dokud je mozné nalézt cestu ze zdroje do spotiebice,
ktera je tvofena hranami s kladnymi rezervami, pak jednu z takovych cest vybereme a po jejich
hranach presuneme ze zdroje do spotiebice prebytek rovny minimu A z rezerv hran cesty. Tato
hodnota je nejvétsi mozna velikost prebytku, ktery se da postupné hranami pienést, aniz by doslo
k poruseni kapacitnich omezeni. Je ziejmé, Ze touto operaci se velikost toku zvysi o A.

Zkuste si vypocet pro zobrazeny piiklad a pripadné i dalsi sité z nabizeného souboru nebo
vlastni konstrukce. Na displeji je (s vyjimkou zacatku a konce vypoctu) zobrazovana sit rezerv,
tedy Sipky predstavuji dvojice vrcholi, které maji kladnou rezervu. Je velmi dilezité, abyste
pochopili, jak se pfi zpracovani jedné cesty zméni rezervy hran a jak se zméni mnozina hran sité
rezerv: vsem hrandm zpracovavané cesty poklesne rezerva o A. Alespon jedné hrané cesty (ale
casto i vice, napiiklad véem hrandm cesty) poklesne rezerva na nulu a tim padem ze sité rezerv
vypadne. Zaroven se vSem opac¢nym hrandm rezerva o A zvysi a proto se vsechny v siti rezerv
objevi, pokud v ni jiz pfedtim nebyly. Podotykam, ze tyto opacné hrany nemusely byt hranami v
zakladni siti (to kuptiklad plati pro vétsinu zpétnych hran cesty v ukazovanych piikladech).

Scéna: Rez a optimalita



Predchozi scéna ukézala, jak Ford-Fulkersonuv algoritmus zvysuje tok pomoci zlepsujicich cest.
Na prvni pohled ov§em neni jasné, zda v okamziku, kdy algoritmus nenachdzi dalsi zlepsujici cestu,
je nalezeny tok nejvétsi mozny. V této scéné ukazeme, ze tomu tak je.

Pro zvolenou sit provedte cely vypocet Ford-Fulkersonova algoritmu. Volba kroku je nastavena
na nejvyssi hodnotu [Cely vypocet], takze je to mozné provést jedinym stisknutim knofliku
[Krok]. Muzete ale také volbu kroku zmeénit a vypocet provadét po vétsich ¢ mensich krocich
postupné.

Rekneme, 7e vrchol sité je dosazitelny, pokud do ného vede cesta slozend z hran s kladnymi
rezervami. Zdroj je z trividlnich duvodu dosazitelny, ale spotiebi¢ v okamziku vypoctu dosazitelny
neni, protoze by se jinak Ford-Fulkersontiv algoritmus nezastavil, ale upravoval by tok dale podle
nékteré cesty, kterou lze spotiebi¢ dosdhnout ze zdroje.

Provadéjte vypocet az do jeho ukonceni. V tento okamzik se barevné oznaceni vrcholu zméni.
Vsechny dosazitelné vrcholy se zbarvi na stejnou barvu jako zdroj, tedy na zelenou. VSechny
nedosazitelné vrcholy se zbarvi na stejnou barvu jako spotiebic, tedy modrou. Dojde k rozdéleni
mnoziny vrcholu do dvou ¢ésti - dosazené a nedosazené, a toto rozdéleni nazveme rez.

Zmeéni se také barvy hran. Méjte na paméti, ze nejsou zobrazeny vSechny hrany, ale pravée ty
hrany, které maji kladnou rezervu. Z nich hrany spojujici dva zelené dosazitelné vrcholy se také
zbarvi zelené a hrany spojujici dva modré nedosazitelné vrcholy se zbarvi modie. Nakonec hrany
vychazejici z nedosazitelného vrcholu a konéici ve vrcholu dosazitelném jsou obarveny cervené.

Povsimnéte si, ze nevidime zadnou hranu vedouci z néjakého dosazitelného vrcholu u do
néjakého nedosazitelného vrcholu v, protoze kdyby byla zobrazena, méla by kladnou rezervu a
orientovand cesta v siti rezerv ze zdroje do u (mus{ existovat, protoze u je dosazitelny) spolu s hra-
nou (u, v) by znamenala, Ze i v by byl dosazitelny, coz by byl spor s nas{im vychozim predpokladem.

Nyni je myslim zcela jasné, ze ze zelené ¢asti sité se do modré ¢asti nedd zddnym zpusobem
dopravit vice toku, protoze zadna z hran, které jsou v tomto sméru, jiz nema pouzitelnou rezervu.
Matemeticky korektni dikaz tohoto tvrzeni vsak podame az ve skole.

Scéna: Rychlost vijpoctu

V piedchozi scéné jsme ukazali, ze Ford-Fulkersonuv algoritmus na rozdil od hladového algo-
ritmu vzdy nalezne optimalni feseni.

Jedinou otéazkou je, jak dlouho to trva. Myslim, ze nebudete mit trpélivost dokonc¢it vypocet,
ktery bude probihat na obrazovce, ale jeho myslenku jisté pochopite. Asi si vSimnete, ze Algovize
cesty voli zdmérné tak, aby vypocet nesmeéroval k cili prili§ rychle. Méjte vsak na paméti, ze Ford-
Fulkersonuv algoritmus nepredepisuje volbu cesty, pokud je vice moznosti a proto je tento postup
zcela legitimni. V piipadeé irracionalnich kapacit se dokonce mize stit, ze vypocet neskonéi nikdy.

Zkuste si vypocet krokovat - uvidite, ze zpracovani kazdé cesty zlepsi tok o 1. Liché iterace
naleznou cestu prochézi ze zdroje ptes horni vrchol do dolniho vrcholu a pak do spottebice, coz
vede ke zvySeni toku v pricce na 1. Sudé iterace pak ze zdroje jdou nejprve do dolniho vrcholu,
protismérné piickou do horniho vrcholu a pak do spotiebice, coz vede ke snizeni toku ptickou na
nulu a hra se muze opakovat. Jelikoz, jak jisté vidite, je velikost maximélniho toku v zobrazené
siti 2000, trval by vypocet opravdu dlouho; jsem piesvédcen, ze neprojdete ani prvnich padesat
cest, které Algovize nabidne.

Pocita¢ by sice pro tuto sit vypocet dokonéil v rozumné dobé, ale jiz v ramci 32-bitovych
celych ¢isel by bylo mozno zménit kapacity hran na obvodu na zhruba 2 miliardy a tedy by pocet
iteraci dosdhl okolo 4000000000 a pouzitim 64-bitovych hodnot kapacit by se doba trvani vypoctu
mohla zvysit na hodnotu, presahujici soucasné (a ziejmé i budouci) vypocetni moznosti lidstva. Je
proto zadouci nalézt rychlejsi algoritmus, kde by pifedevsim bylo mozné stanovit horni odhad doby
vypoctu jen ze znalosti poc¢tu hran a vrcholu a nebylo by mozno vypocet libovolné prodluzovat
zmeénou kapacit. Dva takové algoritmy, Dinitzuv a Goldberguv, budou popsdny v dalsi ¢asti.

4 Laborator

Sit je ¢tvefice S = (G, ¢, z,s), kde G = (V, H) je orientovany graf, z, nazyvany zdroj, a s, nazyvany
spotrebic, jsou dva ruzné vrcholy grafu G (tedy prvky mnoziny V) a ¢ je funkce, kterd kazdé



hrané h grafu G (tedy kazdému prvku mnoziny H) pfifazuje nezdporné redlné ¢islo ¢(h), nazyvané
kapacita hrany h. Kapacitu hrany h = (u,v) budeme také oznacovat jako c¢(u,v). Prvky mnoziny
V' budeme nazyvat vrcholy sité; vrcholy sité jiné nez zdroj a spotiebic se nazyvaji vnitrni vrcholy
sité. Prvky mnoziny H budeme nazyvat hrany sité.

Hranovd funkce v siti S je funkce f, kterd kazdé hrané h sité S prifazuje ¢islo f(h). Je-li
h = (u,v), pak mnohdy budeme misto f(h) casto psat f(u,v). Vrcholovd funkce je funkce g, kterd
kazdému vrcholu v sité piifazuje ¢islo g(v).

Pro mnozinu M vrcholu sité oznacime jako in(M) mnozinu hran, které zacinaji mimo M a
kon¢i v M a jako out(M) mnozinu hran, které zacinaji v M a kon¢i mimo M. Pokud v je vrchol
sité, pak in(v) respektive out(v) jsou tyto hodnoty pro M = {v}, tedy in(v) je mnozina hran
vstupujicich do v a out(v) je mnozina hran, pro které je v jejich pocdtkem.

Prebytek hranové funkce t ve vrcholu w sité je ¢islo

excsi(u) = Y t(h)— > t(k).

hein(v) k€out(v)

Zobecnény tok v siti S je hranovd funkce ¢, pro kterou plati:
1. pro kazdou hranu h sité je 0 < t(h) < ¢(h),
2. pro kazdy vrchol v sité ruzny od zdroje je excg+(v) > 0, a

3. jsou-li u a v dva vrcholy takové, ze jak (u,v), tak i (v,u) jsou hrany sité, pak bud t(u,v) =0
a/nebo t(v,u) = 0.

Do definice zobecnéného toku jsme tedy pridali pozadavek nulové cirkulace, jak byl objasnén
ve scéné o cirkulacich.

Tok v siti je specidlni ptipad zobecnéného toku t, pro ktery je excg (u) = 0 pro kazdy vnitini
vrchol sité.

Je-li t zobecnény tok, pak prebytek spotiebice, tedy Cislo excg (2), nazyvame velikost zobecnéného
toku t.

Z davodu, které byly jiz ukazany v prochdzce algoritmem, budeme ve zbytku kapitoly predpoklddat,
ze graf G je takovy, ze je-li (u,v) jeho hranou, pak i (v,u) je také jeho hranou, tedy s kazdou hra-
nou v ném lezi i hrana opa¢na. Pokud by se stalo, ze v zadaném grafu tato podminka splnéna
neni, pak takové hrany do grafu pfidame s nulovou kapacitou. Tedy pokud h = (u,v) by bylo
hranou, ale (v, u) nikoli, pak do grafu pfiddme hranu h°? = (v,u) a polozime c¢(h°P) = 0. Byl-li
t zobecnény tok v puvodni siti, pak jedind moznost jak jej dodefinovat v hrané h°P je polozit
t(h°P) = 0, protoze musi byt nezdporny, ale nejvyse rovny nulové kapacité. V takovém pripadé
se ale po pridani hrany a dodefinovani ¢t nezméni pirebytky vrcholu, takze ¢t zustava zobecnénym
tokem nebo tokem a nezmeéni se ani jeho velikost. Hranu opa¢nou k hrané i budeme i v dal§im
vzdy znacit jako hoP.

Rezerva hrany h = (u,v) sité S vzhledem k zobecnénému toku ¢ v této siti, oznacovand jako
rst(h), je ¢islo ¢(h) — t(h) + t(h°?). Nehrozi-li nedorozumeéni, budeme psat jen r(h). Povsimnéte
si, ze rezerva hrany muze byt vétsi nez jeji kapacita, tedy specidlné rezerva muze byt kladnd i
kdyz kapacita hrany je nulova; muze se to ale stat jen kdyZz opacnou hranou h°? tece nenulovy
tok. Hrana h se nazyva nenasycend pokud jeji rezerva je kladnd, v opacném piipadé se nazyva
nasycend. Cesta v siti je posloupnost na sebe navazujicich hran a nazyva se nenasycend, pokud je
slozena vyhradné z nenasycenych hran; pokud obsahuje alespon jednu hranu nasycenou, budeme
iikat, ze je nasycend.

Zlepsujici cesta (vzhledem k siti S a zobecnénému toku ¢) je posloupnost hran hq,...,h, sité
S takova, ze rezervy vSech téchto hran jsou kladné a existuji vrcholy vy, ..., v, takové, ze hi =
(vi—1,v;) proi =1,...,¢.

Budeme velmi casto pouzivat nasledujici operaci se zobecnénym tokem #:



Podminka aplikovatelnosti: A < min(c(h) —t(h) + t(hP),excs(u))
Ay + min(A,t(h°P));

Ag +— A —Ay;

t(h) « t(h) + Ao;

t(hoP) « t(hP) — Ay;

Piesun prebytku A pres hranu h = (u,v) (prvni varianta)

Podrobngji rozebrano tato operace pracuje nasledujicim zpusobem:
je-li t(h°P) > A, pak se t(h°P) snizi o A a t(h) se nezméni,
je-li A > t(h°P) > 0, pak se t(h°P) snizi na 0 a t(h) se zvysi o A — tp, kde to je puvodni hodnota
H(h"),
je-li t(h°P) = 0, pak se t(h°?) nezmeéni a t(h) se zvysi o A.

Nase algoritmy ale budou v zdjmu jednoduchosti pracovat nikoliv s toky, ale s rezervami. Jelikoz
budeme vychazet z nulového toku, jsou rezervy hran na zacatku vypoctu rovny jejich kapacitdm.
V prubéhu vypocétu budeme zaznamendvat, jak se rezervy hran méni, a teprve na konci si vyse
uvedenym zpusobem z rezerv spoc¢teme hodnoty toku, coz jsou data, kterd nas zajimaji. Tento
postup ma ale formalni hacek: rezerva hrany, tak jak byla definovana, neni proménné, jejiz hodnotu
je mozno meénit, ale funkce, jejiz hodnota je déna velikosti toku. Proto budeme postupovat tak,
zZe pro kazdou hranu h zavedeme proménnou R(h), jejiz hodnotu budeme ménit tak, abychom byli
schopni dokdzat, ze R(h) je stale rovna rezervé hrany h pro néjaky tok nebo zobecnény tok.

Obdobné jako s rezervami budeme zachézet i s prebytky. Prebytek vrcholu je funkce, kterou
vypocitat muze byt ndrocné - je tfeba uvazit toky vsemi hranami, které do uvazovaného vrcholu
vstupuji nebo z ného vystupuji, a téch muze byt mnoho. Zavedeme si proto také pro kazdy vrchol
v proménnou E(v), kterd bude udrzovana tak, aby jeji hodnota se prokazatelné stdle rovnala
prebytku vrcholu vuéi jistému toku nebo zobecnénému toku (ktery bude implicitné zaznamenén
pomoci hodnot R(h)). V nékterych pripadech (jako pravé zde u Ford-Fulkersonova algoritmu)
neni piebytky nutné znat a proto je mozno proménné E i piikazy s nimi manipulujici vynechat,
ale pozdéji u Goldbergova algoritmu bude jejich pouziti nutné a proto jsem je popsal jiz zde.

Pro tdplnost shrneme, jak se proménné R a E inicializuji tak, aby odpovidaly rezervim a
piebytkum vuéi nulovému vychozimu toku:

for kazdou hranu h do R(h) =c(h);
for kazdy vrchol v do E(v) =0;

Inicializace tidaju o rezervach a prebytcich

Jeslize zndme kapacitu jisté hrany h a jeji rezervu vuci néjakému toku, ale nevime, kolik je
tok touto hranou, pak neni tézké si tuto hodnotu vypocist (k tomu je nutny predpoklad nulové
cirkulace). Pokud tedy budeme mit jistotu, ze proménné R(h) jsou rovny rezervam hran vzhledem
k jistému zobecnénému toku ¢, pak t(h) je mozno urcit nésledujicim zpusobem:

Vstup: hrana h;
if ¢(h) > R(h)

then t(h) < c(h) —r(h)
else t(h) < 0;

Urceni toku hranou ze znalosti jeji kapacity a rezervy

Nage algoritmy budou toky hranami a tedy i rezervy hran a pfebytky vrcholi ménit vyhradné
aplikaci vyse uvedené operace presunu piebytku. V fe¢i proménnych R(h) a E(v) tato operace
vypada takto:

Podminka aplikovatelnosti: A < min(R(h),E(u))
R(h) < R(h) — A;

R(h°P) «+ R(h°P) + A;

E(u) + E(u) — A;

E(v) «+ E(v) + A

)




Piesun prebytku A pres hranu h = (u,v) (druhd varianta)

Nyni jiz mizeme popsat Ford-Fulkersontv algoritmus:

Vstup: sit’ (G,z,s,c¢), kde G = (V,H)
Inicializace tdaju o rezervach (a pfebytcich);
loop:

sestroj zlepSujici cestu;

if neexistuje zlepSujici cesta then goto konec;
zpracuj zlepSujici cestu;

gotostmt loop;

konec: vypoCet tokl hranami z ddajid o rezervach.

Ford-Fulkersonuv algoritmus

Jednotlivé nedefinované ¢asti vypoctu jsou nasledujici:

Sestrojeni zlepsujici cesty je nalezeni cesty ze zdroje z do spotiebice s v grafu, ktery ma mnozinu
vrcholu V' a jako mnozinu hran ma ty hrany h € H, pro které plati R(h) > 0. Zpusoby feseni této
ulohy (napiiklad prohleddvani do §ifky nebo do hloubky) byly probrény v kapitole o prohledavéan{
grafu a proto nejsou opakovany. V této casti se také zjisti, zda takova cesta existuje, coz je
informace, kterd se pouzije v nésledujicim kroku algoritmu. Nalezend cesta je pak pouzita jako
vstup pro zpracovani zlepsujici cesty.

Jak implicitné vyplyva z popisu algoritmu, uvazujeme v néasledujicim zpracovani zlepsujici
cesty variantu presunu piebytku hranou, kterd pracuje s proménnymi R (proménné E zde nejsou
potieba):

Vstup: Cesta hy,...,hy ze zdroje do spotfebice
Prom&nné: &islo A

A < min(R(hy),...,R(he));

for i =1,...,¢ do pfesuii pfebytek A pfes hranu h;;

Zpracuj zlepSujici cestu

5 Skola

Nejprve jednoduché, ale ¢asto pouzivané tvrzeni o tom, Ze soucet rezerv opa¢nych hran zustava
konstantni:

Tvrzeni 1 [Labeled: FFSumRes] Je-li t zobecnény tok v siti S = (G, z,s,¢) a h jeji hrana, pak
rs,t(h) + s (h°P) = c(h) + c(hP).

Dukaz: Jelikoz (h°P)°P = h, plati rs+(h) + rs:(h°?) = (c(h) —t(h) + t(h°P)) + (c(h°P) — t(h°P) +
t(h)) = c(h) + c(h°P). &
Pojem piebytku vrcholu si nyni zobecnime na piebytek mnoziny vrcholu:

Definice 1 [Labeled: FFDefExc] Nechf je dina sif S = ((V,H), z,s,¢), zobecnény tok t v siti S a
mnozina M vrcholu sité. Pak

excs (M) = Y t(h)y— > (k).

he(M) k€out(M)

Dulezité pomocné lemma, které bude nyni dokdzéno, je tvrzeni o piebytku mnoziny vrcholu:
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Tvrzeni 2 [Labeled: FFEzcM] Necht t je hranovd funkce v siti S, M je mnoZina vrcholi této sité.
Pak

excs (M) = Z excst(u).

uweM
Dukaz: Oznatme
Xt=>" > th), x2=> > th),
ueV hein(Vu) u€V heout(u)
Yi= > th), Y2= > t(h)
h€in(M) hE€out(M)

Pak je ziejmé, ze prava strana rovnosti z lemmatu, soucet prebytku vrcholu z mnoziny M vzhledem
k t, je rovna X1 — X2 a leva strana je Y1 — Y2.

Pro kazdou hranu h = (v, w) takovou, ze v,w € M se t(h) objevi pravé jednou jako s¢itanec v
X1 (jako prvek in(u) pro u = w) a prave jednou jako séitanec v X2 jako prvek out(u) pro u = v),
tedy se ve vyrazu X 1— X2 vyrusi. Jelikoz h nepatii ani do in(M), ani do out(M), t(h) se neobjevi
jako scitanec ani v Y1 ani v Y2.

Pro kazdou hranu h = (v, w) takovou, ze v,w ¢ M se t(h) neobjevi jako s¢itanec v zddném z
virazi X1, X2, Y1, V2.

Pro kazdou hranu h = (v,w) takovou, 7ze v ¢ M a w € M se t(h) objevi pravé jednou jako
s¢itanec v X1 (jako prvek in(u) pro u = w), ale ne jako s¢itanec v X2, tedy k vyrazu X1 — X2
piispiva hodnotou ¢(h). Jelikoz h patii do in(M), ale nepatii do out(M), hrana h k vyrazu Y1—-Y2
prispivé také hodnotou ¢(h).

Nakonec pro kazdou hranu h = (v, w) takovou, ze v € M a w ¢ M se t(h) objevi pravé jednou
jako s¢itanec v X2 (jako prvek out(u) pro u = v), ale ne jako s¢itanec v X1, tedy k vyrazu X1— X2
piispiva hodnotou —t(h). Jelikoz h nepatii do in(M, ale patii do out(M hrana h k vyrazu Y1—-Y2
piispiva také hodnotou —t(h).

Jelikoz jiné ¢leny se ve vyrazu neobjevuji, je zfejmé, ze X1 —X2=Y —Y2. &

Jako okamzité dusledky dostdvame

Tvrzeni 3 [Labeled: FFSumEzc] Soucet prebytku vSech vrcholu vzhledem k libovolné hranové
funkci t je 0.

Dukaz:  Viz minulé lemma pro M rovné mnoziné vech vrcholu (kdy in(M) a out(M) jsou
prazdné mnoziny). &

Tvrzeni 4 [Labeled: FFFlowSize] Je-li t tok, pak exts(z) = —exts(s), kde z a s jsou zdroj a
spotrebic site.

Dikaz: Viz minulé lemma, uvazime-li ze prebytky vnitfnich vrcholia sité vzhledem k toku jsou

0. &

Nyni si dokdzeme tvrzeni, které tikd, ze proménné R a E zavedené v laboratofi jsou skutecné
rovny hodnotam rezerv a prebytku:

Tvrzeni 5 [Labeled: FFR] Nech{ je dina sit S = ((V,H),z,s,c), zobecnény tok t v siti S a
proménné R(h), h € H, a E(v), v € V pro néz plati, Ze

R(h) = rg(h) pro kaZdou hranu h (A)

E(v) = excs(v) pro kazdy vrchol v B)
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Necht h = (u,v) je hrana sité S. Pak pokud se hodnoty t(h) a popripadé t(h°P) zméni pruni
variantou presunu prebytku A pres hranu h a hodnoty R(h) a R(h°P) i hodnoty E(u) a E(v) se
zmeéni druhou variantou presunu prebytku A pres hranu h, platnost podminek (A) i (B) zustane
zachovdna; pritom prond varianta presunu prebytku A je aplikovatelnd prdvé tehdy, kdyz je apliko-
vatelnd druhd varianta pro stejnou hodnotu A.

Dukaz: Tvrzeni o aplikovatelnosti plyne ptimo z podminek (A) a (B) pfed provedenim pfesunu.
Prvni varianta presunu zvysi t(h) o Ag a snizi t(h°?) o Ay, takze rs(h) = c(h) — t(h) + t(h°P)
poklesne o Ag + A; = A (oznaceni viz popis prvni varianty prenosu prebytku) a o totéz druhd
varianta presunu snizi R(h.

Jelikoz soucet reserv hran h a h°P je podle Lemmatu 1 konstantni, dojde soucasné pti prvni
varianté presunu ke zvyseni rezervy hrany h°? o A a stejnd zména se provede s R(h°P).

Pfesun muze zmeénit tok jen v hranach h a h°P, toky ostatnimi hranami se neméni. Proto se
mohou zménit jen prebytky dvou vrcholu u a v. Zména piebytku vrcholu u je rovna zméné vyrazu
t(h) + t(h°P), protoze h z vrcholu u vystupuje a h°? do néj vstupuje, a jiz jsme ukdzali, Ze tento
vyraz poklesne o A; stejné tak se zmeénii E(u).

Nakonec jelikoz soucet piebytku je podle Lemmatu 3 konstantni, prebytek vrcholu v o A vzroste
a stejné se zmeéni i E(v). &

Nyni dokdzeme, ze prevadéni piebytku nejvyse rovného rezervé hrany nikdy neporusi prvni a
teti podminku z definice toku; ze zobecnéného toku se tedy libovolnym pievedenim stane zase
zobecnény tok. Tento poznatek bude pouzit i u Dinitzova a Goldbergova algoritmu.

Tvrzeni 6 [Labeled: FFTransfCorrect] Necht t je zobecnény tok, h je hrana, A je éislo takové,
Ze 0 < A < ri(h). Pak prevedeni prebytku velikosti A hranou h neporusi kapacitni omezeni
0 < t(k) < c(k) ani podminku t(k) - t(k°?) = 0 pro Zddnou hranu k sité.

Dikaz: Pievodem piebytku pfes hranu h se muze zménit tok jen hranami h a h°P. Uvaite
nyni, ze kapacity hran se béhem vypoc¢tu neméni. Oznac¢me 7 a 7°P toky hranami h a h°? pied
pievedenim. Rezerva hrany h pted pievedenim tedy byla ¢(h) — 7 + 7°P.

Jelikoz predpokladame, ze A je nejvyse rovno rezervé hrany h pied prevedenim, plati

T+A—-7P <74 (c(h) —T7+7°) -7 =c(h).

Uvahu rozdélime na tFi piipady:
pokud je 7°? > A, pak se t(h°P) snizi a to na hodnotu 7°? — A > 0 protoze A < ¢(h)—7+71P < 7P
kapacitni omezeni pro h°P tudiz zustane v platnosti; t(h) se nezméni;
pokud je A > 7% > 0, bude po prevedeni t(h°?) = 0, tedy vyhovujici, a t(h) se zvysi, tedy bude
nezdporné a bude mit hodnotu 7 + A — 797 < ¢(h), tedy (jak bylo dokdzano vyse) nejvyse c(h);
pokud je 7°? = 0, pak se tok hranou h°? nezméni, (h) se zvysi, tedy bude nezéporny a bude mit
hodnotu 74+ A =74+ A — 7°P tedy nejvyse c(h).

Dikaz tvrzeni tykajici se nulovosti jednoho z ¢(h) a t(h°P) rozdélime na tii piipady:
pokud pied pfevedenim je t(h°?) > A, pak se t(h) se nezméni a zustane nulovy;
pokud pied pievedenim je A > t(h°P) > 0, bude po prevedeni t(h°P) nulovy;
pokud pied pievedenim je t(h°?) = 0, pak se prfevedenim nezmén{ a zustane nulovy. &

Déle dokazeme, ze

Tvrzeni 7 [Labeled: FFPathCorrect] Zpracovdni cesty podle Ford-Fulkersonova algoritmu nezménd

prebytek Zddného vnitiniho vrcholu sité a velikost toku zvysi o A.
Dukaz: Na zdkladé Lemmatu 5 muzeme misto prebytku uvazovat proménné E(v) pro vrcholy v
site.

Pro vrcholy mimo cestu se zjevné hodnoty E neméni.
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Je-li v vrchol zpracovavané cesty jiny nez jeji pocdtek (zdroj) nebo konec (spotiebic), pak je
koncem pravé jedné z hran cesty a zacatkem pravé jedné z hran cesty. Pii zpracovani cesty se tedy
E(v) zvysi o A pii prenosu hranou vstupujici do v, ale zase snizi pti pFenosu hranou vystupujici z
v, takze ma po ukonceni zpracovani cesty stejnou hodnotu jako na zacatku.

Do spotiebice vede jedind z hran cesty a zadna z ného nevystupuje, proto se piebytek spotiebice
zvysio A. &

Celkové jsme tedy dokazali, ze pii kazdém vstupu a vystupu do téla smycky ve Ford-Fulkersonové
algoritmu je t tok a jeho velikost stale roste. Je ovSem tieba ukézat, ze se algoritmus vzdy zastavi
a nalezne nejvétsi mozny tok.

Se zastavenim je potiz. Jsou zndmy sité s irraciondlnimi kapacitami, pro néz se Ford-Fulkersonuv
algoritmus pii nevhodnych volbach cest nikdy nezastavi. Jsou-li v§echny kapacity hran celociselné,
pak i kazda jind hodnota (tok hranou, rezerva, hodnota A pro zpracovani cesty) je také celociselnd
a proto A, coz je kladné celé ¢islo, bude alespon 1 a proto se tok po kazdém zpracovani cesty zvysi
alespon o 1 a tedy se po konecné dobé vypocet zastavi.

Jsou-li kapacity hran raciondlni, pak napiste kapacity jako zlomky s celociselnym c¢itatelem
a jmenovatelem a vyndsobte je nejmensim spoleénym ndsobkem jmenovatelu. Ziskd se sit s
celociselnymi kapacitami, ve které vypocet probihd stejné jako v puvodni siti, takze se po jisté
dobé také zastavi. Tato doba muze ovsem byt dlouha, jak jsme vidéli béhem prochézky.

Nyni ukdzeme, ze pokud se Ford-Fulkersoniv algoritmus zastavi, dd nejvétsi mozny tok. Ne-
jprve zavedeme ndsledujici pojem

Definice 2 [Labeled: FFCut] Rez je libovolnd mnozZina M vrcholi, kterd obsahuje zdroj a neob-
sahuge spotrebic. Velikost rezu M je soucet kapacit hran patiicich do out(M).

Nyni jedno technické lemma

Tvrzeni 8 [Labeled: FFCutFlow] Necht t je tok a M je fez v siti S. Pak velikost toku t je rouna
—excs (M).

Dukaz: Podle definice velikosti toku a Tvrzeni 3 je velikost toku rovna hodnoté —excs (), kde
z je zdroj. V mnoziné Mkromé zdroje jsou jiz jen vnitini vrcholy sité, které maji prebytek nulovy
a tedy podle Tvrzeni 2 je piebytek mnoziny M roven hodnoté excgs (z). o

Jedno z nejdilezitéjsich tvrzeni teorie toku v sitich je

Véta 9 [Labeled: FFWeakMinMazx] Necht t je tok a M je fez v siti. Pak velikost toku t je mensi
nebo rovnd velikosti rezu M.

Dukaz: Velikost toku ¢ je podle vySe uvedeného lemmatu rovna

—excs (M) =Y t(h)— Y tk)< D t(h),
heout(M) ke(M) heout(M)

kde jsme vyuzili toho, ze pro hrany h € in(M) jet(h) > 0 a pro hrany h € out(M) je t(h) < c¢(h).
Hodnota na pravé strané nerovnosti je ale velikost fezu M. &

Je ztejmé, ze pokud se Ford-Fulkersonuv algoritmus zastavi, pak neexistuje cesta ze zdroje do
spotiebice, kterd je slozena z hran, které maji kladnou rezervu vzhledem k vyslednému toku,
protoze jinak by nékterd z takovych cest byla vzdpéti pouzita pro zvySeni toku. Optimalita
vysledku urceného Ford-Fulkersonovym algoritmem proto plyne z néasledujici véty

Véta 10 [Labeled: FFMinMax] Necht t je tok takovy, Ze kaZdd cesta ze zdroje do spotiebice je
nasycend. Pak neexistuje tok, ktery by mel vétsi velikost nez t.
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Dikaz: K dukazu véty staci dokdzat, Ze existuje fez M, ktery md velikost stejnou jako tok t,
protoze podle predchozi véty neexistuje tok, ktery by mél vétsi velikost nez je velikost fezu M.
Definujme M jako mnozinu vSech vrcholu, do kterych ze zdroje vede nenasycend cesta. Zdroj do
mnoziny trividlné patii, z podminky ve vété plyne, ze do ni nepatii spotiebic a proto je M ftez.

Nechf h = (v, w) je hrana patiici do out(M). Jelikoz tedy v € M, pak podle definice M existuje
nenasycend cesta ze zdroje do v. Navic w ¢ M a tedy musi byt t(h) = c(h), protoze jinak by h
byla nenasycend a tedy nenasycend cesta ze zdroje do v doplnénd o hranu h by ddvala nenasycenou
cestu ze zdroje do w ve sporu s definici M.

Nechf nyni h = (v, w) je hrana pattici do in(M). Jelikoz tedy w € M, pak podle definice M
existuje nenasycend cesta ze zdroje do w. Navic v ¢ M a tedy musi byt ¢(h) = 0, protoze jinak by
h°P méla kladnou rezervu, a tedy nenasycend cesta ze zdroje do v doplnénd o nenasycenou hranu
h°P by byla nenasycend cesta ze zdroje do v ve sporu s definici M.

Podle Tvrzeni 8 je velikost toku ¢ rovna

Y ow- Y s Y )

hE€out(M) ke(M) hE€out(M)

a vyraz na pravé strané rovnosti je velikost fezu M. &

Jako okamzity dusledek tedy dostdvame

Véta 11 Pokud se Ford-Fulkersonuv algoritmus zastavi, nalezne nejvétsi mozny tok.
6 Dinitzav algoritmus

Scéna: Dinitzuv algoritmus

Dinitztuv algoritmus je vlastné implementaci Ford-Fulkersonova algoritmu. Ford-Fulkersontiv
algoritmus neptedepisuje, jakd zlepsujici cesta (t.j. nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice) se
ma vybrat, pokud je jich k dispozici vice. Dinitzuv algoritmus stanovi, ze je tfeba vybrat tu z
nich, kterd obsahuje nejméné hran. Jak uvidime, tento jednoduchy trik zpusobi piekvapivou zménu
nejhor§tho mozného chovani algoritmu. Nezdvisle jej objevili také Edmonds a Karp, ale Dinitzova
implementace navic obsahuje v kazdé své fazi predzpracovani, které vypocet jesté urychli.

Zékladni schéma algoritmu je zobrazeno na displeji. Provadéjte vypocet krokovacimi knofliky;
jednotlivé faze vypoctu zde budou komentovany:

Krok: Inicializace

Zde se provedou jednoduché uvodni operace, predevsim urceni pocatecnich rezerv hran, které
nebudu blize komentovat.

Krok: Urceni vrstev

Vrcholy rozdélime do vrstev; vrchol v je v k=té vrstve, pokud nejkratsi cesta ze zdroje do
spotiebice, tvoiend hranami s kladnou rezervou, obsahuje k hran. V nulté vrstveé je tedy jen zdroj,
v prvni vrstvé vrcholy, do kterych vede ze zdroje cesta s kladnou rezervou, v dalsi vrstvé vrcholy,
do kterych vedou hrany z prvni vrstvy atd. Vrstva jsou naznaceny svislymi pasy.

Obecné se muze stat, ze do nékterého vrcholu v siti rezerv cesta ze zdroje viibec nevede. Takové
vrcholy by byly zobrazeny u pravého okraje obrazovky.

Kdyz se vrcholy déli do vrstev poprvé, jsou toky hranami rovny nule a tedy jejich rezervy jsou
rovny kapacitdm, ale rozdélovani do vrstev se bude provadét opakované a pozdéji jiz bude vazba
mezi rezervami a kapacitami minimdalni a rozdéleni do vrstev muze byt zcela odlisné.

Krok: Test ukonéeni vypoctu

Pokud by v siti nevedla ze zdroje do spotiebice cesta tvorena nenasycenymi hranami, coz
bychom pfi urcovani vrstev zjistili, pak vypocet kon¢i vyskocenim z vnéjsiho cyklu a provedenim
zavérecnych uprav; jak jsme jiz ukdzali diive, znamend to, ze jiz byl nalezen maximélni tok.
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Krok: Vynechani pomalych hran

Do tohoto kroku se dostaneme, pokud pfi urcovani vrstev bylo mimo jiné zjisténo, ze v siti
existuje nenasycend cesta ze zdroje z do spottebice s. L(s) pak uddva délku této cesty. Dinitzuv
algoritmus prikazuje, aby pro zlepSovani toku byla v siti rezerv vybrana ta cesta ze zdroje do
spotfebice, které ma minimdlni délku, tedy délku rovnou L(s).

Pozorovanim vypoctu se zjisti, ze vétsinou takovych cest byva vice, nékdy i velké mnozstvi
a fadu z nich postupné vybereme pro zlepSeni toku. Proto je uzitecné okamzitou situaci prozk-
oumat podrobnéji a provést predbézné vypocty, diky nimz bude snazsi tyto cesty hledat. Toto
piedzpracovani, které schazi v Edmonds-Karpové algoritmu, zpusobi, Zze Dinitzuv algoritmus mé
lepsi asymptoticky odhad nejhorsiho mozného chovéni.

Podivame-li se na graf na obrazovce, je zfejmé, ze nasycend cesta ze zdroje do spotiebice (tedy
cesta sklddajici se z viditelnych hran) a obsahujici minimalni pocet hran se nemuze nikde zdrzovat
a kazdou hranou musi postoupit o jednu vrstvu doprava. Takové hrany budeme nazyvat rychlé.
Hrang, kterd ma oba konce ve stejné vrstveé a nebo dokonce vede smérem vlevo (jeji konec je zdroji
blize nez jeji pocatek), které budeme iikat pornald. Takovou hranou nejkratsi nenasycend cesta
prochdzet nemuze.

Stejné tak nemuze cesta minimdlni délky prochdzet vrcholy, které maji vzdalenost od zdroje
vétsi nebo rovnou vzdalenosti spotiebice od zdroje (a jsou ruzné od spotiebice). Hrany vychazejici
z takovych vrcholu také ozacime za pomalé.

Pomalé hrany se poznaji snadno na zdkladé hodnot L. Ma-li hrana pocétek v a konec w, pak
je pomald préve kdyz L(w) < L(v) nebo L(v) > L(s), kde s je spotiebic.

Na obrazovce se v tomto kroku pomalé hrany oznaci zluté, rychlé hrany zustdavaji modré.

Zédnou pomalou hranou (nyni je zlutd), nemuze prochédzet nejkratsi nenasycend cesta ze zdroje
do spottebice. Naopak to ale zjevné neplati: leckterd modra hrana je takova, ze ptes ni také takova
cesta nevede. Takovych hran se ale zbavime pozdéji.

Tento krok je natolik jednduchy, ze jej jiz podrobnéji rozebirat nebudu.

Zatrzeni checkboxu [Skryj zluté] (mozna musite nejprve stisknout knoflik [Vice ovladaéi))
se zluté pomalé hrany prestanou zobrazovat viubec. Zobrazovani vypoctu je pak ndzornéjsi, ale
zakryva fakt, ze v siti maji kladnou rezervu i pomalé hrany.

Krok: Nalezend slepych konci

Jestlize z vrcholu vychézeji jen pomalé hrany, pak pres néj urcité nevede nejkratsi nenasycend
cesta. Totéz plati i pokud do vrcholu vstupuji jen pomalé hrany. Takové vrcholy nyni urcime.
Tato jednoducha operace bude pozdéji rozebrana podrobnéji, ale jisté by vam necinilo problém
piislusny podprogram napsat sami.

Krok: Procisteni sité

Jak jsme jiz videli v predchozim kroku, pres nékteré rychlé (modré) hrany nevede zadné ne-
jkratsi nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice, protoze pokud pies né prejdeme, dostaneme se
diive ¢i pozdéji do slepé ulicky, neboli do vrcholu (jiného nez spotiebic), ze kterého zadné rychlé
modré hrany nevystupuji.

Podobné je tomu i u hran, do kterych se ze zdroje nemuzeme dostat rychlymi hranami.

V tomto kroku se v§echny slepé ulicky odstrani - hrany, které jsou sice rychlé, ale vedou do slepé
ulicky nebo se do nich dostaneme jen ze slepé ulicky a ne ze zdroje. Jak se to provede ukazeme
pozdéji, v této scéné uvidime jen vysledek a pripomeneme, ze v nékterych pripadech muze byt
slepa ulicka dlouhd a az za dlouhou dobu se ukaze, ze nikam nevede.

Podobné jako pomalé hrany se slepé rychlé hrany po provedeni kroku bud’ zobrazuji jako zluté
nebo nezobrazuji v zavislosti na nastaveni checkboxu [Skryj zluté].

Zkuste se vratit k siti pred proci§ténim a pak si vysledek operace znovu prohlédout; je ziejmé, ze
po procisténi lezi kaZdd modra hrana na nékteré nejkratsi nenasycené cesté ze zdroje do spotiebice a
ji mozno snadno nalézt bez vraceni se a navic kaZdd cesta ze zdroje do spotiebice tvorend modrymi
hranami je nenasycend cesta obsahujici minimalni pocet hran.

Z duvodu, které pozndme pozdéji, je ndsledujici ¢ast algoritmu souhrnné oznacena jako nalezeni
nasyceného toku modrymi hranami. Jednd se ale, jak uvidite pfi krokovani o cykl sestavajici z
nasledujicich kroku:
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Krok: Test ukonéeni cyklu hledani nalezeni nasyceného toku modrymi hranami

Béhem zlepsovani toku podél nalézenych cest a nésledného docistovani - viz nasledujici dva
kroky - ubyva modrych hran. Jakmile po zpracovani nékteré cesty zmizi posledni modra cesta ze
zdroje do spotiebice, pak se vSechny modré hrany stanou slepymi a néasledujici docisténi je vSechny
vynechd. Pak budeme muset dalsi cestu hledat mezi hranami, které zatim byly ohodnoceny jako
pomalé. Proto se probirany cykl ukon¢i a vracime se znovu na rozdéleni vrchola do vrstev, které
nékteré hrany dosud oznacené jako pomalé prehodnoti na rychlé a vypocet obecné muze pokracovat.

Krok: Nalezeni a zpracovdini cesty

Hledani nejkratsi nenasycené cesty bude probrano pozdéji, v této scéné se cesta zobrazi okamzite.

Zpusobem, ktery zname z Ford-Fulkersonova algoritmu nyni nalezneme minimalni rezervu na
cesté a o tuto hodnotu se snizi rezervy hran na cesté a naopak zvysi rezervy opacnych hran.
Mnozina nenasycenych hran se tedy zméni dvojim zpusobem

e pro alespon jednu hranu nalezené cesty se jeji rezerva sniZi na nulu a tedy tato hrana
prestane byt zobrazovéana a algoritmem (alesponi do¢asné) uvazovana; je to hrana nebo hrany
s minimalni rezervou mezi hranami cesty;

e hranam, které lezi v protisméru k hranam cesty, rezerva vzroste; po provedeni operace tedy
tyto hrany jsou maji kladnou rezervu; nékteré z nich ji mély kladnou jiz pfedtim, ale i pokud
byla rezerva nulova, zpracovanim cesty vzrostla na kladnou hodnotu.

Na uplné provedeni tohoto kroku musime zmacknout knoflik [Krok] ¢tyfikrat.
Po prvnim klepnuti na knoflik se objevi zelené vyznacend cesta. Po druhém se urci a zobrazi
hodnota A minimdlni rezervy hran cesty. Po tfetim klepnuti se barevné zobrazi zmény v siti rezerv:

e hrany, kterym rezerva vzrostla, jsou hrany opac¢né orientované k hrandm cesty a zobrazi se
ve dvou odstinech cervené; hrany, které jiz predtim byly nenasycené, budou svétle cervené,
zatimco hrany, jejichz rezerva vzrostla z nuly na kladné ¢islo a které tedy se nenasycenymi
pravé staly, budou syté cervené;

e hrany cesty, kterym rezerva poklesla, ale nikoli na nulu, takze ztustdavaji nenasycené, zustanou
zelené a

e hrany cesty, kterym rezerva poklesla na nulu, takze prestanou byt nenasycené, budou nyni
bilé a neobtazené.

U hran budou také uvedeny zménéné rezervy.

Nakonec po ¢tvrtém klepnuti se barevné oznaceni hran vrati k obvyklému zpusobu: hrany cesty,
které prestaly byt nenasycené, nejsou zobrazeny, ostatni hrany cesty jsou zobrazeny modie.

Opacné orientované hrany, které v minulém kroku byly ¢ervené, jsou pomalé a proto budou zo-
brazeny zluté nebo neznazornény v zavislosti na nastaveni checkboxu [Skryj zluté]. Tento fakt je
klicovy pro pochopeni algoritmu; zpracovanim cesty sice nékteré hrany nenasycené prestavaji byt,
ale jiné se nenasycenymi mohou stat, ale nové nenasycené hrany nejsou pouzitelné pro vytvoreni
nejkratsi nenasycené cesty.

Jak bylo feceno vyse, alespoil jedna hrana cesty piestane byt nenasycena. Tim se opét mohou
vytvorit slepé ulicky. Dinitzuv algoritmus proto po kazdém zpracovani cesty znovu vola procisténi
sité, které bylo zminéno vyse.

Krok: Docistént

Po zpracovani cesty vypadla alespon jedna modie zobrazend hrana. To muze vést k tomu, 7Ze
nékteré modré rychlé hrany se stanou slepymi - nevede pies né zadna modra cesta sdo spotiebice.
Takové hrany pak v tomto kroku vynechame stejné tak, jako se to provadélo v kroku cisténi
uvedeném vyse.

Scéna: Proc¢ kratké cesty
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Projdéte si vypocet jesté jednou; krokovani je jesté hrubsi nez v predchozi scéné, protoze u
zpracovani cesty je zndzornén jen vysledek po jejim ukonceni. Vypocet si rozdélime na faze, faze
jsou navzajem oddéleny skokem na navésti “loop” a prepocitani vrstev.

Po celou dobu trvani faze ma nejkratsi cesta ze zdroje do spotiebice v siti rezerv stejnou délku,
danou poctem vrstev, oznacme ji L. Jak jsme vidéli uz v ptedchozi scéné, pocet cest této délky L
kazdym zpracovanim klesne alespon o jednu (vypadne prinejmensim zpracovdvand cesta: alespon
jedna hrana zpracovavané cesty se nasyt{) a mohou sice vzniknout nové nenasycené cesty ze zdroje
do spotrebice, ale zadnd nova modra rychld modra nepribude a tedy nepribude ani zaddna modra
cesta stejné nebo kratsi délky.

Dokud existuje alespon jedna nenasycend cesta délky L, doc¢isténi ponechava sit modrych hran
neprazdnou (hrany cesty pro¢isténi nemuze vyhodit). Jakmile ale véechny cesty této délky zani-
knou, docisténi vsechny zbyvajici modré hrany vyhodi a proto vzdpéti nastava vyskok z vnitiniho
cyklu a nové faze. V tomto okamziku se také zjevné zvysi délka nejkratsi modré cesty ze zdroje do
spotiebice (puvodni cesty délky L zanikly a kratsi cesty nebo jiné cesty stejné délky v siti nebyly
a ani nevznikly). Po ukonceni libovolné fize se proto délka nejkratsi modré cesty ze zdroje do
spotiebice zvétsi.

Zkuste si nyni krokovat vypocet znovu a tvrzeni si ovérit. V rohu obrazovky se zobrazuje
poradové cislo faze a délka nejkratsi cesty.

Z uvedeného ihned plyne, Ze pocet fizi, neboli pocet opakovani vnéjsiho cyklu algoritmu nemuze
byt vétsi nez n — 1, kde n je pocet vrcholu sité. Prosta cesta ze zdroje do spotiebice totiz nemuze
mit vice nez n — 1 hran, ale alespon jednu hranu mit musi. Nyni staci uvazit, ze délka nejkratsi
cesty ze zdroje do spotiebite muze mit jen hodnoty 1,...,n — 1, ale v kazdé fazi jinou.

Kromé toho pti kazdém provedeni téla vnitiniho cyklu zmizi alespon jedna modrd hrana, takze
pocet provedeni vnitiniho cyklu v ramci jedné faze neptevysi pocet hran, které byly modré pii
vstupu do cyklu (a tedy je nejvyse roven poctu vsech hran sité).

Scéna: Pro¢ ne dlouhé cesty

Tato scéna je shodnd s predchozimi scénami ukazujicimi ¢innost algoritmu s jedinou, ale pod-
statnou odchylkou: zpusob vybéru cesty pro zlepseni toku nepreferuje nejkratsi nenasycenou cestu,
ale naopak cestu, kterd se snazi postupovat co nejpomalejsim zptusobem. Jde vlastné o Ford-
Fulkersonuv algoritmu, u kterého znizornujeme rozdéleni vrcholi do vrstev.

Na cesté se nyni muze objevit i pomald hrana. V piipadé vychozi sité této scény se do cesty
dostane hrana vedouci o dvé vrstvy zpét ke spotiebici.

Jestlize nékterd hrana h cesty vede o alespon dvé vrstvy zpét, hrana h°P k ni opacné orientovand
vede o alespon dveé vrstvy dopifedu smérem ke spotiebici. Znamena to, ze h°P, ktera je po zpracovani
cesty urCité nenasycend, se stane “superrychlou” nenasycenou hrana, kterd umozni od zdroje do
spotiebice postupovat rychleji, nez tomu bylo dosud mozné.

Pokud cesta pouzivd pomalé hrany, vedouci o jednu vrstvu zpét, nevytvoii to sice kratsi ne-
nasycenou cestu, ale muaze to vést ke vzniku nové a stejné dlouhé nenasycené cesty.

Vidime, ze vybér dlouhych zlepsujicich cest by vedl k tomu, ze zpracovani jedné cesty jisté délky
by mohlo vést k poruseni tvrzeni, ze nevznikaji cesty, slozené z hran s kladnou rezervou, které by
byly stejné dlouhé nebo kratsi nez existujici cesty. Pfitom na tomto piredpokladu je podstatnym
zpusobem zavisly odhad poctu opakovani cyklu kédu, ktery byl uveden v minulé scéné.

Scéna: Vrstvy

Tato scéna umozinuje podrobné krokovani etapy urcovani vrstev sité rezerv. Podrobnéji ji ale
komentovat nebudeme, protoze se jedna o prohledavani sité do sitky, které bylo podrobné probrano
jiz diive.

Scéna: Cisténi
Procisténi sité je sice rutinni, ale ne zcela jednoducha operace. Vyhodné je provadét ji jak je

popsano dale a jak je mozno podrobné krokovat na obrazovce, zatimco ostatni ¢asti vypoctu se
krokuji velice hrubeé.
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Piedné si pro kazdy vrchol poznamendvame, kolik modrych rychlych hran z ného vychazi a
kolik modrych rychlych hran do ného vstupuje. Potom vedeme zaznam o vrcholech, ze kterych
zadnd modra hrana nevystupuje, ale nékteré vstupuji a zdznam o vrcholech s opacnou vlastnosti
(z4dnd modra hrana nevstupuje, nékteré vystupuji).

Po rozdéleni vrcholu do vrstev a stanoveni rychlych modrych hran a zlutych pomalych hran se
tyto ddaje spocitaji zfejmym byt ponékud pomalym zpusobem, pak se jiz jen upravuji.

Pak se po sobé zpracuji slepé ulicky typu nic nevychédzi a typu nic nevstupuje. Popiseme zde
prvni operaci, druhd je obdobna.

Do mnoziny @ vlozime vSechny vrcholy, do kterych vstupuje alespon jedna modra hrana, ale
zadnd modrd hrana z néj nevystupuje. Pak dokud je () neprazdnd, opakujeme nésledujici operaci:

z ) se vyjme libovolny vrchol v a pro vsechny hrany (u, v) vstupujici do v se provede nasledujict:

hrana se prebarvi z modré na zlutou, o 1 se snizi idaj o poc¢tu modrych hran vystupujicich z u
a pokud toto ¢islo poklesne na 0, vrchol u se zaradi do mnoziny Q.

Krokujte si vypocet a sledujte, jak se slepé ulicky zpracovavaji.

Bystry Ctendar si jisté povsiml, ze konstrukce a zpracovani fronty vrcholu do kterych nevstupuji
modré hrany je zbytecné: slepé ulicky je nutno odstranit, abychom se do nich nedostali pii hledani
cesty do spotiebice v c¢isté siti, vychdzejice pritom ze zdroje, protoze by bylo nutno couvat a
vypocet by se zpomalil. Vrcholy, do kterych nevstupuji modré hrany, jsou ale vrcholy, do nichz se
pii takovém hledani nedostaneme; proto pii hledani cesty nemohou pusobit komplikace a nenf tudiz
potieba ztracet cas jejich odstraniovanim. V appletu jsou zatazeny proto, aby nakres sité modrych
hran byl piehledngjsi a “cistsi”. Jelikoz zpracovani obou front je analogické, nepfedstavuje jisté
pro ctenaie zadnou zatéz pii cteni knihy.

Scéna: Zpracovdni cesty

Tato scéna jen opakuje obdobnou scénu z Ford-Fulkersonova algoritmu. Zafadili jsme ji jen
proto, abyste si dobfe povsimli, ze pii hledani cesty v ¢isté siti se nemuze stat, ze bychom zabloudili
do slepé ulicky, museli se vracet a tim by se hledani prodlouzilo. V ¢isté siti s kazdym krokem
posuneme o jednu vrstvu blize ke spotiebici a proto (na rozdil od Ford-Fulkersonova algoritmu,
ale i od algoritmu Edmondse a Karpa) doba potrebnd k nalezen{ cesty je imérnd jeji délce.

7 Laborator

Ve vykladu Dinitzova algoritmu pouzivame vSechna oznaceni, zavedena v sekci o Ford-Fulkersonové
algoritmu, jehoz je Dinitztiv algoritmus specialnim piipadem. Nejprve si zavedeme oznacovani
stavu hran. Pro kazdou hranu h bude k dispozici proménnd h.status, kterd bude nabyvat 4
moznych hodnot - nasycend, pomald, slepd, pouzitelnd (a po jistou dobu na zac¢dtku vypoctu muze
byt proménnd neinicializovand). Nasycené hrany budou ty, které se pii prochdzce algoritmem
neznazornovaly, pouzitelné hrany byly oznacovany modie, pomalé a nepouzitelné hrany dvéma
odstiny zluté. Hrana, kterd je bud’ ve stavu “slepd” nebo “pouzitelnd” se také nékdy oznacuje
jako rychld a hrana, kterd neni ve stavu “nasycend” (je tedy pomald, slepd nebo pouzitelnd) bude
nazyvana nenasycena.

Déle budeme pro kazdy vrchol u pouzivat celotiselné proménné L(u), Dy (u) a Doyt (u).

Dinitztuv algoritmus muze byt popsdn nasledujicim zptisobem:
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1 DAinit inicializace ddajui o rezervéach;

2 DAloop  Faze:

3 DAlaye urceni vrstev;

4 DAtest if neexistuje nenasycend cesta zdroj — spot¥ebit
5 DAgoto then goto Konec;

6 DAfast urceni rychlych hran;

7 DAdeg urceni vjchozich stupfii vrcholi;

8 DAclea procisténi sité;

9 DAsat nalezeni nasyceného toku;

10 DAback goto Faze;

11 DAend Konec: vypoZet tokl hranami z ddaji o rezervéach.

Dinitzuv algoritmus

1 DSwhil while existuje hrana h takova, Ze h.status = pouzitelna do begin
2 DSpath nalezeni cesty;

3 DSproc zpracovani cesty;

4 DSclea proZisténi sité&;

) end.

Nalezeni nasyceného toku

Urceni vrstev je jednoduchd aplikace prohledavani do sitky, vychéazejice ze zdroje; pro iplnost
jej zde zopakujeme:

Prom&nné: (), FIFO fronta vrcholu;
1 LAinit L(z) =0; L(v) + oo pro kazdy jiny vrchol v;
2 LAiniQ zatad’ z do fronty @;
3 LAfor for vsechny hrany h do
4 LAsat if R(h) >0 then h.status < pouZitelna else h.status < nasycena;
5 LAwhil ~ while @ je neprazdna do begin
6 LAoutQ vyjmi prvni vrchol v z fronty @;
7 LAwfor for vsechny hrany h = (v,w) takové, Zze h.status = pouzitelna do
8 LAinfi if L(w) = oo then begin
9 LAsetL L(w) < L(v) + 1;
10 LAputQ zafad’ w do fronty @;
11 end;
12 end;

Urceni vrstev

Mnoziny vrcholu se stejnou hodnotou L(v) budeme nazyvat vrstvy.

Jestlize po uréeni vrstev je L(s) = oo, pak ze zdroje do spotiebice neexistuje nenasycend cesta
a vypocet konci skokem na navésti “Konec”, v opa¢ném pripadé se pokracuje snadnou klasifikaci
nenasycenych hran na rychlé a pomalé.

Nenasycena hrana (v, w) je rychld prave kdyz plati L(v) < L(w). Hrana je tedy rychld, jestlize
postupuje o jednu vrstvu doprava.

Pii vstupu do etapy klasifikace jsou v8echny nenasycené hrany oznaceny jako pouzitelné, a
v etapé klasifikace nechdme vSechny rychlé nenasycené hrany oznaceny jako pouzitelné (jsou to
modré hrany z appletu), ale zménime statut hran pomalych. V etapé ¢istén{ mohou byt nékteré
pouzitelné hrany preklasifikovany na slepé, viz dale.

Klasifikace je vyuzivana tak, ze cesta pro zlepseni toku se zasadné vybira z pouzitelnych hran.
Uvidime, ze se tim dosdhne dostatecné rychlosti vypoctu.

1 DFfor for vsechny hrany h = (v,w) takové, Zze h.status = pouzitelni do
2 DFif if L(v) > L(w)
3 DFthen then h.status < pomalé;

Urceni rychlych hran
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Cistént sité vychézi z uréeni stupit vreholu, které je také jednoduché. V pseudokédu v appletu
bylo implicitné zahrnuto do samotného procisfovani, zde jej uvedeme zvlast. Cislo Dyy,(v) resp.
D, (v) bude uddvat pocet pouzitelnych hran, vstupujicich do vrcholu v, resp. vystupujicich z
vrcholu v. V pribéhu také uréime pro néds nejzajimavéjsi informaci - mnoziny M;,, a M,y vrchold,
do kterych nevstupuji resp. ze kterych nevystupuji pouzitelné hrany.

1 for vsechny vrcholy v do begin D;,(v) < 0; D,y (v) + 0; end;

2 for vsechny hrany h = (u,v) takové, Ze h.status = pouzitelna do begin
3 zvys D;,(v) o 1; zvys Dyw(u) o 1;

4 end;

) Mznzm’ Moutzm;

6 for vsechny vnitfni vrcholy v do begin

7 if D;(v) =0 and D,y (v) #0 then vloz v do Myy,;

8 if Dyyt(v) =0 and D;,(v) #0 then vloz v do My

9 then vloZz v do M,u:;

10 end;

Urceni vychozich stupnua vrchola

Procisténi sité preklasifikuje nékteré hrany dosud klasifikované jako pouzitelné za slepé. Jak
uvidime ve §kole, slepé hrany jsou ty, které neni tfeba uvazovat pii hledani zlepsujici cesty, protoze
pres né nevede hledand cesta minimélni délky za zdroje do spotiebice, slozend jen z rychlych
nenasycenych hran. Procisténi sité spociva ve vystupnim a vstupnim procisténi sité:

1 DCwhil while M,,; je neprazdna
2 DCoutM vyjmi z My, libovolny vrchol v;
3 DCfor for kazdou hranu h = (u,v) vstupujici do v
4 DCuse takovou, Ze h.status = pouZzitelnd do begin
5 DCblnd h.status < slepa;
6 DCoutd Doyi(u) < Doye(u) —1;
7 DCind Din(v) < Djp(v) —1;
8 DCputM if u neni zdroj and D,,:(u) =0 and D;,(u) #0
9 then vloz u do M,yu:;
10 DCend end;
Vystupni procisténi sité
1 while M;,, je neprazdna
2 vyjmi z M;, libovolny vrchol u;
3 for kazdou hranu h = (u,v) vystupujici z u
4 takovou, Ze h.status = pouzitelna do begin
) h.status < slepd;
6 Dout(u)%Dout(u)_l;
7 D;, (U) +— D;p (U) —1;
8 if v neni spotfebit and D;,(u) =0 and D,y (u) #0
9 then vloz v do M;,;
10 end;

Vstupni procisténi sité

Vystupni procisténi sité;
Vstupni procisténi sité;

Procéisténi sité

Jak bylo naznaceno jiz v prochéazce, proceduru oznacenou jako “Vstupni procisténi” bychom
ve skutecnosti nemuseli pouzivat, protoze pti hledani cesty se do hran, které jsou v ni upravovany,
nedostaneme a proto ve skutec¢nosti kondme zbyte¢nou praci. Zkomplikovali bychom si tim ale
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vyklad algoritmu a dokazovani jeho vlastnosti. Az jej ale budete programovat, muzete si ho v
tomto smyslu upravit.

Nalezeni nejkratsi nenasycené cesty je velmi snadné, postupujeme stale vpred pouzitelnymi
hranami a zdhy se dostaneme do spotiebice.

Promé&nné: vrchol v;

1 v 4= zdroj;

2 while v # spotfebic do begin

3 DFedg zvol hranu h = (v,w) vychdzejici z v
4 takovou, Ze h.status = pouZitelna;

ptidej hranu (v,w) do vytvaFené cesty;
v =w;
end;

~ O Ot

Nalezeni cesty

Zpracovani cesty vyuziva operace piesunu piebytku, jak byla definovana v kapitole o FordFulk-
ersonové algoritmu a to ve formulaci, kterd pracuje s hodnotami R a nikoli vlastnimi toky hran.
Kromé vlastniho presunu piebytku jesté kontroluje, zda zpracovavané hrany zustanou nenasycené
a u téch, které prestanou byt nenasycené (a tim i pouzitelné) se opravi informace o stupni pocatku,
ktery se popiipadé zaradi do seznamu slepych ulicek.

Promé&nné: ¢&islo A;
stupnd D;,(v) a Dyy(v) vrcholu z Dinitzova algoritmu;
M;, a M,y , seznamy slepjch vrcholi z Dinitzova algoritmu;

1 A + o0;

2 for vsechny hrany h cesty do if A > R(h) then A = R(h);
3 for vsechny hrany h cesty do begin

4 DPdelt presuii prebytek A podél hrany h;

5 if R(h) =0 then begin;

6 DPstat h.status <~ nasycena;

7 u ¢ poZatek hrany h;

8 Dout(u) — Dout(u) -1

9 if u neni zdroj and D,y (u) =0 and Dy,(u) # 0
10 then zarad’ u do M,u;

11 v < konec hrany h;

12 DZn(’U) «— DZn(U) —1;

13 if v spotfebiz and D;,(v) =0 and D,y (v) # 0
14 then zarad’ v do M;,;

15 end;

16 DPslow if h°P.status = nasycenad then h°P.status < pomald;
17 end;

Zpracovani cesty

V uvedeném tvaru zpracovani cesty udrzuje aktudlni stupné vrcholu i seznamy M;, a M,y
nepruchozich vrchola, proto procisténi sité ndsledujici po zpracovani cesty nemusi stupneé a seznamy
znovu urcovat.

Abychom dodrzeli pozadavek nezaporného prebytku ve vnitinich vrcholech sité, je tieba v
druhém for cyklu probirat hrany v poradi, ve kterém se nachazeji na cesté. Tento pozadavek
ale ve skutecnosti neni pro spravnost vypoctu nutny, hrany cesty muzeme probirat v libovolném
poradi.

8 Skola

Je zfejmé, ze Dinitzuv algoritmus je implementaci Ford-Fulkersonova algoritmu; veskeré operace
navic jsou vedeny jedinym cilem: vybrat cestu tak, aby to bylo rychlé a vedlo i k ukonéeni vypoctu
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zpracovanim malého poctu cest. Proto se nebudeme zabyvat spravnosti algoritmu, kterd vyplyva
z uvah provedenych v predchozi sekci, ale pouze dokdzeme, ze se vzdy zastavi a to pomérné brzo.
V této ¢asti budeme jako N oznacovat pocet vrchol sité a jako M pocet jejich hran.

Pro zjednoduseni zapisu nékterych z nasledujicich tvrzeni zavedeme nésledujici nazvoslovi,
pouzivajici hodnot proménnych L, D;, a D gy
hrana h = (u,v) se nazyva doprednd, jestlize L(w) = L(v) + 1;
hrana h = (u,v) se nazyva pruchozi, jestlize bud u je zdroj nebo D;,(u) # 0 a soucasné v je
spotiebi¢ nebo D,y (v) # 0.

Vypocet Dinitzova algoritmu rozdélime na fize. Faze je usek vypoctu mezi dvéma po sobé
jdoucimi vstupy na navesti “Faze” (fadka 2), neboli jedno provedeni téla cyklu algoritmu. Mimo
to vypocet zahrnuje jesté inicializaci na za¢atku a na konci ur¢ovani vrstev, béhem néhoz se zjisti,
7e neexistuje nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice s ndslednym ukonc¢enim vypoctu vypoctenim
toku.

Kazda faze zaCind urcovanim vrstev, které se v prubéhu faze provede jen jednou. Béhem
urc¢ovani vrstev se pro kazdy vrchol v urcuje mimo jiné ¢islo L(v) a tato ¢isla se pak az do konce
fdze nemeéni. Dulezitym ddajem je ¢islo L(s) (kde s znamend spotiebi¢), které budeme nazyvat
index faze.

Nejdulezitejsi tvrzeni o Dinitzové algoritmu jsou nésledujici:

e index faze roste, tedy index libovolné faze, kterd neni uvodni fazi, je ostie vétsi nez index
faze predchozi;

e v prubéhu jednoho hleddn{ nasyceného toku (fddka 9 algoritmu odpovidajici procedure
“Nalezeni nasyceného toku”) pouzitelné hrany pouze ubyvaji a nemohou se objevit nové
pouzitelné hrany; kromé toho zpracovanim jedné cesty alespon jedna hrana ptestane byt
pouzitelnou a stane se nasycenou;

e v ramci jedné fize je veskerda doba vénovana c¢isténi sité imeérna poctu hran, které se pri
¢istén{ stanou nepouzitelnymi, tedy je O(M).

Z téchto tvrzeni snadno vyplyne odhad pro délku vypoctu: Je ziejmé, ze index faze je vzdy
roven délce néjaké prosté cesty ze zdroje do spotiebice a proto je to celé kladné ¢islo nejvyse rovné
N —1. Z prvniho tvrzeni tedy plyne, ze béhem vypoc¢tu nastane méné nez N fazi. Jedno zpracovani
cesty v ramci hledani nasyceného toku na zakladé druhého tvrzeni snizi pocet piipustnych hran
alesponn o 1 a tedy pfi jednom hledani nasyceného toku se zpracuje nejvice M cest a za cely
vypocet nejvice NM cest. Jelikoz zpracovani jedné cesty u Dinitzova algoritmu trva ¢as dmérny
jeji délce, kterd je mensf nez N, zpracovani cest zabere celkové cas NMO(N) = O(N?M). Podle
trettho tvrzeni stravime ¢isténim sité v jedné fézi cas O(M) a tedy celkové ve vsech méné nez N
fézich cas O(NM). Jelikoz ostatni ¢innosti jsou casové méné vyznamné, dostaneme z toho odhad
O(N?M) pro délku vypoéctu Dinitzova algoritmu. Dinitziv algoritmus je tedy implementaci Ford-
Fulkersonova algoritmu se zarucenou kratkou dobou vypoctu. Jsou sice znamy dalsi vylepseni

Nyni vySe uvedend tvrzeni dokdzeme a zopakujeme nastinény dukaz vypocetni slozitosti po-
drobné.

Je dilezité si uvédomit, ze toky hranami, resp. proménné R ménime pouze pouzitim operace
presunuti prebytku v fadku 4 procedury “Zpracovani cesty” a tedy na zakladé Tvrzeni 5 z analyzy
Ford-Fulkersonova algoritmu hodnota R(h) stéle uddvéa rezervu hrany h.

Nésledujici dvé tvrzeni byla v zdsadé dokazana v kapitole o prohledavani do §itky, proto je zde
nedokazujeme.

Tvrzeni 12 [Labeled: DinitzShortest] V okamZiku ukonéeni procedury “Uréeni vrstev” pro kazdy
vrchol v plati, Ze bud’ L(v) = oo a vrchol v je nedosazitelny ze zdroje nenasycengmi hranami a nebo
je L(v) délka nejkratsi cesty ze zdroje do v obsahujici jen nenasycené hrany.

Tvrzeni 13 [Labeled: DinitzL] V okamZiku ukoncent procedury “Urcéent vrstev” pro kazdou hranu
(v,w) plati, Ze bud’ L(v) = oo nebo L(w) < L(v) + 1.
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Druhé tvrzeni plat{ proto, ze pokud je v dosazZitelny ze zdroje nenasycenymi hranami (prave
tehdy bude L(v) < o0), pak se jednou dostane do fronty @, a kdyz z ni bude vyjimén, pak se
bud nastavi hodnota L(w) na L(v) + 1 a nebo uz hodnota L(w) nastavena byla pfi probirdni jiné
hrany (u,w), kde u vstoupil do fronty diive nez v a byl z ni proto také diive vyjmut; jelikoz pii
prohledavani do sitky hodnoty proménnych L vrcholu sefazenych podle toho, jak byly zafazovany
do fronty, tvori neklesajici posloupnost, je pak L(u) < L(v) a tedy L(w) = L(u) + 1 < L(v) + 1.

Poznamenejme také, ze v dané fazi se hodnoty proménnych L po ukonéeni procedury “Urceni
vrstev” nikde neméni.

Dilezitym, i kdyz prostym, disledkem Tvrzeni 13 je

Tvrzeni 14 [Labeled: DinitzInterLayer] Jsou-li u a v dva vrcholy, pak Zdidnd cesta z u do v ob-
sahugici jen nenasycené hrany nend kratsi nez L(v) — L(u).

Nésledujici trividlni tvrzeni popisuje status hran po ukonéeni procedury “Uréeni vrstev”:

Tvrzeni 15 [Labeled: DinitzSat] Po ukonéeni procedury “Uréent vrstev” (Fadek 3 Dinitzova algo-
ritmu) pro kaZdouw hranu h plati, Ze je bud nasycend je nasycend nebo pouZitelnd, a je nasycend
praveé kdyz R(h) > 0.

Dikaz: Pro kazdou hranu se provede fadek 4 procedury “Urceni vrstev”, kde se status hrany
nastavi, jak udava tvrzeni. Déle se uz v této procedute status hrany nikde neméni. &

“Urceni vrstev” pouze rozdéli hrany na nasycené a ostatni, které jsou prozatimné oznacené
jako pouzitelné. Teprve procedura “Urceni rychlych hran” vezme v tvahu rozdéleni vrcholu do
vrstev podle hodnot L a preklasifikuje hrany zatim oznacené jako pouzitelné (a tedy povazované
za rychlé) na hrany pomalé. Podivejme se nyni na nékteré dusledky pro zbyvajici (a hlavnf) ¢édst
faze.

Pouhym prohlédnutim provddénych zmén stavu hran zjistime, ze

Tvrzeni 16 [Labeled: DinitzStatusChange] Necht h je hrana. Od ukonéeni procedury “Uréent
rychlych hran” (fadek 6 Dinitzova algoritmu) do konce fdze mohou nastat pouze tyto zmény stavu
hrany h:

z pouZitelné na slepou

z pouZitelné na nasycenou

z masycené na pomalou.

Z tohoto tvrzeni plyne dilezity disledek, ze od ukonceni procedury “Uréeni rychlych hran” do
konce faze pouzitelnych hran muze jen ubyvat. Plyne z toho také jednoduché

Tvrzeni 17 [Labeled: DinitzOpp] Od ukonéeni procedury “Uréeni rychlych hran” do konce faze
plati, Ze hrana opacénd k pouZitelné hrané neni doprednd.

Dukaz: Hrana h = (u,v), kterd je pouzitelnd kdykoli pii provadéni fadek 7 az 10 Dinitzova
algoritmu musela podle ptfedchoziho tvrzeni byt pouzitelnd bezprostiedné po ukonceni “Urceni
rychlych hran” a tehdy byla urcité dopifednd, protoze jinak by byla preklasifikovana na pomalou.
Platilo tedy L(v) = L(u) + 1, a jelikoz se hodnoty L(u) a L(v) do konce fize neméni, plati po celou
uvazovanou dobu, ze L(u) < L(u) + 2 = (L(u) + 1) + 1 = L(v) + 1. Tato nerovnost ale znamen4,
7e hrana (v, u) opa¢nd k h neni dopiednd. &

Tvrzeni 18 [Labeled: DinitzFast] Od ukonceni procedury “Urceni rychlych hran” do konce fize
pro kazdou hranu h = (v,w) plati, Ze

(a) bud’ h je nasycend a R(h) =0;

(b) nebo h je pomald a R(h) > 0 a h nent doprednd;

(c¢) nebo h je pouzitelnd nebo slepd a R(h) > 0 a h je doprednd.
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Ditkaz:  “Urceni rychlych hran” neméni rozdéleni hran na nasycené a ostatni podle hodnot
R. Hrany, které jsou nenasycené rozdeéll na (stdle) pouzitelné a pomalé na zdkladé toho, zda
jsou doptedné, coz je podminka testovanad v fadku 2 “Urceni rychlych hran”. Tvrzeni tedy plati
bezprostiedné po ukonceni procedury a nyni dokazeme, ze az do konce faze se jeho platnost
neporusi.

Doprednost hrany je urcena jen hodnotami L pro jeji konce, které se od ukonceni “Urceni
vrstev” az do konce faze neméni. V procedurach “Procisténi sité” a “Nalezeni cesty” se neméni
ani hodnoty R hran, ani jejich rozdéleni na nasycené, pomalé a rychlé, jen se pii proc¢isténi muze
status hrany ménit z pouzitelné na slepou.

Platnost tvrzeni by tedy pro hranu h mohla byt ohrozena jen v procedute “Zpracovani cesty”
jako dusledek zmény R(h) nebo R(h°P) pii pievedeni prebytku v Fadku 4. Pro hranu h hodnota
R(h) klesne. Muze tedy klesnout na 0, ale v tom piipadeé je skuteéné hrana vzépéti preklasifikovana
na nasycenou v radku 6, aby se dokazované tvrzeni neporusilo, jen namisto (c) bude platit (a).

V tadku 4 byla hrana h urcité pouzitelna, takze podle Tvrzeni 17 h°? neni dopifedna. Pro
hranu h°? hodnota R(h°P) v fadku 4 stoupne. Pokud jiz byla nenulova, tedy h°P nebyla nasycend,
nenulovost R(h°P) se neméni a status h°? se nemeéni - podminka v fadku 16 pro ni neni splnéna.

Pokud R(h°P) bylo rovno nule a tedy hrana h°? byla nasycend, pak vzrust R(h°P) znamend
jeho zménu na kladnou hodnotu. Vzapéti, v radku 16, je h°P preklasifikovdna na pomalou a navic
jiz vime, ze neni dopfednd. Bude proto pro nf platit moznost (b) namisto pivodni moznosti (a).

[ )

Nyni se budeme zabyvat rychlymi hranami a konkrétné jejich rozdéleni na pouzitelné a slepé, o
které se staraji procedury procisténi. Datové struktury, které jsou pro to vyuzivany jsou proménné
Din(u)a Dout(u)y a Mzn a Mout-

Tvrzeni 19 [Labeled: DinitzDeg] V radcich 8 a 9 Dinitzova algoritmu pro kazdy vrchol u plati, Ze
Dy, (u) je pocet pouzitelnijch hran vstupujicich do vrcholu u,

D,ui(u) je pocet pouzitelngch hran vystupujicich z vrcholu u,

M;,, je mnozina vnitrnich vrcholi w, pro které je D;,(u) =0 a souéasné D,y (u) # 0,

Mour je mnozina vnitrnich vrcholi u, pro které je D,yi(u) =0 a souéasné D;,(u) # 0.

Dikaz: Procedura “Urceni vychozich stupniia” vrcholi je zjevné provedena piesné tak, aby po
jejim dokonceni tvrzeni platilo.

Zmény proménnych vyskytujicich se v tvrzeni probihaji pii proc¢istovani sité. Proberme vystupni
¢isténi, pro vstupni je dukaz obdobny. Je ziejmé, ze kdykoli se nékterd hrana pieklasifikuje z
pouzitelné na slepou, snizi se o 1 piislusné stupné jejich koncu tak, aby se platnost prvnich dvou
fadkua tvrzeni neporusila. Pro vrchol v, ktery byl vyjmut z M, platilo D, (v) = 0 a soucasné
D;,,(v) # 0, ale vzapeéti se vsechny prijatelné hrany vstupujici do v preklasifikuji na slepé a s tim
také D;, (v) klesne na 0, coz spolu s tim, ze D,,(u) je stile 0, odpovida tomu, ze v byl vyjmut
z Myy:. Nakonec pokles D,y (u) v taddku 6 procedury muze zpusobit, Ze tato hodnota poklesne
na nulu a pak se poptipadé vrchol zaradi do M,,; tak, aby platnost dokazovaného tvrzeni nebyla
narusena.

Hodnoty proménnych, vyskytujicich se v tvrzeni, se neméni pii hledani cesty, ale jejich zmény
probihaji pii zpracovani cesty. I tam vsak jsou stupné koncovych vrcholu hrany nebo hran, které
ze z pouzitelnych zméni na nasycené, méni tak, aby vyjadirovaly pocet incidentnich pouzitelnych
hran, a patfiénym zpusobem se aktualizuji i mnoziny My, a M;,. &

Nyni jiz je mozno dokazat hlavni charakteriza¢ni tvrzeni pro hrany, které iika, ze statut hrany
algoritmus nastavuje tak, ze jednoduse souvisi s jeji nasycenosti, doptednosti a prichodnosti.

Tvrzeni 20 [Labeled: DinitzClassif] Pri vstupu do procedury “Nalezeni cesty” v Fadku 2 procedury
“Nalezeni nasyceného toku” (tedy vzdy po ukonéent procedury “Procisténi sité” v rddku 8 zdkladniho
algoritmu nebo Fddku 4 procedury “Nalezeni nasyceného toku”) pro kaZdou hranu h = (u,v) plati,
ze
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bud’ h je nasycend a R(h) = 0;

nebo h je pomald a R(h) > 0 a h neni doprednd;

nebo h je pouzitelnd a R(h) > 0 a h je dopfednd a prichozi;
nebo h je slepd a R(h) > 0 a h je doprednd, ale neni prichozi.

Dukaz: Na zdkladé predchozich tvrzeni staci dokazat, ze dopredné hrany s kladnou rezervou
jsou rozdéleny na pouzitelné a slepé na zdkladé toho, zda jsou pruchozi.

Tvrzeni 16 tikd, ze nemuze tedy vzniknout nova rychld (t.j. pouzitelnd nebo slepa) hrana a
pokud by se néktera rychld hrana stala nasycenou nebo pomalou, jiz nds nemusi zajimat.

Pii procistovani stupné D;, a D, mohou jen klesat, takze pokud pro néjaky vrchol u je
D;,, = 0 nebo D,,; = 0, pak se to béhem proc¢isfovani nemuze zménit. Hrana, kterd neni pruchozi,
se tedy pri procisfovan{ pruchozi nemuze stét.

Pokud by néjakd hrana h = (u,v) byla na zacitku “Procisténi sité” pouzitelnd, ale nikoli
pruchozi, pak by platilo, ze bud u neni zdroj a pfitom D;,(u) = 0 nebo v neni spotiebi¢ a pfitom
Dyyi(v) = 0. Diky hrané h vsak D,ue(u) > 0 a Dyp(v) > 0, takze na zdkladé Tvrzeni 19 by
bud w patiil do M;, nebo v by patiil do Myy;. V prubéhu pro¢istovani sité by pak bud u byl
vyjmut z M;, nebo v by byl vyjmut z M,,:; v obou ptripadech by h byla preklasifikoviana na slepou,
zustavajic nepruchozi.

Po urceni vrstev a stupiiu nejsou slepé hrany; slepou se hrana h = (u,v) muze stit zménou
z pouzitelné. V okamziku, kdy se tak déje musi byt bud v € M;, nebo v € M,,;, takze v ten
okamzik neni pruchozi a nepruchozi zustane az do konce ¢isténi. Slepd pruchozi hrana tedy nemuze
vzniknout. &

Pro zjednodus8eni formulace nésledujicich tvrzeni budeme fikat, Ze cesta v siti je pouzitelna,
pokud se skldda vyhradné z pouzitelnych hran.

Nyni ukdzeme, ze po procisténi sité lze pouzitelnou cestu pro zlepseni toku hledat jednoduchou
a rychlou procedurou “Nalezeni cesty”, kterd neptipousti zadné ndvraty zpét ze slepych ulicek.
Klicové je nasledujici

Tvrzeni 21 [Labeled: DinitzPath] Pri vstupu do procedury “Nalezeni cesty” v radku 2 procedury
“Nalezeni nasyceného toku” (tedy vdy po ukonceni procedury “Procisténi site” v radku 8 zdkladniho
algoritmu nebo Fddku 4 procedury “Nalezeni nasyceného toku”) pro kazdou hranu h = (u,v) plati, Ze
h je pouzitelnd pravé kdyZ pres ni prochdzi alespori jedna pouZitelnd cesta ze zdroje z do spotrebice
s.

Dukaz: Necht hrana h je po ukonceni procistovani pouzitelnd. Necht hi, ..., hy je nejdelsi cesta
slozend z pouzitelnych hran, kterd obsahuje hranu h (tedy h = h; pro néjaké i takové, ze 1 <i < /7).
Oznatme zacatek hg jako ug. Jelikoz hg je pouzitelnd a tedy podle predchoziho tvrzeni pruchozi,
pak kdyby ug nebyl zdroj, muselo by byt D, (ug) > 0, tedy podle Tvrzeni 19 by do uo vstupovala
pouzitelnd hrana, coz je spor s tim, ze cesta ho, ..., hy je nejdelsi. Podobné by se dostal spor s
predpokladem, ze posledni hrana cesty nekonci ve spotiebici. Cesta je tedy zac¢ind ve zdroji a
konéi ve spotiebici. &

Tvrzeni 22 [Labeled: DinitzPathL] Pouzitelnd cesta ze zdroje do spotrebice md vidy délku L(s).

Dukaz: Nechf z = wvg,v1,...,u¢ = s jsou vrcholy pouzitelné cesty ze zdroje do spotfebice,
tedy pro i = 1,...,¢ je (v;,,v;) pouzitelnd hrana. To ale implikuje, ze pro vsechna takova i je
L(vi,) +1 = L(v;) a jelikoz L(vg) = L(z) = 0, plyne z toho L(v;) = i. Z toho ale pro délku ¢ cesty
vyplyva, ze £ = L(v;) = L(s). &

Tvrzeni 23 [Labeled: DinitzFindPath] Procedura “Nalezeni cesty” vidy nalezne pouZitelnou cestu
ze zdroje z do spotrebice s.
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Dukaz: V fadku 3 procedury mé algoritmus zvolit pouzitelnou hranu vychdzejici z vrcholu v a
predevsim musime dokézet, ze takovy hrana vzdy existuje.

Jestlize existuje alesponi jedna pouzitelnd hrana (coz je podminka pro vstup do procedury
“Nalezeni cesty”), pak podle predchoziho tvrzeni pfes ni jde cesta ze zdroje do spotiebice, slozena
z pouzitelnych hran, coz implikuje, ze ze zdroje z vychazi alespon jedna pouzitelnd hrana a tedy
pro v = z potiebnd pouzitelnd hrana existuje.

V okamziku, kdy v uz neni zdroj, je v okamzity konec vytvarené cesty a tedy do néj vstupuje
pouzitelnd hrana h - ta, kterd je posledni v jiz vytvoreném segmentu cesty. Podle Tvrzeni 21
tedy hranou v prochdzi pouzitelnd cesta C sméfujici do spotiebice. Pokud tedy v neni spotiebic
(coz je podminka pro to, abychom se znovu dostali do fadku 3), musi z v vychdzet alespon jedna
pouzitelnd hrana (prinejmensim hrana cesty C nésledujici za hranou h) a tedy volba v dalsim
provedeni fddku 3 je moznd. &

Poznamenjme, ze cesta vytvarend procedurou “Nalezeni cesty” se musi “trefit” do spotiebice.
Pouzitelna cesta, ktera by jej minula, by musela postupovat stdle dal k vyssim vrstvam vrchold,
takze by nakonec skoncila ve slepé ulicce, takze by byla pied hleddnim cesty odstranéna alespon
castecné pii procisfovani, které hleddni cesty bezprostiedné predchézi. Pouzitelné cesty, které
zbudou po procisténi tedy vSechny sméfuji do spotiebice.

Rekneme, Ze cesta je nenasycend, jestlize neobsahuje zadnou nasycenou hranu.

Nasledujici tvrzeni je svym zpusobem obracenim Tvrzeni 22.

Tvrzeni 24 [Labeled: DinitzShortPath] Nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice, jejiz délka je
rovna indexu fdze je pouZitelnd.

Dukaz: Nechf z = ug,...,u; = s jsou vrcholy takové, ze proi =1,...,¢ je (uj—1,u;) nenasycend
hrana a predpokladejme, ze £ = L(s). Je L(ug) = L(z) = 0 a podle Tvrzeni 13 je také L(u;_1)+1 <
L(u;) pro kazdé i, coz implikuje L(i) < i. Kdyby pro néjaké i platila nerovnost, pak by bylo také
L(ug) < £ = L(s), spor. Tedy vsechny hrany cesty musi byt dopredné.

Existence celé cesty ale také implikuje, ze stupné Dy, a D,y pro viechny vrcholy cesty jsou (s
piipadnymi jednostrannymi vyjimkami pro zdroj a spotfebi¢) kladné a tedy vSechny hrany cesty
jsou pruchozi na zdkladé Tvrzeni 19 a proto musi byt pouzitelné podle Tvrzeni 20. &

Ted se jiz dostdvame k zavérecnému odhadu ¢asové slozitosti. Jiz vime, ze v ramci jedné faze
pouzitelné hrany nepiibyvaji, ale

Tvrzeni 25 [Labeled: DinitzLess] Procedura “Nalezend cesty” zmensi pocet pouzitelnych hran.

Dukaz: Alespoi pro jednu hranu h ze zpracovdvané cesty musi platit R(h) = A. Pro tuto hranu
h ptresun prebytku A znamena zmenseni R(h) na 0 s naslednym pieklasifikovianim z pouzitelné na
nasycenou. V ramci procedury se pouzitelnou nemitze stat hrana, kterd pouzitelna nebyla. &

Vsechna vyse dokdzand tvrzeni o hodnotach proménnych se tykala provadéni jedné faze a byla
formulovéna s podstatnym vyuzitim proménnych L, které se v nasledujici fazi mohou zcela zménit.
Nésledujici tvrzeni ale je nezavislé na hodnotach specifickych pro danou fazi a vaze k sobé dvé po
sobé nasledujici faze. Vyuzivame pii ném Tvrzeni 24, které charakterizuje pouzitelné cesty ze
zdroje do spotiebice pouze s pouzitim pojmu nasycenosti hrany, ktery je nezdvisly na proménnych
vézanych na jednu fazi (s vyjimkou indexu faze).

Tvrzeni 26 [Labeled: DinitzIndex] Oznacime-li délku nejkratsi nenasycené cesty ze zdroje do
spotrebice pri k-tém vstupu do Tddku 2 Dinitzova algoritmu jako Ly (a Ly, = N, kde N je pocet
vrcholu sité, pokud takovd cesta neexistuje), pak vstoupi-li vgpocet do Tadku 2 algoritmu q-krdt, pak
L1 <Ly <o < Ly.
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Dikaz: Oznac¢me v prubéhu jedné faze jako M mnozinu vSech nenasycenych cest ze zdroje do
spotiebice, které maji délku rovnou nebo mensi nez je index fize. Pro dukaz tvrzeni staci dokazat,
ze na zacatku faze je M neprazdna, ale na jejim konci je prazdna.

Z Tvrzeni 13 plyne, ze “Urceni vrstev” nastavi L(s) (které udava index fize) na hodnotu rovnou
délce nejkratsi nenasycené cesty. Z toho plyne, Ze na zacatku faze (kterd neni predcasné ukoncena
skokem na Konec) existuje nenasycend cesta ze zdroje do spottebice délky rovné indexu féze, takze
M je neprazdnd.

Kdyby na konci faze byla M neprazdnd, existovala by nenasycend cesta ze zdroje do sporebice
délky rovné indexu fize. Ta by ale byla podle Tvrzeni 24 pouzitelnd a proto by v siti existovala
pouzitelna hrana. Faze ale muze skoncit jen pokud v siti zddnd pouzitelnd hrana neni. &

Pravé dokazané tvrzeni je nejdilezitéjsim vysledkem o ¢asové slozitosti Dinitzova algoritmu a
ihned z ného plyne

Tvrzeni 27 [Labeled: DinitzIndexN] Pocet fizi vgpoctu podle Dinitzova algoritmu neni vétsi nez
pocet vrcholu sité.

Dukaz: Nejkratsi nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice musi byt prostd (zadny vrchol se na
ni nevyskytuje vicekrat) a proto obsahuje nejvice N — 1 hran, kde N je pocet vrcholu sité. Index
sité je tedy podle Tvrzeni 24 nejvyse N — 1. &

Vyse uvedend tvrzeni také umoznuji odhadnout dobu, potiebnou k provedeni jedné faze.

Tvrzeni 28 [Labeled: DinitzPathRpt] V jedné fizi Dinitzova algoritmu se provede “Nalezeni cesty”
1 “Zpracovdni cesty” nejvyse M -krdt, kde M je pocet hran sité.

Dikaz: Podle Tvrzeni 25 a Tvrzeni 16 operace “Procisténi sité”, “Nalezeni cesty” 1 “Zpracovani
cesty” nezvétuji pocet pouzitelnych hran a posledné jmenovand procedura ho pti kazdém provedeni
zman§i alespon o 1. Pocet provedeni “Zpracovani cesty” v ramci jedné faze tedy nemuze byt veétsi
nez byl vychozi pocet pouzitelnych hran v této fazi po provedeni “Urceni vrstev”, coz je ovsem
nejvyse M. &

Tvrzeni 29 [Labeled: DinitzTimePath] Jedno provedent procedury “Nalezeni cesty” spolu s ndsledngm
“Zpracovdnim cesty” provedou O(N) kroki, kde N je pocet vrcholu sité.

Dukaz: Jak “Nalezeni cesty”, tak i “Zpracovani cesty” trvaji cas, ktery je imérny délce nalezené,
respektive zpracovivané cesty a tato délka nemuze byt vétsi nez N (7). &

Tvrzeni 30 [Labeled: DinitzOnceInM] Jestlize byl vrchol u vyjmut z Moy (resp. z M, ), pak se
v prubéhu dané fize do My, (resp. do M;,) znovu nedostane.

Dukaz: Z Tvrzeni 19 plyne, ze u je v M,,+ pouze kdyz se nejedna o zdroj a D, (u) = 0. Jestlize
je z M,y vyjmut, stane se to v fadku 2 vystupniho procisténi sité a v nésledujicim provedeni
for cyklu v tadcich 3 a 10 této procedury se vSechny hrany vstupujici do u preklasifikuji na
slepé, takze pak bude D;,(u) = 0 a protoze D;,(u) neroste, tento stav se do konce fize nezméni.
Proto jiz nikdy v dané fazi nebude zafazen do My, protoze nebude splnéna podminka fadku 8
“Vystupniho procisténi sité”, coz je jediné misto, kde by se jesté do M,,; mohl dostat. Pro M;,
je dukaz obdobny. &

Tvrzeni 31 [Labeled: DinitzTimeClean] V jedné fdzi Dinitzova algoritmu se dohromady ve viech
provedenich procedury Procisténi sité provede O(M) kroki, kde M je pocet hran sité.
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Dukaz: 7 predchoziho Tvrzeni plyne, ze tddky 1 a 2 “Vystupniho procisténi sité” se nemo-
hou v ramci jedné faze provést vicekrat, nez kolik je vrcholu sité - kazdé provedeni je vdzano ke
konkrétnimu vrcholu, ktery je vyjiméan z M. Jelikoz jedno provedeni kteréhokoli z fadku 2, 5-8
trva konstantni cas, nezavisly na velikosti sité, pak jedno provedeni for cyklu v fadcich 3-10 trva
cas, ktery je v nejhorsim pfipadé imérné stupni tohoto vrcholu. Proto se télo cyklu neprovede
vicekrat nez kolik byl vychozi pocet pouzitelnych hran v siti v uvazované fazi, tedy nejvyse M-krat.
Podobnd tdvaha se provede pro Vstupni procisténi sité. ¢

Tvrzeni 32 [Labeled: DinitzTimePhase] Md-li sit S celkové N vrcholi a M hran, pak jedna faze
Dinitzova algoritmu skonéi po O(NM) krocich.

Dikaz: “Urceni vrstev”, “Urceni rychlych hran” a “Urceni vychozich stupnu” zjevné trva cas
nejvyse umérny souc¢tu poc¢tu vrcholu a hran, tedy vyrazné méng, nez je potieba pro odhad O(N M).

Celkovy pocet kroku pfi procisfovani je v jedné fézi podle Tvrzeni 31 O(M). Nakonec urcovani
a zpracovavani cest se provede nejvyse M-krit a kazdé vyzaduje cas O(N), viz Tvrzeni 28 a
Tvrzeni 29. &

Véta 33 Md-li sit S celkové N wvrcholi a M hran, pak Dinitziv algoritmus nalezne nejuétsi tok v
siti S po O(N?M) krocich.

Dikaz: Véta je snadnou kombinaci ¢asového odhadu pro jednu fizi a odhadu pro pocet vyko-
nanych fazi, protoze fadky 1 a 11 algoritmu (inicializace a ukonceni, které nejsou zahrnuty do fézi)
vyzaduji ¢as imérny poctu vrcholu a hran sité. &

9 Goldberguv algoritmus

Ford-Fulkersonuv algoritmus a fada dalsich algoritmu, které z ného byly odvozeny, jako je Dinitzuv
algoritmus, jsou predstavitelé jednoho typu algoritmu pro toky v sitich, které vyuzivaji zlepsujici
cesty. V této ¢dsti popiseme jiny algoritmus, ktery je zdkladnim predstavitelem algoritmu pracujicich
s nehotovym tokem.

Zatimco metoda zlepsujici cesty by se dala snadno vysvétlit bez pouziti pojmu piebytku toku
ve vrcholu a ve Ford-Fulkersonové algoritmu i jeho implementacich, jako je Dinitzuv algoritmus,
se prebytky objevi jen na velmi kratkou dobu a vzdy jen v jediném vrcholu, metoda nehotového
toku predpokladd, ze po celou dobu vypoctu je v alespon jednom a vétsinou v mnoha vnitifnich
vrcholech kladny piebytek. Budeme ale vyzadovat, aby zddny vrchol (s vyjimkou zdroje) nemél
nikdy zaporny prebytek neboli deficit.

V Goldbergové algoritmu mé kazdy vrchol vifsku, coz je celé nezaporné ¢islo. Vysku vrcholu v
budeme oznacovat H(v).

Inicializace algoritmu nastavi vys§ku zdroje na hodnotu rovnou poctu vrcholu sité, vysky os-
tatnich vrchola na 0; prebytky vsech vrchold jsou rovny nule, toky hranami jsou nulové a rezervy
vSech hran jsou rovny jejich kapacitam.

Vytvoreni pocatecniho nehotového toku pievede kazdou hranou vychazejici ze zdroje pirebytek
rovny kapacité této hrany. Rezervy téchto hran tim poklesnou na nulu.

Algoritmus potom probird vnitini vrcholy sité, které maji kladny piebytek; jestlize se pro
takovy vrchol v najde z ného vychédzejici hrana, kterd ma kladnou rezervu a sméruje doli (t.].
jeji konec ma mensi vysku nez jeji pocatek v), pak hranou prevedeme tolik prebytku, kolik je
minimum piebytku vrcholu v a rezervy hrany. Nemuzeme totiz prevadét vice piebytku nez ve
vrcholu je, protoze chceme aby prebytky byly nezaporné, a z kapacitnich duvodu nelze prevadét
vice piebytku nez je rezerva hrany. Minimum ptebytku vrcholu a rezervy hrany je tedy nejvétsi
mnozstvi prebytku, které 1ze prevést.
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V okamziku, kdy jiz v grafu neni zadny vnitini vrchol s nenulovym piebytkem, vypocet kon¢ci.

Algoritmus je mimotfadné jednoduchy a zda se byt i pfirozeny v tom, ze piebytek odtéka
“z kopce” a jelikoz zdroje je vyse nez spotiebic, tak tok bude téci v pozadovaném sméru. Bystry
¢tenal moznd prijde i na to, ze pokud se veskery tok predstavujici poc¢atecni nehotovy tok nepodaii
protlacit do spotiebice, vrcholy ve kterych se zadrhne nakonec vystoupaji tak vysoko, ze z nich
prebytky odtecou zpét do zdroje a v zddném vrcholu nezbyde kladny prebytek. Nakonec je jasné,
ze vypocet skonci, kdyz v zadném vnitinim vrcholu sité nebude nenulovy piebytek, takze na konci
vypoctu algoritmus vytvoii tok.

Ziejmé naopak viubec neni, ze by se algoritmus mél vzdy zastavit. Kromé toho neni patrno,
proc¢ by vysledny tok mél mit nejvétsi moznou velikost. Jak uvidime, kdyby zdroj na zacatku byl
sice vyzvednut, ale do vysky mensi nez je pocet vrcholu, mohlo by se stat, ze by vysledny tok
skutec¢né nebyl optimdlni, coz svédéi o tom, ze duvody pro¢ algoritmus dé pozadovany vysledek
nejsou zcela trividlni.

Scéna: Jednoduchd cesta

Pro pochopeni ¢innosti Goldbergova algoritmu je velmi uzitetné ukazat si jeho vypocet na
nékolika jednoduchych ptipadech. Podobné jako diive bude ptrebytek ve vrcholu znazornovan
sloupeckem odpovidajici vysky.

Prvni pripad je sif predstavovand prostou orientovanou cestou, jejiz véechny hrany maji stejné
kapacity, v tomto pripadé rovné 1. Vzhledem k linearité sité je snadné obrazek nakreslit v 2D i s
vystizenim vysek vrcholu, které odpovidaji vysce na obrazovce.

Prochézejte si vypoctem krok za krokem pomoci knofliku [Krok] a sledujte prubéh vypoctu.

V kroku vytvoteni pocatecniho nehotového toku se (jedinou) hranou vychdazejici ze zdroje
prenese do prvniho vnitfniho vrcholu sité piebytek rovny kapacité hrany, v naSem ptipadé ve-
likosti 1, zdroj m4 deficit 1. Hrana se tim nasyt{ (t.j. jeji rezerva klesne na 0), opa¢nd hrana z{ska
rezervu 1.

V nasledujicim kroku méa kladny piebytek pouze prvni vnitini vrchol, ale hrana z néj jdouci
vlevo strmé stoupa vzhuru a hrana vpravo je vodorovnd, proto piebytek nelze prevést. Podle
algoritmu je tedy vrchol zvednut.

Po zvednuti hrana vedouci z vrcholu doprava klesd a ma dostatecnou rezervu a proto se ji
prevede piebytek o jeden vrchol doprava. Druhy vrchol musi byt nejprve zvednut, pak postoupi
piebytek déle doprava a timto zpusobem postupuje, dokud nedotece do spotiebice. Vzhledem ke
kapacitam hran se pokazdé podaii prevést piebytek cely a proto ma vysledny tok velikost rovnu
kapacité prvni hrany (té kterd vychdzi ze zdroje).

Scéna: Cesta s prekazkou

Tato sif zjevné piipousti pouze tok velikosti 1, protoze pravou hranou vice toku nepiejde,
ale na pocatku ze zdroje vytéka levou hranou tok velikosti 2, ktery vytvori prebytek velikosti 2 v
prostiednim vrcholu. Stiedni vrchol musi byt nejprve zvednut, pak z néj mize odtéci ¢ast prebytku
do spotiebice.

Pravou hranou ale odtece jen polovina prebytku, druhd ve vrcholu zustane a nemuze odtéci ani
vpravo, kde je hrana jiz natrvalo nasycena, ani vlevo, kde hrana jde prudce do kopce.

Stiedni vrchol proto stoupd vzhiru. V okamziku, kdy se dostane o jednu hladinu nad zdroj,
pak vsechen prebytek odtece vlevo zpét do zdroje, protoze hrana sméfujici vlevo dolu ma patficnou
kapacitu.

Tato scéna ukazuje zdkladni mechanismus, jak odstranit tu ¢ast pocatecniho nehotového toku,
kterou se nepodaii dopravit do spotiebice.

Scéna: Dlouha cesta s prekazkou

Tato scéna je podobnd predchozi, ale sit je tvorena dlouhou cestou, ve které kapacita posledni
hrany je mensi nez jsou kapacity hran predchozich.

Vypocet probiha podobné; potatecni vina postupné dorazi az tésné pred spotiebic, kde jeji ¢ast
projde do cile, ale dalsi ¢ast se odrazi zpét. Zpusob jak stoupaji vzhuru vrcholy oblasti, ve které
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se zbytkovy tok preléva z jedné strany na druhou, je nyni podstatné zdlouhaveéjsi a slozitéjsi nez v
predchozi scéné, ale zasadni odliSnost zde nevznika.

Zpusob zvedani oblasti bez docasného odtoku by si zaslouzil zlepSeni, ale pii analyze algoritmu
pozdéji uvidime, ze obecné vypocetnimu ¢asu dominuje doba vénovand nenasycenym prevodim
prebytku, takze upravy zpusobu zvedani vrchold, které by mohly algoritmus znacné zkomplikovat
s nepiilis jistym efektem na celkovou vypocetni dobu, se obvykle neprovadéji.

Scéna: Cesta s prekdzZkami

Scéna se podoba ptredchozi, ale mist zizeni cesty je vice a nesousedi pfimo se spotiebicem. V
tomto pripadé vznikne vice vrcholu s kladnym piebytkem a proto applet implementuje nékolik
ruznych strategii, jak vybrat jeden z nich, protoze vyse uvedené schéma vybér nespecifikuje.

V zavislosti na ovladaci bude z vnitinich vrcholu s kladnym prebytkem vybrdn nejstarsi, ne-
jmladsi, nejvyssi, nejnizsi nebo ndhodné zvoleny (a v piipadé vybéru nejvyssiho a nejnizsiho se v
piipadé neurcitosti vybere libovolny z kandidati s extrémni vyskou).

Je vidét, ze i kdyz vypocet obecné pro jednotlivé volby probiha dosti odlisné, zadnéa z moznosti
nepiindsi rozhodujici vyhody (pfinejmensim v tomto prikladeé).

Scéna: Sit s propustnymi vétvemi

V této scéné sif neni prosta cesta, ale ve vrcholu uprostied se rozdéli do dvou vétvi. Je pouzito
3D zobrazeni. Pomoci mysi je mozno sif natdcet a nakldpét (stisknéte knoflik mysi a tahnéte ji
vodorovné nebo svisle).

Tok vypustény ze zdroje napied vstoupi do jedné vétve, pak se jeho ¢ast odrazi zpét, v
rozvétveni vraceny podil toku vstoupi do druhé vétve a je uspésné dopraven do spotiebice. Je-
likoz vrchol rozvétveni byl dosti nizko vzhledem ke zdroji, nemohlo dojit k navraceni toku, ktery
neprosel prvni vétvi, zpét do zdroje, ale vSe vstoupilo do druhé vétve.

V této scéné byl vzdy jediny vnitini vrchol s nenulovym piebytkem a proto neni rozdil mezi
variantami vybéru vrcholu s nenulovym piebytkem.

Scéna: Sit s polopropustnymi vétvemi

Scéna se podoba piedchozi, ale vétve nemaji ani dohromady dostatek kapacity pro prevedeni
pocatecniho toku do spotiebice. Tok, ktery se nepodarilo odvést do spotiebice je proto nakonec
vracen do zdroje.

Scéna: Sit se slabymi vétvemi

Scéna se zase podoba piedchozi, ale kapacity hran smérem ke spotiebici klesaji, proto se do
vrcholu dostava vice nehotového toku, nez je mozno odvést. Celkovy prubéh vypoctu je v zdsadé
podobny piedchozi scéné, ale postupné obecné vznikd velké mnozstvi vrcholu s piebytkem. Ruzné
varianty volby vrcholu s prebytkem proto jsou dosti odlisné. Zkuste si vypocet pro viechny varianty
(volba na ovladaci) a sledujte rozdily mezi variantami.

Scéna: Vybér dolniho vrcholu

Jak bylo feceno, Goldberguv algoritmus neptedepisuje, ktery vrchol s prebytkem se vybird.
Nejlepsi znamy odhad ¢asové slozitosti v nejhorsim piipadé ma varianta, kterd vzdy vybird nejvyssi
vrchol (nebo libovolny z nejvyssich). V této a nasledujici scéné ukdzeme, jakou vyhodu mé volba

Aby bylo mozné ukdzat rozdily variant na co nejjednodussi siti, zvolime ponékud nésilny postup.
Ze zacéatku se vrcholy s prebytkem voli nikoli jako nejvyssi nebo nejnizsi, ale tak, aby se vytvorila
konfigurace, na které bude rozdil mezi variantami velmi vyrazny. Od okamziku vytvoteni kon-
nésledujici scéné).

Prvnim klepnutim na knoflik [Krok] se neprovede jediny krok, ale série kroku, kterd vytvoii
vyse zminénou konfiguraci. Pokud se ale na ovladaci zvoli [Krdatky krok] nebo [Stiedni krok]
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namisto [Dlouhy krok], pak je mozno sledovat, jak se do konfigurace dostaneme (v piipadé
kratkého kroku to bude trvat dosti dlouho). Od okamziku vytvoreni konfigurace pak stisknut{
knofliku [Krok] provede jediny prenos piebytku nebo zvednuti vrcholu, bez ohledu na nastaveni
délky kroku.

Stisknéte tedy knoflik [Krok] a tim vytvofite vyse zminénou konfiguraci, kdy kazdy vnitini
vrchol mé kladny prebytek velikosti 1 a tyto vrcholy vytvareji cestu koncici ve spotiebiéi s klesajici
vyskou vrcholu. Varianta volici nejnizsi vrchol prevadi pirebytek kazdého vrcholu do spotiebice
zvlast cestou, kterd muze byt i velmi dlouhd. Myslim, ze cely vypocet nedokonéite, protoze trva
hodné dlouho, ale jisté pochopite proc je tak pomaly podstatné diive, nez bude ukoncen.

Scéna: Vybér horniho vrcholu

Zde opakujeme vypocet predchozi scény s tim, ze z uvedené predélové konfigurace postupujeme
tak, ze vybirame vzdy nejvssi vrchol s prebytkem.

Prvni krok po dosazeni konfigurace pienese prebytek nejvyssiho vnitiniho vrcholu do vrcholu
za nim nasledujiciho. Pfevedeny prebytek se pficte k prebytku cilového vrcholu a v nasledujicim
kroku se sloutené prebytky prevadi dale spole¢né. Vidite, ze tato varianta prebytky nezpracovava
oddeélené, ale sléva je dohromady a prendsi aglomerovany piebytek v jedné operaci prenosu, ¢imz
se dosdhne vyrazné uspory vypocetniho casu.

Scéna: Goldberguv algoritmus

Zéavéretnd scéna umozni rekapitulaci vsecho, co bylo vylozeno. Je mozné volit ruzné piiklady
nebo si vytvorit svoji sit, vybrat si variantu algoritmu i délku kroku a sledovat vypocet. Pohyby
mys{ také umoznuji sit naklapét a rotovat.

10 Laborator

Goldbergtv algoritmus pracuje s nehotovymi toky a potfebuje mit kromé informace o rezervich
hran pomoci proménnych R(h) popisovanych v ¢asti o Ford-Fulkersonové algoritmu také informaci
o prebytcich vnitinich vrcholu. Abychom je nemuseli stile pracné vypocitavat, pouZijeme pro
kazdy vrchol v proménnou E(v), jejiz hodnoty upravujeme tak, aby byly stéle rovny prebytkum
prislusnych vrcholi. Dosdhneme toho tim, ze inicializaci algoritmu a presun piebytku budeme
provadét nédsledujicim zpusobem

for kazdou hranu h do R(h)=c(h);
for kazdyj vrchol v do E(v) =0;
Inicializace
R(h) = R(h) — A;
R(h°?) = R(hP) + A;
E(u) = E(u) — A;
E(v) = E(v) + A;

Presun prebytku A pies hranu h = (u,v)
Pro zjednodusen{ popisu algoritmu zavedeme nésledujici pojem: hrana h = (u,v) se nazyva

spadovd, jestlize H(u) > H(v), kde H(u) a H(v) jsou vysky vrcholu u a v. Velkou vyhodou
Goldbergova algoritmu je jeho jednoduchost:
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Prom&nné: pro kazdj vrchol jeho vyska H(v);
pro kazdy vrchol &islo E(v), Gdaj o pFebytku;
Inicializace;
for kazdou hranu h vychadzejici ze zdroje do
pfesufi prebytek c(h) ptes hranu h;
while existuje vnit¥ni vrchol v takovy, Ze E(v) >0 do begin
zvol libovolny vnitfni vrchol v takovy, ze E(v) > 0;
if existuje spaddova nenasycend hrana vychdzejici z v then begin
zvol libovolnou spadovou nenasycenou hranu h vychazejici z v;
pfesufi prebytek min(E(v), R(h)) pfes hranu h;
end
else H(v) « H(v) +1;
end;

Goldberguv algoritmus

11 Skola

Nyni dokazeme spravnost a vypocetni slozitost Goldbergova algoritmu.
Tvrzeni 34 Kazdy vrchol rizng od zdroje md nezdporny prebytek.

Dukaz: Zfejmy z popisu algoritmu (volba velikosti pievadéného piebytku). &

Nyni ukdzeme, Ze nenasycend hrana nemuze jit prilis “z kopce”.

Tvrzeni 35 Béhem vypoctu Goldbergova algoritmu stdle plati, Ze md-li hrana (v,w) kladnou rez-
ervu, pak H(v) < H(w) + 1.

Dikaz: Tvrzeni dokdzeme indukei podle poctu opakovani while-cyklu algoritmu. Je ziejmé,
ze po provedeni inicializace plati, protoze jediné hrany, jejichz vychozi a koncovy vrchol jsou v
ruznych vyskdch jsou hrany vychdzejici ze zdroje a ty maji nulovou rezervu.

Jsou dvé moznosti, jak by se mohlo tvrzeni béhem vypoctu porusit. Pfi pfevodu piebytku
zustavaji vysky nezménény a proto by musela existovat hrana (v, w) takova, ze H(v) > H(w) + 1
a jeji puvodné nulova rezerva se zvysi na nenulovou hodnotu. K tomu ale muze dojit pouze tehdy,
kdyz je prevddén prebytek hranou opa¢nou, tedy hranou (w,v). Tato hrana ale jde “do kopce” a
tedy v ni prevadéni prebytku neni povoleno.

P#i zveddni vrcholu naopak zustdvaji nezménény rezervy hran a méni se vysky. K poruseni
tvrzeni lemmatu by tedy musela existovat hrana (v,w) s kladnou rezervou takova, ze H(v) =
H(w) 4+ 1 a dojde ke zvednuti vrcholu v. Vrchol v by ale byl zvedédn jen v piipadé, kdy vrchol v
ma kladny prebytek, ale v takové situaci algoritmus ptikazuje prevést prebytek z vrcholu v hranou
(v,w) a nikoli zvedan{ vrcholu v. &

Toto jednoduché tvrzeni nam jiz umozni dokdzat spravnost vypoctu v piipadé jeho ukonceni.
Tvrzeni 36 Pokud se Goldbergiv algoritmus zastavi, nalezl nejuétsi tok.

Dikaz: K zastaveni dojde v okamziku, kdy prebytky vrcholu jinych nez zdroj a spotiebi¢ jsou
nulové, konstruovany nehotovy tok je tedy tok. Je-li z = vg,v1,...,vr = s libovolna prosta cesta
ze zdroje do spotiebice a oznatime-li si jako n pocet vrcholu sité, ma cesta nejvyse n — 1 vrcholu
(tedy k < n), ale pfekonava vyskovy spad n, takze na ni bude lezet hrana s rozdilem vysky pocatku
a konce alespon 2 a ta podle predchoziho lemmatu mé nulovou rezervu. Z toho jiz plyne, ze je tok
maximalni, viz kapitola o Ford-Fulkersonové algoritmu, Véta 10. &
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Poznamenejme, ze z tohoto lemmatu je vidét, proc je vyska zdroje volena n. Pokud by vyska
byla mensi, mohlo by dojit k zastaveni v okamziku, kdy nalezeny tok jesté neni nejvétsi mozny.
Jak bude ukézano dale, pokud by vyska zdroje byla vétsi, vypocet by sice probéhl spravné, ale
trval by déle.

Tvrzeni 37 Jestlize kdykoliv behem vypoctu Goldbergova algoritmu md vrchol v kladny prebytek,
pak existuje prosta orientovand cesta z v do zdroje takovd, Ze kaZdd jeji hrana md kladnou rezervu.

Dukaz: Necht v jistém okamziku mé v kladny prebytek. Oznaéme si jako A mnozinu vrcholu
takovou, 7ze w € A prave tehdy, kdyz existuje prostd cesta z v do w takové, ze kazd4 jeji hrana m4
kladnou rezervu. Nasim cilem je tedy dokazat, ze zdroj patii do A.

Nechf (z,y) je hrana takovd, ze © ¢ A ay € A. Pokud by tok hranou (z,y) byl nenulovy,
hrana (y, z) by méla kladnou rezervu. Prodlouzeni prosté cesty z v do y slozené z hran s kladnymi
rezervami o hranu (y,x) by dalo prostou cestu z v do z s kladnymi rezervami hran, coz by bylo ve
sporu s predpokledem, ze x nelezi v A. Toky hranami vstupujicimi do A z vrchold mimo A jsou
tedy nulové. Nyni plati

Zemc(w)zz{ ooty - t(h)} =3 > ) => > th).

weA wEA | h€in(w) h€out(w) wEA h€in(w) wEA h€out(w)

Hrana h, ktera ma oba konce mimo A, v suméach ve vyrazu na pravé strané nevystupuje, zatimco
hrana, kterd ma oba konce v A vystupuje v obou suméch, tedy jednou se ¢(h) pricitd a jednou
odecitd a celkovy prispévek je nulovy. Hrany, které zacinaji mimo A a konéi v A maji, jak bylo
ukdzano vyse, nulovy tok, takze

Z exc(w) = — Z t(h) <O0.

weA heout(A)

Soucet prebytki vrcholl lezicich v A je tedy mensi nebo roven nule, a jelikoz vrchol v je v A a
ma kladny prebytek, musi v A lezet i vrchol se zapornym piebytkem, ale takovy je pouze jeden -
zdroj. &

Toto lemma mé& velmi dulezity dusledek:

Tvrzeni 38 Vyska Zddného vrcholu v prubéhu vypoctu Goldbergova algoritmu neni vétsi nez 2|V|.

Dukaz: Ozna¢men = |V|. Kdyby lemma neplatilo, musel by v prubéhu vypoéctu nastat okamzik,
kdy néktery vrchol v ma vysku 2n a je zvedan. Jelikoz je v zveddn, musi mit kladny piebytek,
viz algoritmus. Pak ale existuje prostd cesta z v do zdroje, tvofena hranami s kladnou rezervou.
Jelikoz je tato cesta prostd, obsahuje nejvyse n — 1 hran a pritom prekondva vysku n, protoze
zdroj je ve vysce n. Pak alespon jedna hrana této cesty prekonava spad vétsi nez 1, ale jelikoz ma
kladnou rezervu, dostdvame tim spor s lemmatem 35. &

Z tohoto lemmatu také plyne odhad pro pocet zvednuti:
Tvrzeni 39 V pribéhu celého vijpoctu se provede operace zvednuti nejuyse 2n? krdt.
Dukaz: Vrcholu je n, kazdy (s vyjimkou zdroje, ktery neni zvedan) zacina ve vysce 0 a konci, viz

predchozi lemma, nejvyse ve vysce 2n a jeho vyska se muze jen zvétSovat a nikdy neklesa, takze
jednotlivy vrchol muze byt zvedan nejvyse 2n krét. &

Nyni odhadneme pocet operaci prevedeni prebytku. Odhad provedeme oddélené pro nasycené
a nenasycené prevody. Jednodussi je odhad nasycenych prevodi, ktery je také nizsi.
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Tvrzeni 40 V prubéhu celého vypoctu se provede operace nasyceného prevedent prebytku nejvyse
nm krdt, kde n je pocet vrcholi a m je pocéet hran sité.

Dukaz: Uvazujme hranu (u,v). Nasycené prevedeni prebytku touto hranou muze nastat pokud
H(u) > H(v) 4+ 1 (viz popis algoritmu a Lemma 35) a zpusobi, ze jeji rezerva poklesne na nulu,
takze k pripadnému novému prevdadéni prebytku muze dojit az poté, co se rezerva hrany zase zvysi
na kladnou hodnotu. K tomu muze dojit pouze kdyz je prevadén piebytek opac¢nou hranou (v,u)
a to muze nastat pouze tehdy, kdyz plat{ H(v) > H(u) + 1. Jelikoz H (u) nemuze klesnout, musf
se tedy H (v) zvysit nejméné o 2.

V okamziku, kdy rezerva hrany (u,v) se z nuly zvysila na nenulovou hodnotu, je tedy H(v) >
H(u)+1, ale k novému prevedeni piebytku hranou (u,v) muze dojit pouze kdyz H(u) > H(v)+1
a jelikoz H(v) nemuze klesnout, musi se H(u) zvysit alespon o 2.

Celkoveé se tedy mezi dvéma po sobé ndsledujicimi nasycenymi prevedenimi pirebytku hranou
(u,v) musi jak H(u), tak i H(v) zvysit alespon o 2, tedy soucet H(u) + H(v) vzroste o nejméné 4.

Soucet H(u) + H(v) je minimdalné 0, muze se jen zvétsovat a na zdkladé predchoziho lemmatu
je nejvyse 4n. Z toho plyne, ze jednou hranou lze nasycené pievadét piebytek nejvyse n krat.
Hran je pritom m. &

vevs

Nakonec nejslozitéjsi je odhad poctu nenasycenych prevodu prebytku, protoze pii této operaci
rezerva hrany neklesne na nulu a proto je ji mozno provadét opakované bez zmény vysek vrchola.

byt znacny.

Tvrzeni 41 V prubéhu celého vypoctu se provede operace nasyceného prevedent prebytku nejvyse
(m + 2)n? krdt, kde n je pocet vrcholii a m je pocet hran sité.

L= %  H),
exc(v) >0
Zz#VES
neboli I je soucet vysek vnitinich vrcholu sité s kladnymi prebytky. Podivejme se nyni, jak hodnotu
I" méni jednotlivé operace.

Operace zvednuti vrcholu zvysi vysku vrcholu s kladnym pirebytkem o 1 a tedy také zvysi
hodnotu I" o 1.

Operace nasyceného pievedeni piebytku hranou (u, v) sniz{ prebytek u a zvysi prebytek v, takze
se muze stat ze ze souctu vypadne clen H(u) (pokud by piebytek u klesl na nulu) a ze do souctu
piibyde H(v) (pokud ptebytek v byl pred operaci nulovy). Celkové tedy se I' nemuze zvysit o vice
nez H(v) < 2n.

Operace nenasyceného pievedeni prebytku hranou (u,v) vzdy sniz prebytek « na nulu a tedy
clen H(u) ze sou¢tu pro I' vypadne. To muze byt kompenzovdno tim, ze do souctu pribyde
H(v), ale v okamziku provadéni operace musi byt H(u) — 1 > H(v), takze v kazdém piipadé se
nenasycenym pievedenim piebytku snizi I' o alespon 1, neboli piirustek I' je nejvyse -1.

Hodnota I' po provedeni inicializace je 0 (vSechny vnitini vrcholy maji vysku 0) a na konci
vypoctu také 0 (zadny vnitin{ vrchol nemd kladny piebytek). Oznacime-li jako A soucet prirustku
hodnoty I' pro jednotlivé operace, musi byt A > 0.

Oznacime-li ale jako k pocet provedeni operace nenasyceného pievedeni prebytku hranou, pak
z odhadu pro pocty provedeni operaci zvednuti vrcholu a nasycenych prevedeni a z odhadu pro
prirustky I' pii jednotlivych operacich dostavame

0<ALT- 202 +2n-mn+ (=1)-k=2n>+mn® — k

Diikaz: Definujme

a z této nerovnosti vyplyva okamzité k < 2n? + mn>. &

Shrnutim tedy dostavame

Véta 42 Goldbergiv algoritmus zpracuje sit s n vrcholy a m hranami po O(mn?) krocich.
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