
1 Toky v s��t��hJednotliv�e seke t�eto kapitoly (algoritmy Ford-Fulkerson�uv, Dinitz�uv a Goldberg�uv) jsou rozd�elenydo t�r�� ��ast��:� Proh�azka je n�avod k pou�zit�� p�r��slu�sn�eho appletu Algovize a z�arove vysv�etlen��m my�slenky,na kter�e je dan�y algoritmus zalo�zen intuitivn��m zp�usobem za pomoi pohybliv�yh obr�azk�u.N�ekdy dokone m�u�ze b�yt v�yklad trohu nep�resn�y nebo ne�upln�y, pokud by snaha o p�resnosta �uplnost byla na z�avadu srozumitelnosti v�ykladu. V�se si ale nahrad��me v��e ne�z dostate�n�ev dal�s��h dvou ��asteh seke.� Laborato�r - tim je m��n�ena po���ta�ov�a laborato�r, kam �lov�ek p�rijde, aby naklepal text pro-gramu, implementuj����ho algoritmus, do po���ta�e a po odlad�en�� spustil a provozoval. Vt�eto ��asti jsou vyps�any p�r��slu�sn�e programy zp�usobem, kter�y kop��ruje syntax proedur�aln��hjazyk�u, ale �radu detail�u (nap�r��klad volba a manipulae s datov�ymi strukturami jako je t�rebamno�zina, fronta, seznam vrhol�u nebo hran) popisuje slovn�e, spol�ehaj��e na to, �ze �ten�a�r au�zivatel text�u ji�z nen�� v programov�an�� �upln�y za��ate�n��k.� �Skola je m��sto, kde se zela korektn��m zp�usobem u���me, pro� a jak n�eo je. V tomto p�r��pad�epro� je program popsan�y v laborato�ri spr�avn�y (tedy spo���t�a to, o m�a spo���tat), pro� sezastav�� a za jak dlouho. Text sie vypad�a jako matematika (je �len�en do posloupnosti de�ni,lemmat a v�et), ale nelekejte se. Nehi v�as u�it matematiku, jen pou�z��t exaktn�� zp�usobuva�zov�an��, kter�y je vlastn�� matematik�um a m�el by b�yt vlastn�� i dobr�ym program�ator�um, vtomto p�r��pad�e jde uva�zov�an�� o kousku software. Ve skute�nosti se jedn�a o p�r��stum, kter�y jenejbli�z�s�� nikoliv teoretik�e disiplin�e, ale praktik�emu softwarov�emu p�r��stupu, ozna�ovan�emjako veri�kae program�u (nebo podobn�e). V n�em jde o form�aln�� stanoven�� spei�ka�� toho, oprogram m�a vykon�avat a pak o stejn�e form�aln�� veri�kai toho, �ze dan�y k�od tyto spei�kaespluje. Pokud se v�am zd�a text ve �skole p�r��li�s form�aln��, nezoufejte. Skute�n�a veri�kaepraktik�eho programu je v�zdy daleko detailn�ej�s��, form�aln�ej�s�� a tedy pro �lov�eka i nudn�ej�s��a p�ritom obvykle tak obs�ahl�a, �ze se ji v�et�sinou sna�z��me d�elat p�rinejmen�s��m s ��aste�noupodporou po���ta�e.Cel�y algoritmus je tedy vlastn�e pops�an dvakr�at: jednou b�ehem proh�azky appletem, kdy jev�yklad hodn�e intuitivn�� a m�a za ��l vylo�zit my�slenku, kter�a za algoritmem stoj��, a podruh�e vlaborato�ri a ve �skole, kdy je ��lem p�resnost a �uplnost a n�azornost jde stranou, spol�ehaj��e na to,�ze u�z v��te o o jde s proh�azky a tud���z se i ve form�aln�e psan�em textu orientujete.2 Ford-Fulkerson�uv algoritmus3 Proh�azkaS�ena: Nejv�et�s�� tokTato s�ena ukazuje s��t', o�z je orientovan�y graf spolu se dv�ema jeho vrholy, kter�e ozna�ujemejako zdroj (zobrazen zelen�e) a spot�rebi� (zobrazen mod�re). Krom�e toho je ka�zd�e hran�e grafup�ri�razeno nez�aporn�e re�aln�e ���slo, naz�yvan�e kapaita hrany. Vrholy s��t�e r�uzn�e od zdroje a spot�rebi�enaz�yv�ame vnit�rn�� vrholy.Tok v s��ti je funke t, kter�a ka�zd�e hran�e h p�ri�razuje ���slo t(h), pro kter�e plat�� 0 � t(h) � (h),kde (h) je kapaita hrany h a nav�� pro ka�zd�y vnit�rn�� vrhol v plat��, �ze sou�et tok�u hranamivstupuj����mi do v je roven sou�tu tok�u hranami vystupuj����mi z v, tedyXh2in(v) t(h) = Xk2out(v) t(k);kde in(v), resp. out(v), je mno�zina hran s��t�e vstupuj����h do v, resp. vystupuj����h z v.1



Je mo�zno si p�redstavit, �ze uzly jsou m�esta, hrany jsou �useky �zeleznie nebo silnie, kter�ymi sesna�z��me dopravovat jist�y druh zbo�z�� z jednoho m�esta (zdroj) do jin�eho m�esta (spot�rebi�), p�ri�em�zka�zd�a esta m�a omezenou pr�uhodost a zbo�z�� se skute�n�e jen p�repravuje, ale v �z�adn�em jin�em ne�zv�yhoz��m nebo ��lov�em m�est�e se neskladuje, nespot�rebov�av�a ani neztr�a��, ale tak�e nevznik�a.Je tak�e mo�zno si hrany p�redstavovat jako vodovodn�� nebo ropn�a potrub�� nebo elektrik�a veden��,kdy je po�zadavek bezeztr�atov�e dopravy obvykle p�rirozen�ym zp�usobem spln�en.V r�ami v�y�se uveden�yh omezen�� se budeme sna�zit o p�repravu o nejv�et�s��ho mno�zstv�� zbo�z��nebo tekutiny ze zdroje. Toto mno�zstv�� je d�ano p�rebytkem toku ve spot�rebi�i (kam obvykle tokpouze p�rit�ek�a, i kdy�z de�nie nezabra�nuje tomu, aby ��ast byla sou�asn�e odv�ad�ena a t�reba i vedenazp�et do zdroje) a je sou�asn�e rovno de�itu zdroje (ze kter�eho obvykle tok jen odt�ek�a).Nejv�et�s�� tok pro zobrazenou s��t' je mo�zno zobrazit stisknut��m kno��ku [Krok℄ (a vr�atit se dov�yhoz��ho stavu kno��kem [Zp�et℄). P�red proveden��m v�ypo�tu toku je v t�eto s�en�e u ka�zd�e hranyuvedena jej�� kapaita; po v�ypo�tu toku je u n�� uvedena dvojie tok:kapaita (a hrany, kter�ymite�e nulov�y tok ze�sednou). Tak tomu je, pokud je na ovlada�i zvoleno [Automatik�e ozna�en��℄.Zm�enou volby je mo�zno dos�ahnout toho, �ze je st�ale zobrazena kapaita nebo st�ale zobrazen toka nebo je st�ale zobrazena dvojie ���sel tok:kapaita. Ov�e�rte si, �ze pro vypo�ten�y tok plat�� v�y�seuveden�e podm��nky.S�ena umo�z�nuje b�e�zn�e �upravy s��t�e jako p�rid�av�an��, odeb��r�an�� a p�resouv�an�� vrhol�u a p�rid�av�an��a odeb��r�an�� hran a zm�eny jejih kapaity (po klepnut�� na hranu prav�ym kno��kem my�si a volb�ev popup menu). Je tak�e mo�zno zm�enit zdroj i spot�rebi� (po klepnut�� na zvolen�y vrhol prav�ymkno��kem my�si vybrat v popup menu) nebo zobrazit n�ekter�y z p�redde�novan�yh p�r��klad�u. Keditai je t�reba kliknout na kno��k [V��e ovlada��u℄ a pak volbu [Po���tej℄ zm�enit na [Edituj℄.S�ena: Hladov�y algoritmusZ�akladn�� my�slenka Ford-Fulkersonova algoritmu je jednoduh�a: za���n�ame nulov�ym tokem (�z�adnouhranou ni nete�e), kter�y postupn�e zv�et�sujeme tak dlouho, dokud nenalezneme nejv�et�s�� mo�zn�y tok.Nejjednodu�s�s�� (ale, jak uk�a�zeme d�ale, nedostate�n�y) zp�usob zv�et�sen�� toku je n�asleduj����:nalezneme orientovanou estu ze zdroje do spot�rebi�e takovou, �ze ka�zdou jej�� hranou prot�ek�a m�en�etoku ne�z je jej�� kapaita, tak�ze je mo�zn�e tok je�st�e o n�eo zv�y�sit, a pak zv�y�s��me hodnotu toku v�semihranami o jistou hodnotu �.Hranami esty mus�� prot�ekat tok men�s�� ne�z jejih kapaity, aby tok bylo mo�zno zv�et�sit bezporu�sen�� kapaitn��ho omezen��. Proto tok hranou h s kapaitou (h), kterou ji�z te�e tok t(h), jemo�zn�e zv�y�sit nejv�y�se o (h)� t(h). V d�usledku toho nejv�et�s�� hodnota �, kter�a neporu�s�� kapaitn��omezen��, je rovna minh((h) � t(h)), kde minimum se bere p�res hrany esty. Kirhhof�uv z�akon(rovnost p�r��toku a odtoku ve v�seh vnit�rn��h vrholeh s��t�e) se neporu�s��, proto�ze pro ka�zd�y vrholesty r�uzn�y od zdroje a spot�rebi�e se p�r��tok i odtok zv�y�s�� o �. Velikost toku vyh�azej����ho zezdroje se ov�sem zv�y�s�� o �.Krokujte si algoritmus a sledujte hled�an�� a zpraov�an�� est. Na ovlada�i je mo�zno nastavit, jakdetailn�e se krokov�an�� bude prov�ad�et a to odd�elen�e pro f�azi hled�an�� estyUveden�y algoritmus se obvykle naz�yv�a hladov�y, proto�ze jen st�ale uj��d�a kapaitu hran prozv�y�sen�� toku a nen�� ohoten tok n�ekterou hranou sn���zit pro dosa�zen�� glob�aln��ho zlep�sen��.V�ypo�et prob��h�a pomalu, ale pro pohopen�� my�slenky algoritmu sta��� jej sledovat jen hv��li.Bohu�zel se m�u�ze st�at, jak uvid��me v p�r���st�� s�en�e, �ze dal�s�� zlep�sen�� toku vyu�zit��m p�r��m�e zlep�suj����esty nen�� mo�zn�e, ale optim�aln�� tok p�resto nen�� nalezen.V t�eto a mnoha n�asleduj����h s�en�ah se tak�e ukazuje pseudok�od algoritmu, ve kter�em jezn�azorn�eno, jak v�ypo�et prob��h�a. Pokud v�am pseudok�od vad��, vypn�ete jeho zobrazov�an�� (je-lit�reba, zvolte [V��e ovlada��u℄ a pak zm�e�nte [Program automatiky℄ na [Skryj program℄.S�ena: Hladov�y algoritmus - selh�an��V t�eto s�en�e je uk�az�ana jedna velmi jednoduh�a s��t', ve kter�e postupem podle p�redhoz�� s�enynalezneme tok, kter�y ji�z hladov�y algoritmus d�ale zlep�sit neum��, ale nen�� nejv�et�s�� mo�zn�y, nebot' vs��ti existuje odli�sn�y tok v�et�s�� velikosti. Je z toho vid�et, �ze neust�al�e zvy�sov�an�� toku pou�zit��m p�r��m�ezlep�suj���� esty m�u�ze v�est do slep�e uli�ky a, jak uvid��me d�ale, je ob�as nutno p�rikro�it k tomu,2



�ze se tok n�ekter�ymi hranami t�reba i opakovan�e sn���z�� a pak se za�ne zvy�sovat jin�ym zp�usobem ateprve tak bude mo�zno nal�ezt optim�aln�� tok.U zobrazen�eho p�r��kladu optim�aln�� tok vyu�z��v�a pln�e kapaity hran na obvodu s��t�e, ale nevyu�z��v�ap�r���ku p�res st�red s��t�e; jeho velikost je 2. V�ypo�etn�� postup je volen tak, �ze ale hladov�y algoritmusnalezne tok velikosti 1, kter�y ji�z nelze zlep�sit pouh�ym zv�et�sov�an��m tok�u hranami. Je to proto, �zep�ri zpraov�an�� prvn�� nalezen�e esty se zv�y�s�� tok p�r���kou na 1, ale snadno si m�u�zete ov�e�rit, �ze �z�adn�ytok, ve kter�em p�r���kou te�e nenulov�a hodnota toku, nem�u�ze m��t optim�aln�� velikost 2. P�ritomhladov�y algoritmus neum�� tok p�r���kou zmen�sit.Volbu zlep�suj����h est prov�ad�� Algovize sama, proto�ze je mo�zno uk�azat, �ze v libovoln�e s��ti lzehladov�y algoritmus nav�ad�et (t.j volit esty pro zlep�sen�� toku) takov�ym zp�usobem, �ze optim�aln�� toknajde. Nap�r��klad v na�sem p�r��kladu by sta�ilo nap�red vybrat estu slo�zenou ze dvou horn��h hrana pak estu obsahuj���� spodn�� dv�e hrany. Mohlo by se proto st�at, �ze u�zivatel bude z�am�ern�e nebon�ahodou volit esty tak, �ze nalezne optim�aln�� tok, zat��mo ��lem s�eny je uk�azat, �ze algoritmusm�u�ze zabloudit a zastavit se, ani�z by nalezl nejv�et�s�� mo�zn�y tok.Volbu est pro nalezen�� optim�aln��ho toku hladov�ym zp�usobem by bylo mo�zno pom�ern�e snadnoprov�est zp�etn�e ze znalosti v�ysledku v�ypo�tu. Nen�� ale zn�ama �z�adn�a metoda, kter�a by takovou volbuzaru�ila bez p�redb�e�zn�e znalosti v�ysledku a proto hladov�y algoritmus nem�u�ze zaru�it optimalitunalezen�eho �re�sen��.S�ena: P�renos p�rebytkuV n�asleduj����h n�ekolika s�en�ah bude uk�az�an jin�y pohled na zlep�sov�an�� toku, kter�y umo�zn��upravit hladov�y algoritmus tak, aby bylo optim�aln�� �re�sen�� v�zdy nalezeno. Toto zlep�sen�� popsali vroe 1964 Ford s Fulkersonem, po nih�z je zlep�sen�y algoritmus nazv�an.P�redstavme si, �ze tok hranami esty zv�et�sujeme o ur�enou hodnotu � postupn�e v tom po�rad��, vjak�em se na est�e nah�azej��. Pak je v pr�ub�ehu t�eto ake v�zdy v jednom vrholu (konov�em vrholunaposledy zpraovan�e hrany) poru�sena podm��nka rovnosti toku p�rit�ekaj����ho a toku odt�ekaj����ho- do vrholu p�rit�ek�a o � jednotek toku v��e ne�z p�red zpraov�an��m esty, ale odt�ek�a zat��m stejn�e.Tento rozd��l budeme naz�yvat p�rebytek.Vyu�z��vaj��e analogii s vodovodn�� s��t�� budeme p�rebytek zn�azor�novat v�y�s�� barevn�eho sloupe�kunad vrholem, p�redstavuj����ho vyrovn�ava�� n�adr�z s prom�enlivou v�y�skou hladiny, kter�y je �um�ern�arozd��lu p�r��toku do vrholu a odtoku z vrholu. Jestli�ze je p�rebytek z�aporn�y (tedy ve skute�nostide�it - nast�av�a to pouze u zdroje), bude sloupe�ek pod vrholem p�redstavovat hladinu ve studni,ze kter�e rozd��l do�erp�av�ame.Zkuste si kno��kem [Krok℄ krokovat pr�ub�eh v�ypo�tu zpraov�an�� prvn�� esty. Algovize nejprvenajde (hranu po hran�e) estu ze zdroje do spot�rebi�e a ur��� pat�ri�n�e�. Potom, op�et po jednotliv�yhhran�ah, zvy�suje tok. Hrana, ve kter�e se bude tok zvy�sovat je zn�azorn�ena �erven�e; je vid�et, �zezv�y�sen�� toku hranou m�a za n�asledek odveden�� p�rebytku z jej��ho po��ate�n��ho vrholu do jej��hokonov�eho vrholu. V okam�ziku, kdy se kladn�y p�rebytek dostane a�z do spot�rebi�e (ve kter�em jep�r��pustn�y), zpraov�an�� esty kon��� a za���n�a ur�en�� a zpraov�an�� dal�s�� esty (pokud existuje).Algoritmus prauje podobn�e jako v p�redhoz�� s�en�e - zvol�� si nejprve estu p�res p�r���ku, tak�zepokud by praoval hladov�e, po zpraov�an�� prvn�� esty by se zastavil, ani�z by byl nalezen optim�aln��tok. Zde ale v�ypo�et pokra�uje d�ale. M��sto aby nalezl dal�s�� orientovanou estu ze zdroje dospot�rebi�e, Algovize uk�a�ze postupn�e t�ri hrany, z nih�z prost�redn�� je ale v protism�eru.Pak se zah�aj�� p�renos p�rebytku ze zdroje do spot�rebi�e. Nejprve se ji�z zn�am�ym zp�usobemodvede dal�s�� jednotka toku za zdroje do spodn��ho vrholu zv�y�sen��m toku p�r��slu�snou hranou. Pakse st�redn�� p�r���ka zobraz�� jako �sirok�a �sipka; jej�� �s���rka odpov��d�a kapait�e a �s���rka �erven�eho pruhuodpov��d�a toku, kter�y j�� proh�az��.Jeliko�z v tomto okam�ziku �sirokou hranou proh�az�� tok velikosti 1, kter�y je roven jej�� kapait�e, je�erven�y pruh rozta�zen p�res elou jej�� �s���rku. P�rejed'te ale my�s�� se stisknut�ym kno��kem p�res hranu.Hrana �erven�eho p�asu sleduje kurzor, tak�ze se jeho �s���rka m�en�� a t��m je mo�zno m�enit velikost tokuhranou z maxim�aln�� hodnoty a�z na nulu.Sni�zov�an�� toku p�r���kou (tok te�e shora dol�u) zp�usob��, �ze se p�rebytek ze spodn��ho vrholup�r���ky sni�zuje a o tut�e�z hodnotu se ale zvy�suje p�rebytek horn��ho vrholu p�r���ky (p�uvodn�e nulov�y).3



P�rebytek je tedy tak�e mo�zno p�rev�est z jednoho vrholu do druh�eho tak, �ze se sn���z�� tok hranou vprotism�eru, pokud j�� te�e nenulov�y tok.V p�uvodn�� verzi proto Ford-Fulkerson�uv algoritmus zlep�soval tok podle tak zvan�yh zoben�en�yhest, na kter�yh byly hrany ve sm�eru s rezervou a hrany v protism�eru s nenulov�ym tokem. Ne�zuk�a�zeme, �ze takto sestrojen�y algoritmus ji�z v�zdy nalezne optim�aln�� tok, zavedeme si v n�asleduj����hn�ekolika s�en�ah pojmy, kter�e umo�z�nuj�� formulovat algoritmus jednotn�ym a zjednodu�sen�ym zp�usobem,bez neust�al�eho rozd�elov�an�� hran zoben�en�e esty na p�r��m�e a zp�etn�e.S�ena: Tok hranouAbyhom nemuseli st�ale rozeb��rat, zda k p�renosu p�rebytku doh�az�� hladov�ym zvy�sov�an�� tokuhranou nebo sni�zov�an��m toku protism�ernou hranou, zavedeme v n�ekolika n�asleduj����h jednoduh�yhs�en�ah zp�usob pr�ae s p�rebytky, kter�y situai zjednodu�s��.Tato s�ena je jen p�r��pravn�a a gra�ky zn�azor�nuje toky ve dvou opa�n�e orientovan�yh hran�ahmezi dv�ema vrholy. Tahnut��m my�si uvnit�r jedn�e z t�ehto �sirok�yh hran se m�en�� �s���rka p�asu, kter�ygra�ky zn�azor�nuje velikost toku hranou (v horn�� hran�e, jdou�� zleva doprava, je sv�etle zelen�y, vdoln�� hran�e sm�e�ruj���� vlevo, je tmav�e zelen�y). �S���rka hrany odpov��d�a jej�� kapait�e. Zkuste v obouhran�ah nastavit nenulov�y tok. �Zlut�e sloupe u kon�u hran zn�azor�nuj�� p�rebytky toku v konov�yhvrholeh hran (nebo p�resn�eji p�r��sp�evky k p�rebytk�um toku od zobrazen�yh hran). P�rebytek jekladn�y, pokud je sloupe nad d�el���� ��arou mezi vyobrazen�ymi hranami, z�aporn�y pokud je sloupepod ��arou. M�e�nte toky a sledujte, �ze v�zdy jeden p�rebytek roste a druh�y o tut�e�z hodnotu kles�a.S�ena: CirkulaeS�ena je v z�asad�e opakov�an��m p�redhoz��. Oben�a de�nie i n�a�s applet p�ripou�st��, aby ob�emaopa�n�ymi hranami tekl kladn�y tok. Z praktik�eho hlediska i z hlediska hled�an�� nejv�et�s��ho toku toale nen�� p�r��li�s �u�eln�e; voz��me-li jist�e zbo�z�� z Prahy do Brna a sou�asn�e stejn�e zbo�z�� vezeme z Brnado Prahy, jen pl�ytv�ame prost�redky.Ta ��ast toku, kter�a te�e v obou hran�ah sou�asn�e, je na obrazove zn�azorn�ena mod�re anaz�yv�ame ji irkulae. (Pro se�t�el�e �ten�a�re: n�a�s pojem irkulae je jen spei�aln��m p�r��pademtoho, o se obvykle irkula�� tak�e naz�yv�a).Jestli�ze irkulai ode�teme od tok�u ob�ema hranami, na�se situae je m�u�ze jen zlep�sit: Toky sesn���z�� p�ri zahov�an�� jejih nez�apornosti, tak�ze kapaitn�� omezen�� z�ustanou v platnosti, ale hrany maj��v��e rezervy pro dal�s�� zvy�sov�an�� toku. Sou�asn�e sn���zen�� toku v obou hran�ah o stejnou hodnotutak�e nezm�en�� p�rebytky ve vrholeh a proto tok z�ustane tokem (nulov�e p�rebytky ve vnit�rn��hvrholeh s��t�e) a jeho velikost (p�rebytek ve spot�rebi�i) se tak�e nezm�en��. Z toho plyne, �ze existujemaxim�aln�� tok (n�a�s ��l), bez irkula��.S�ena: Tok bez irkulaeTato s�ena se podob�a p�redhoz��, ale ukazuje ji�z toky bez irkula��. Jesli�ze tedy v jedn�e z obouhran je nenulov�y tok, tok druhou je nulov�y. Zkuste si op�et nastavovat toky hranami; po�zadaveknenulov�eho toku jednou hranou vynuluje tok v druh�e z nih.Se stisknutou my�s�� se nyn�� pohybujte od horn��ho okraje horn�� hrany ke spodn��mu okraji doln��hrany. Je z�rejm�e, �ze okam�zit�y stav (toky hranami) je pops�an jedin�ym parametrem - v�y�skou rozhran��ta�zen�eho my�s�� - kter�y se m�en�� v rozmez�� od vrhn��ho okraje horn�� hrany po spodn�� okraj doln��hrany a n�ekdy p�redstavuje tok zleva doprava, jindy tok sm�erem opa�n�ym. Jak rozhran�� stoup�a,zvy�suje se p�rebytek v prav�em vrholu a sou�asn�e kles�a p�rebytek lev�eho vrholu.Je snadno vid�et, �ze rezerva pro zv�y�sen�� p�rebytku vrholu vpravo (a sou�asn�e pro sn���zen��p�rebytku vlevo) je d�ana vzd�alenost�� horn��ho okraje horn�� hrany a pohybliv�eho rozhran��, jak jenazna�eno �ervenou k�otou s popisem \rezerva" um��st�en�ym nad hranami. Pokud je tok horn�� hra-nou kladn�y, pak tato rezerva je rovna jej�� kapait�e, sn���zen�e o velikost toku hranou; rezerva je tud���zmen�s�� ne�z jej�� kapaita. Jestli�ze ale je kladn�y tok spodn�� hranou, kter�y jde v opa�n�em sm�eru, pakp�rebytek zleva doprava lze p�ren�a�set tak, �ze se nejprve sni�zuje a�z na nulu tok spodn�� hranou a pakse zvy�suje tok horn�� hranou a�z do jej�� kapaity. Rezerva pro p�renos p�rebytku je tedy v�et�s�� ne�zkapaita horn�� hrany. Obdobn�e tomu je i se spodn�� hranou.4



S�ena: RezervaTato s�ena opakuje p�redhoz��, ale je v n�� vyneh�ana hranie mezi hranami, aby bylo zd�urazn�eno,�ze mo�znost zvy�sov�an�� nebo sni�zov�an�� p�rebytk�u vrhol�u nez�avis�� na t�eto hranii, kter�a ur�uje ka-paity hran, ale pouze na vzd�alenosti mezi horn��m okrajem horn�� hrany a doln��m okrajem doln��hrany, kter�y je d�an sou�tem kapait t�ehto hran. Rezerva pro zv�y�sen�� p�rebytku prav�eho vrholu,dan�a vzd�alenost�� horn��ho okraje horn�� hrany a pohybliv�eho rozhran�� (�s���rka b��l�eho p�asu) a rezervapro zv�y�sen�� p�rebytku lev�eho vrholu, dan�a vzd�alenost�� pohybliv�eho rozhran�� a doln��ho okraje doln��hrany (�s���rka �sed�eho p�asu), jsou pak ur�eny polohou pohybliv�eho rozhran��. Sou�et t�ehto rezervpro zv�y�sen�� p�rebytku je zjevn�e konstantn�� a rovn�y sou�tu kapait hran.Pro �upln�y popis situae proto bude v�zdy (p�redpokl�adaj��e znalost kapait hran) dostate�n�ezn�at rezervu jedn�e z hran (druhou lze snadno dopo���tat).S�ena: Tok a rezervaPro popis algoritm�u je daleko v�yhodn�ej�s�� pou�z��vat rezervy hran a ne jejih toky, proto�ze p�renosp�rebytku pod�el hrany e se v �re�i tok�u mus�� rozd�elovat do dvou mo�znost��: zv�y�sen�� toku hranou enebo sn���zen�� toku hranou opa�nou, zat��mo v �re�i rezerv jde v obou p�r��padeh o sn���zen�� rezervyhrany e (za sou�asn�eho zv�y�sen�� rezervy hrany opa�n�e o stejnou hodnotu, proto�ze sou�et t�ehtorezerv je konstantn�� a rovn�y sou�tu kapait hran).Za p�redpokladu nulov�eho v�yhoz��ho toku se proto na po��atku v�ypo�tu polo�z�� v�yhoz�� rezervyhran rovn�e jejih kapait�am a tok se upravuje tak, �ze se p�ren�a�s�� pod�el hran p�rebytky ve vrholeh zasou�asn�e zm�eny rezerv dot�en�yh hran. Na koni v�ypo�tu ale je nutn�e zp�et z rezerv hran spo���tattoky jdnotliv�ymi hranami. Tato s�ena ukazuje, jak se to provede.Nastavte pomo�� my�si vhodn�e rezervy jako v p�redhoz�� s�en�e (t.j. zvolte polohu rozhran�� mezib��l�ym p�asem, kter�y je rezervou pro p�renos zleva doprava a �sed�ym p�asem - rezerva zprava doleva)a klikn�ete na hekbox [V�ypo�et toku℄. Absolutn�� velikost toku se zobraz�� jako �s���rka zelen�ehop�asu a sm�er toku, t.j. jedn�a-li se o tok hranou zleva doprava nebo zprava doleva, se pozn�a podlezkosen�� dan�eho �elem odpov��daj���� hrany.Jednoduh�y program pro v�ypo�et tok�u z rezerv si uk�a�zeme v laborato�ri, ale mo�zn�a si ho u�zted' nap���sete sami.S�ena: Nulov�a kapaitaNyn�� je�st�e z�av�ere�n�a s�ena t�ykaj���� se tok�u a kapait: spodn�� hrana zde m�a nulovou kapaitu(o�z je vlastn�e tot�e�z jako by v s��ti nebyla). Z obr�azku je ale vid�et, �ze tato hrana m�u�ze i p�resto m��tnenulovou kladnou rezervu, o�z ostatn�e plyne i z matematik�e de�nie rezervy; ta je v takov�emp�r��pad�e rovna toku opa�nou hranou a znamen�a, �ze zm�ena p�rebytk�u konov�yh vrhol�u se d�a prov�estsn���zen��m toku opa�nou hranou.V n�asleduj����h s�en�ah t�ykaj����h se tok�u v s��t��h budeme pro formulai algoritm�u pou�z��vatv�yhradn�e pojmu rezervy hrany a toky hranami se budou dopo���t�avat a�z dodate�n�e na koniv�ypo�tu.Ve v�et�sin�e s�en budeme pou�z��vat zobrazen�� ukazuj���� ty hrany, kter�e maj�� kladnou rezervu(v�etn�e t�eh, kter�e byly do s��t�e dopln�eny dodate�n�e s nulovou kapaitou), ale na druh�e stran�eskr�yvaj���� hrany s nulovou rezervou, proto�ze ty ji�z nejsou pou�ziteln�e k dal�s��mu p�renosu p�rebytku.(T�yk�a se volby [rezerva℄ a [rezerva:kapaita℄ - v n�ekter�yh s�en�ah a v m�odu [Pr�ae℄ lze zp�usobzobrazen�� volit z v��e mo�znost��).Nakone shrneme a trohu rozvineme to, o bylo vysv�etleno v t�eto a n�ekolika p�redhoz��hs�en�ah. P�redpokl�adejme, �ze je na hran�ah s��t�e de�nov�ana jist�a funke t, kter�a sie vyhovujestejn�ym kapaitn��m omezen��m jako tok, ale m�u�ze m��t nez�aporn�y p�rebytek i ve vnit�rn��h vrholeh(tedy je povoleno, aby do vnit�rn��h vrhol�u p�rit�ekalo hranami v��e ne�z odt�ek�a). Takov�e funkibudeme �r��kat zoben�en�y tok. Spei�aln�e tedy t m�u�ze b�yt tok, tak jak byl de�nov�an v prvn�� s�en�e.Pak �rekneme, �ze rezerva uspo�r�adan�e dvojie h = (u; v) (kter�a nemus�� b�yt hranou s��t�e) je ���slo r(h),de�novan�e takto:� jestli�ze h je hranou s��t�e, ale hop hranou nen��, pak r(h) = (h)� t(h);5



� jestli�ze hop je hranou s��t�e, ale h hranou nen��, pak r(h) = t(hop);� jestli�ze h i hop jsou hranami s��t�e a t(hop) = 0, pak r(h) = (h)� t(h);� jestli�ze h i hop jsou hranami s��t�e a t(h) = 0, pak r(h) = (h) + t(hop);� jestli�ze ani h ani hop nejsou hranami s��t�e, pak r(h) = 0;kde hop p�redstavuje opa�nou dvojii (v; u). Rozpome�nte se tak�e na na�si �umluvu, �ze nebudemep�ripou�st�et, aby (pokud h i hop jsou hranami s��t�e) platilo sou�asn�e t(h) > 0 a t(hop) > 0.Pokud m�a dvojie h = (u; v) kladnou rezervu R a pokud t je zoben�en�y tok, kter�y m�a vevrholu u kladn�y p�rebytek E, pak pokud � je kladn�e ���slo takov�e, �ze � < min(R;E), je mo�znomanipula�� s hodnotami t pro hranu h = (u; v) a/nebo hop = (v; u) (pokud jsou hranami s��t�e)dos�ahnout sn���zen�� p�rebytku t ve vrholu u o hodnotu � za sou�asn�eho zv�y�sen�� p�rebytku vrholuv o tut�e�z hodnotu �. P�ritom dojde sou�asn�e k tomu, �ze rezerva hrany h o � poklesne a sou�asn�ese rezerva opa�n�e hrany hop o � zv�y�s��. T�eto operai budeme �r��kat p�renesen�� p�rebytku velikosti �z vrholu u do vrholu v.Konkr�etn�e manipulae s toky v h a/nebo hop p�ri p�ren�a�sen�� p�rebytku z vrholu u do vrholu vvypad�a takto:� jestli�ze hop je hranou s��t�e a 0 < � < t(hop), pak hodnotu t(hop) sn���z��me o �;� jestli�ze hop je hranou s��t�e a 0 < t(hop) < �, polo�z��me �1 = � � t(hop) a nejprve hodnotut(hop) sn���z��me na nulu (tedy o ���1) a pak hodnotu t(h) zv�y�s��me o �1 (ve �skole si uk�a�zeme,�ze h v tomto p�r��pad�e mus�� b�yt hranou);� jestli�ze hop nen�� hrana nebo t(hop) = 0, pak hodnotu t(h) zv�y�s��me o �;Nakone si pov�simn�ete, �ze pokud t je nulov�y tok, pak rezervy hran s��t�e jsou rovny jejihkapait�am, kde�zto rezervy pro dvojie vrhol�u, kter�e nejsou hranami, jsou nulov�e.S�ena: Ford-Fulkerson�uv algoritmusJak u�z bylo nazna�eno v�y�se, Ford-Fulkerson�uv algoritmus je s vyu�zit��m pojmu rezervy hranymo�zno popsat velmi jednodu�se. M��sto pr�ae v p�uvodn�� s��ti budeme praovat v s��ti, kterou budemenaz�yvat s��t' rezerv. S��t' rezerv m�a stejn�e vrholy jako p�uvodn�� s��t', ale mno�zina jej��h hran z�avis��na tom, jak�y v z�akladn�� s��ti te�e tok nebo zoben�en�y tok popsan�y v prvn��m odstavi popisu t�etos�eny a proto se v pr�ub�ehu v�ypo�tu st�ale m�en��. P�redpokl�ad�ame-li, �ze v jist�y okam�zik te�e z�akladn��s��t�� zoben�en�y tok t, pak hranami v s��ti rezerv pr�av�e ty dvojie h = (u; v), kter�e maj�� kladnourezervu, tedy pro kter�e plat�� r(h) > 0.Algoritmus za���n�a se z nulov�eho toku a dokud je mo�zn�e nal�ezt estu ze zdroje do spot�rebi�e,kter�a je tvo�rena hranami s kladn�ymi rezervami, pak jednu z takov�yh est vybereme a po jej��hhran�ah p�resuneme ze zdroje do spot�rebi�e p�rebytek rovn�y minimu � z rezerv hran esty. Tatohodnota je nejv�et�s�� mo�zn�a velikost p�rebytku, kter�y se d�a postupn�e hranami p�ren�est, ani�z by do�slok poru�sen�� kapaitn��h omezen��. Je z�rejm�e, �ze touto opera�� se velikost toku zv�y�s�� o �.Zkuste si v�ypo�et pro zobrazen�y p�r��klad a p�r��padn�e i dal�s�� s��t�e z nab��zen�eho souboru nebovlastn�� konstruke. Na displeji je (s v�yjimkou za��atku a kone v�ypo�tu) zobrazov�ana s��t' rezerv,tedy �sipky p�redstavuj�� dvojie vrhol�u, kter�e maj�� kladnou rezervu. Je velmi d�ule�zit�e, abystepohopili, jak se p�ri zpraov�an�� jedn�e esty zm�en�� rezervy hran a jak se zm�en�� mno�zina hran s��t�erezerv: v�sem hran�am zpraov�avan�e esty poklesne rezerva o �. Alespo�n jedn�e hran�e esty (ale�asto i v��e, nap�r��klad v�sem hran�am esty) poklesne rezerva na nulu a t��m p�adem ze s��t�e rezervvypadne. Z�arove�n se v�sem opa�n�ym hran�am rezerva o � zv�y�s�� a proto se v�sehny v s��ti rezervobjev��, pokud v n�� ji�z p�redt��m nebyly. Podot�yk�am, �ze tyto opa�n�e hrany nemusely b�yt hranami vz�akladn�� s��ti (to kup�r��klad plat�� pro v�et�sinu zp�etn�yh hran esty v ukazovan�yh p�r��kladeh).S�ena: �Rez a optimalita 6



P�redhoz�� s�ena uk�azala, jak Ford-Fulkerson�uv algoritmus zvy�suje tok pomo�� zlep�suj����h est.Na prvn�� pohled ov�sem nen�� jasn�e, zda v okam�ziku, kdy algoritmus nenah�az�� dal�s�� zlep�suj���� estu,je nalezen�y tok nejv�et�s�� mo�zn�y. V t�eto s�en�e uk�a�zeme, �ze tomu tak je.Pro zvolenou s��t' proved'te el�y v�ypo�et Ford-Fulkersonova algoritmu. Volba kroku je nastavenana nejvy�s�s�� hodnotu [Cel�y v�ypo�et℄, tak�ze je to mo�zn�e prov�est jedin�ym stisknut��m kno��ku[Krok℄. M�u�zete ale tak�e volbu kroku zm�enit a v�ypo�et prov�ad�et po v�et�s��h �i men�s��h kro��hpostupn�e.�Rekneme, �ze vrhol s��t�e je dosa�ziteln�y, pokud do n�eho vede esta slo�zen�a z hran s kladn�ymirezervami. Zdroj je z trivi�aln��h d�uvod�u dosa�ziteln�y, ale spot�rebi� v okam�ziku v�ypo�tu dosa�ziteln�ynen��, proto�ze by se jinak Ford-Fulkerson�uv algoritmus nezastavil, ale upravoval by tok d�ale podlen�ekter�e esty, kterou lze spot�rebi� dos�ahnout ze zdroje.Prov�ad�ejte v�ypo�et a�z do jeho ukon�en��. V tento okam�zik se barevn�e ozna�en�� vrhol�u zm�en��.V�sehny dosa�ziteln�e vrholy se zbarv�� na stejnou barvu jako zdroj, tedy na zelenou. V�sehnynedosa�ziteln�e vrholy se zbarv�� na stejnou barvu jako spot�rebi�, tedy modrou. Dojde k rozd�elen��mno�ziny vrhol�u do dvou ��ast�� - dosa�zen�e a nedosa�zen�e, a toto rozd�elen�� nazveme �rez.Zm�en�� se tak�e barvy hran. M�ejte na pam�eti, �ze nejsou zobrazeny v�sehny hrany, ale pr�av�e tyhrany, kter�e maj�� kladnou rezervu. Z nih hrany spojuj���� dva zelen�e dosa�ziteln�e vrholy se tak�ezbarv�� zelen�e a hrany spojuj���� dva modr�e nedosa�ziteln�e vrholy se zbarv�� mod�re. Nakone hranyvyh�azej���� z nedosa�ziteln�eho vrholu a kon����� ve vrholu dosa�ziteln�em jsou obarveny �erven�e.Pov�simn�ete si, �ze nevid��me �z�adnou hranu vedou�� z n�ejak�eho dosa�ziteln�eho vrholu u don�ejak�eho nedosa�ziteln�eho vrholu v, proto�ze kdyby byla zobrazena, m�ela by kladnou rezervu aorientovan�a esta v s��ti rezerv ze zdroje do u (mus�� existovat, proto�ze u je dosa�ziteln�y) spolu s hra-nou (u; v) by znamenala, �ze i v by byl dosa�ziteln�y, o�z by byl spor s na�s��m v�yhoz��m p�redpokladem.Nyn�� je mysl��m zela jasn�e, �ze ze zelen�e ��asti s��t�e se do modr�e ��asti ned�a �z�adn�ym zp�usobemdopravit v��e toku, proto�ze �z�adn�a z hran, kter�e jsou v tomto sm�eru, ji�z nem�a pou�zitelnou rezervu.Matemetiky korektn�� d�ukaz tohoto tvrzen�� v�sak pod�ame a�z ve �skole.S�ena: Ryhlost v�ypo�tuV p�redhoz�� s�en�e jsme uk�azali, �ze Ford-Fulkerson�uv algoritmus na rozd��l od hladov�eho algo-ritmu v�zdy nalezne optim�aln�� �re�sen��.Jedinou ot�azkou je, jak dlouho to trv�a. Mysl��m, �ze nebudete m��t trp�elivost dokon�it v�ypo�et,kter�y bude prob��hat na obrazove, ale jeho my�slenku jist�e pohop��te. Asi si v�simnete, �ze Algovizeesty vol�� z�am�ern�e tak, aby v�ypo�et nesm�e�roval k ��li p�r��li�s ryhle. M�ejte v�sak na pam�eti, �ze Ford-Fulkerson�uv algoritmus nep�redepisuje volbu esty, pokud je v��e mo�znost�� a proto je tento postupzela legitimn��. V p�r��pad�e irraion�aln��h kapait se dokone m�u�ze st�at, �ze v�ypo�et neskon��� nikdy.Zkuste si v�ypo�et krokovat - uvid��te, �ze zpraov�an�� ka�zd�e esty zlep�s�� tok o 1. Lih�e iteraenaleznou estu proh�az�� ze zdroje p�res horn�� vrhol do doln��ho vrholu a pak do spot�rebi�e, o�zvede ke zv�y�sen�� toku v p�r���e na 1. Sud�e iterae pak ze zdroje jdou nejprve do doln��ho vrholu,protism�ern�e p�r���kou do horn��ho vrholu a pak do spot�rebi�e, o�z vede ke sn���zen�� toku p�r���kou nanulu a hra se m�u�ze opakovat. Jeliko�z, jak jist�e vid��te, je velikost maxim�aln��ho toku v zobrazen�es��ti 2000, trval by v�ypo�et opravdu dlouho; jsem p�resv�ed�en, �ze neprojdete ani prvn��h pades�atest, kter�e Algovize nab��dne.Po���ta� by sie pro tuto s��t' v�ypo�et dokon�il v rozumn�e dob�e, ale ji�z v r�ami 32-bitov�yhel�yh ���sel by bylo mo�zno zm�enit kapaity hran na obvodu na zhruba 2 miliardy a tedy by po�etitera�� dos�ahl okolo 4000000000 a pou�zit��m 64-bitov�yh hodnot kapait by se doba trv�an�� v�ypo�tumohla zv�y�sit na hodnotu, p�resahuj���� sou�asn�e (a z�rejm�e i budou��) v�ypo�etn�� mo�znosti lidstva. Jeproto �z�adou�� nal�ezt ryhlej�s�� algoritmus, kde by p�redev�s��m bylo mo�zn�e stanovit horn�� odhad dobyv�ypo�tu jen ze znalosti po�tu hran a vrhol�u a nebylo by mo�zno v�ypo�et libovoln�e prodlu�zovatzm�enou kapait. Dva takov�e algoritmy, Dinitz�uv a Goldberg�uv, budou pops�any v dal�s�� ��asti.4 Laborato�rS��t' je �tve�rie S = (G; ; z; s), kde G = (V;H) je orientovan�y graf, z, naz�yvan�y zdroj, a s, naz�yvan�yspot�rebi�, jsou dva r�uzn�e vrholy grafu G (tedy prvky mno�ziny V ) a  je funke, kter�a ka�zd�e7



hran�e h grafu G (tedy ka�zd�emu prvku mno�ziny H) p�ri�razuje nez�aporn�e re�aln�e ���slo (h), naz�yvan�ekapaita hrany h. Kapaitu hrany h = (u; v) budeme tak�e ozna�ovat jako (u; v). Prvky mno�zinyV budeme naz�yvat vrholy s��t�e; vrholy s��t�e jin�e ne�z zdroj a spot�rebi� se naz�yvaj�� vnit�rn�� vrholys��t�e. Prvky mno�ziny H budeme naz�yvat hrany s��t�e.Hranov�a funke v s��ti S je funke f , kter�a ka�zd�e hran�e h s��t�e S p�ri�razuje ���slo f(h). Je-lih = (u; v), pak mnohdy budeme m��sto f(h) �asto ps�at f(u; v). Vrholov�a funke je funke g, kter�aka�zd�emu vrholu v s��t�e p�ri�razuje ���slo g(v).Pro mno�zinu M vrhol�u s��t�e ozna���me jako in(M) mno�zinu hran, kter�e za���naj�� mimo M akon��� v M a jako out(M) mno�zinu hran, kter�e za���naj�� v M a kon��� mimo M . Pokud v je vrhols��t�e, pak in(v) respektive out(v) jsou tyto hodnoty pro M = fvg, tedy in(v) je mno�zina hranvstupuj����h do v a out(v) je mno�zina hran, pro kter�e je v jejih po��atkem.P�rebytek hranov�e funke t ve vrholu u s��t�e je ���sloexS;t(u) = Xh2in(v) t(h)� Xk2out(v) t(k):Zoben�en�y tok v s��ti S je hranov�a funke t, pro kterou plat��:1. pro ka�zdou hranu h s��t�e je 0 < t(h) < (h),2. pro ka�zd�y vrhol v s��t�e r�uzn�y od zdroje je exS;t(v) � 0, a3. jsou-li u a v dva vrholy takov�e, �ze jak (u; v), tak i (v; u) jsou hrany s��t�e, pak bud' t(u; v) = 0a/nebo t(v; u) = 0.Do de�nie zoben�en�eho toku jsme tedy p�ridali po�zadavek nulov�e irkulae, jak byl objasn�enve s�en�e o irkula��h.Tok v s��ti je spei�aln�� p�r��pad zoben�en�eho toku t, pro kter�y je exS;t(u) = 0 pro ka�zd�y vnit�rn��vrhol s��t�e.Je-li t zoben�en�y tok, pak p�rebytek spot�rebi�e, tedy ���slo exS;t(z), naz�yv�ame velikost zoben�en�ehotoku t.Z d�uvod�u, kter�e byly ji�z uk�az�any v proh�aze algoritmem, budeme ve zbytku kapitoly p�redpokl�adat,�ze graf G je takov�y, �ze je-li (u; v) jeho hranou, pak i (v; u) je tak�e jeho hranou, tedy s ka�zdou hra-nou v n�em le�z�� i hrana opa�n�a. Pokud by se stalo, �ze v zadan�em grafu tato podm��nka spln�enanen��, pak takov�e hrany do grafu p�rid�ame s nulovou kapaitou. Tedy pokud h = (u; v) by bylohranou, ale (v; u) nikoli, pak do grafu p�rid�ame hranu hop = (v; u) a polo�z��me (hop) = 0. Byl-lit zoben�en�y tok v p�uvodn�� s��ti, pak jedin�a mo�znost jak jej dode�novat v hran�e hop je polo�zitt(hop) = 0, proto�ze mus�� b�yt nez�aporn�y, ale nejv�y�se rovn�y nulov�e kapait�e. V takov�em p�r��pad�ese ale po p�rid�an�� hrany a dode�nov�an�� t nezm�en�� p�rebytky vrhol�u, tak�ze t z�ust�av�a zoben�en�ymtokem nebo tokem a nezm�en�� se ani jeho velikost. Hranu opa�nou k hran�e h budeme i v dal�s��mv�zdy zna�it jako hop.Rezerva hrany h = (u; v) s��t�e S vzhledem k zoben�en�emu toku t v t�eto s��ti, ozna�ovan�a jakorS;t(h), je ���slo (h) � t(h) + t(hop). Nehroz��-li nedorozum�en��, budeme ps�at jen r(h). Pov�simn�etesi, �ze rezerva hrany m�u�ze b�yt v�et�s�� ne�z jej�� kapaita, tedy spei�aln�e rezerva m�u�ze b�yt kladn�a ikdy�z kapaita hrany je nulov�a; m�u�ze se to ale st�at jen kdy�z opa�nou hranou hop te�e nenulov�ytok. Hrana h se naz�yv�a nenasyen�a pokud jej�� rezerva je kladn�a, v opa�n�em p�r��pad�e se naz�yv�anasyen�a. Cesta v s��ti je posloupnost na sebe navazuj����h hran a naz�yv�a se nenasyen�a, pokud jeslo�zena v�yhradn�e z nenasyen�yh hran; pokud obsahuje alespo�n jednu hranu nasyenou, budeme�r��kat, �ze je nasyen�a.Zlep�suj���� esta (vzhledem k s��ti S a zoben�en�emu toku t) je posloupnost hran h1; : : : ; h` s��t�eS takov�a, �ze rezervy v�seh t�ehto hran jsou kladn�e a existuj�� vrholy v0; : : : ; v` takov�e, �ze hi =(vi�1; vi) pro i = 1; : : : ; `.Budeme velmi �asto pou�z��vat n�asleduj���� operai se zoben�en�ym tokem t:
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Podm��nka aplikovatelnosti: � � min((h)� t(h) + t(hop); exS;t(u))�1  min(�; t(hop));�0  ���1;t(h) t(h) + �0;t(hop) t(hop)��1;P�resun p�rebytku � p�res hranu h = (u; v) (prvn�� varianta)Podrobn�eji rozebr�ano tato operae prauje n�asleduj����m zp�usobem:je-li t(hop) > �, pak se t(hop) sn���z�� o � a t(h) se nezm�en��,je-li � > t(hop) > 0, pak se t(hop) sn���z�� na 0 a t(h) se zv�y�s�� o � � t0, kde t0 je p�uvodn�� hodnotat(hop),je-li t(hop) = 0, pak se t(hop) nezm�en�� a t(h) se zv�y�s�� o �.Na�se algoritmy ale budou v z�ajmu jednoduhosti praovat nikoliv s toky, ale s rezervami. Jeliko�zbudeme vyh�azet z nulov�eho toku, jsou rezervy hran na za��atku v�ypo�tu rovny jejih kapait�am.V pr�ub�ehu v�ypo�tu budeme zaznamen�avat, jak se rezervy hran m�en��, a teprve na koni si v�y�seuveden�ym zp�usobem z rezerv spo�teme hodnoty toku, o�z jsou data, kter�a n�as zaj��maj��. Tentopostup m�a ale form�aln�� h�a�ek: rezerva hrany, tak jak byla de�nov�ana, nen�� prom�enn�a, jej���z hodnotuje mo�zno m�enit, ale funke, jej���z hodnota je d�ana velikost�� toku. Proto budeme postupovat tak,�ze pro ka�zdou hranu h zavedeme prom�ennou R(h), jej���z hodnotu budeme m�enit tak, abyhom bylishopni dok�azat, �ze R(h) je st�ale rovna rezerv�e hrany h pro n�ejak�y tok nebo zoben�en�y tok.Obdobn�e jako s rezervami budeme zah�azet i s p�rebytky. P�rebytek vrholu je funke, kterouvypo���tat m�u�ze b�yt n�aro�n�e - je t�reba uv�a�zit toky v�semi hranami, kter�e do uva�zovan�eho vrholuvstupuj�� nebo z n�eho vystupuj��, a t�eh m�u�ze b�yt mnoho. Zavedeme si proto tak�e pro ka�zd�y vrholv prom�ennou E(v), kter�a bude udr�zov�ana tak, aby jej�� hodnota se prokazateln�e st�ale rovnalap�rebytku vrholu v�u�i jist�emu toku nebo zoben�en�emu toku (kter�y bude impliitn�e zaznamen�anpomo�� hodnot R(h)). V n�ekter�yh p�r��padeh (jako pr�av�e zde u Ford-Fulkersonova algoritmu)nen�� p�rebytky nutn�e zn�at a proto je mo�zno prom�enn�e E i p�r��kazy s nimi manipuluj���� vynehat,ale pozd�eji u Goldbergova algoritmu bude jejih pou�zit�� nutn�e a proto jsem je popsal ji�z zde.Pro �uplnost shrneme, jak se prom�enn�e R a E iniializuj�� tak, aby odpov��daly rezerv�am ap�rebytk�um v�u�i nulov�emu v�yhoz��mu toku:for ka�zdou hranu h do R(h) = (h);for ka�zd�y vrhol v do E(v) = 0;Iniializae �udaj�u o rezerv�ah a p�rebyt��hJesli�ze zn�ame kapaitu jist�e hrany h a jej�� rezervu v�u�i n�ejak�emu toku, ale nev��me, kolik jetok touto hranou, pak nen�� t�e�zk�e si tuto hodnotu vypo���st (k tomu je nutn�y p�redpoklad nulov�eirkulae). Pokud tedy budeme m��t jistotu, �ze prom�enn�e R(h) jsou rovny rezerv�am hran vzhledemk jist�emu zoben�en�emu toku t, pak t(h) je mo�zno ur�it n�asleduj����m zp�usobem:Vstup: hrana h;if (h) > R(h)then t(h) (h)� r(h)else t(h) 0;Ur�en�� toku hranou ze znalosti jej�� kapaity a rezervyNa�se algoritmy budou toky hranami a tedy i rezervy hran a p�rebytky vrhol�u m�enit v�yhradn�eaplika�� v�y�se uveden�e operae p�resunu p�rebytku. V �re�i prom�enn�yh R(h) a E(v) tato operaevypad�a takto: Podm��nka aplikovatelnosti: � < min(R(h); E(u))R(h) R(h)��;R(hop) R(hop) + �;E(u) E(u)��;E(v) E(v) + �; 9



P�resun p�rebytku � p�res hranu h = (u; v) (druh�a varianta)Nyn�� ji�z m�u�zeme popsat Ford-Fulkerson�uv algoritmus:Vstup: S��t' (G; z; s; ), kde G = (V;H)Iniializae �udaj�u o rezerv�ah (a p�rebyt��h);loop:sestroj zlep�suj���� estu;if neexistuje zlep�suj���� esta then goto kone;zprauj zlep�suj���� estu;gotostmt loop;kone: v�ypo�et tok�u hranami z �udaj�u o rezerv�ah.Ford-Fulkerson�uv algoritmusJednotliv�e nede�novan�e ��asti v�ypo�tu jsou n�asleduj����:Sestrojen�� zlep�suj���� esty je nalezen�� esty ze zdroje z do spot�rebi�e s v grafu, kter�y m�a mno�zinuvrhol�u V a jako mno�zinu hran m�a ty hrany h 2 H , pro kter�e plat�� R(h) > 0. Zp�usoby �re�sen�� t�eto�ulohy (nap�r��klad prohled�av�an�� do �s���rky nebo do hloubky) byly probr�any v kapitole o prohled�av�an��grafu a proto nejsou opakov�any. V t�eto ��asti se tak�e zjist��, zda takov�a esta existuje, o�z jeinformae, kter�a se pou�zije v n�asleduj����m kroku algoritmu. Nalezen�a esta je pak pou�zita jakovstup pro zpraov�an�� zlep�suj���� esty.Jak impliitn�e vypl�yv�a z popisu algoritmu, uva�zujeme v n�asleduj����m zpraov�an�� zlep�suj����esty variantu p�resunu p�rebytku hranou, kter�a prauje s prom�enn�ymi R (prom�enn�e E zde nejsoupot�reba): Vstup: Cesta h1; : : : ; h` ze zdroje do spot�rebi�eProm�enn�e: ���slo �� min(R(h1); : : : ; R(h`));for i = 1; : : : ; ` do p�resu�n p�rebytek � p�res hranu hi;Zprauj zlep�suj���� estu5 �SkolaNejprve jednoduh�e, ale �asto pou�z��van�e tvrzen�� o tom, �ze sou�et rezerv opa�n�yh hran z�ust�av�akonstantn��:Tvrzen�� 1 [Labeled: FFSumRes℄ Je-li t zoben�en�y tok v s��ti S = (G; z; s; ) a h jej�� hrana, pakrS;t(h) + rS;t(hop) = (h) + (hop).D�ukaz: Jeliko�z (hop)op = h, plat�� rS;t(h) + rS;t(hop) = ((h)� t(h) + t(hop)) + ((hop)� t(hop) +t(h)) = (h) + (hop). |Pojem p�rebytku vrholu si nyn�� zoben��me na p�rebytek mno�ziny vrhol�u:De�nie 1 [Labeled: FFDefEx℄ Nehf je d�ana s��f S = ((V;H); z; s; ), zoben�en�y tok t v s��ti S amno�zina M vrhol�u s��t�e. PakexS;t(M) = Xh2(M) t(h)� Xk2out(M) t(k):D�ule�zit�e pomon�e lemma, kter�e bude nyn�� dok�az�ano, je tvrzen�� o p�rebytku mno�ziny vrhol�u:
10



Tvrzen�� 2 [Labeled: FFExM℄ Neht' t je hranov�a funke v s��ti S, M je mno�zina vrhol�u t�eto s��t�e.Pak exS;t(M) = Xu2M exS;t(u):D�ukaz: Ozna�me X1 = Xu2V Xh2in(V u) t(h); X2 = Xu2V Xh2out(u) t(h);Y 1 = Xh2in(M) t(h); Y 2 = Xh2out(M) t(h):Pak je z�rejm�e, �ze prav�a strana rovnosti z lemmatu, sou�et p�rebytk�u vrhol�u z mno�zinyM vzhledemk t, je rovna X1�X2 a lev�a strana je Y 1� Y 2.Pro ka�zdou hranu h = (v; w) takovou, �ze v; w 2M se t(h) objev�� pr�av�e jednou jako s���tane vX1 (jako prvek in(u) pro u = w) a pr�av�e jednou jako s���tane v X2 jako prvek out(u) pro u = v),tedy se ve v�yrazu X1�X2 vyru�s��. Jeliko�z h nepat�r�� ani do in(M), ani do out(M), t(h) se neobjev��jako s���tane ani v Y 1 ani v Y 2.Pro ka�zdou hranu h = (v; w) takovou, �ze v; w =2 M se t(h) neobjev�� jako s���tane v �z�adn�em zv�yraz�u X1, X2, Y 1, Y 2.Pro ka�zdou hranu h = (v; w) takovou, �ze v =2 M a w 2 M se t(h) objev�� pr�av�e jednou jakos���tane v X1 (jako prvek in(u) pro u = w), ale ne jako s���tane v X2, tedy k v�yrazu X1 �X2p�risp��v�a hodnotou t(h). Jeliko�z h pat�r�� do in(M), ale nepat�r�� do out(M), hrana h k v�yrazu Y 1�Y 2p�risp��v�a tak�e hodnotou t(h).Nakone pro ka�zdou hranu h = (v; w) takovou, �ze v 2M a w =2M se t(h) objev�� pr�av�e jednoujako s���tane v X2 (jako prvek out(u) pro u = v), ale ne jako s���tane v X1, tedy k v�yrazuX1�X2p�risp��v�a hodnotou �t(h). Jeliko�z h nepat�r�� do in(M , ale pat�r�� do out(M hrana h k v�yrazu Y 1�Y 2p�risp��v�a tak�e hodnotou �t(h).Jeliko�z jin�e �leny se ve v�yrazu neobjevuj��, je z�rejm�e, �ze X1�X2 = Y � Y 2. |Jako okam�zit�e d�usledky dost�av�ameTvrzen�� 3 [Labeled: FFSumEx℄ Sou�et p�rebytk�u v�seh vrhol�u vzhledem k libovoln�e hranov�efunki t je 0.D�ukaz: Viz minul�e lemma pro M rovn�e mno�zin�e v�seh vrhol�u (kdy in(M) a out(M) jsoupr�azdn�e mno�ziny). |Tvrzen�� 4 [Labeled: FFFlowSize℄ Je-li t tok, pak extS;t(z) = �extS;t(s), kde z a s jsou zdroj aspot�rebi� s��t�e.D�ukaz: Viz minul�e lemma, uv�a�z��me-li �ze p�rebytky vnit�rn��h vrhol�u s��t�e vzhledem k toku jsou0. |Nyn�� si dok�a�zeme tvrzen��, kter�e �r��k�a, �ze prom�enn�e R a E zaveden�e v laborato�ri jsou skute�n�erovny hodnot�am rezerv a p�rebytk�u:Tvrzen�� 5 [Labeled: FFR℄ Neht' je d�ana s��t' S = ((V;H); z; s; ), zoben�en�y tok t v s��ti S aprom�enn�e R(h), h 2 H, a E(v), v 2 V pro n�e�z plat��, �zeR(h) = rS;t(h) pro ka�zdou hranu h (A)E(v) = exS;t(v) pro ka�zd�y vrhol v B)11



Neht' h = (u; v) je hrana s��t�e S. Pak pokud se hodnoty t(h) a pop�r��pad�e t(hop) zm�en�� prvn��variantou p�resunu p�rebytku � p�res hranu h a hodnoty R(h) a R(hop) i hodnoty E(u) a E(v) sezm�en�� druhou variantou p�resunu p�rebytku � p�res hranu h, platnost podm��nek (A) i (B) z�ustanezahov�ana; p�ritom prvn�� varianta p�resunu p�rebytku � je aplikovateln�a pr�av�e tehdy, kdy�z je apliko-vateln�a druh�a varianta pro stejnou hodnotu �.D�ukaz: Tvrzen�� o aplikovatelnosti plyne p�r��mo z podm��nek (A) a (B) p�red proveden��m p�resunu.Prvn�� varianta p�resunu zv�y�s�� t(h) o �0 a sn���z�� t(hop) o �1, tak�ze rS;t(h) = (h) � t(h) + t(hop)poklesne o �0 + �1 = � (ozna�en�� viz popis prvn�� varianty p�renosu p�rebytku) a o tot�e�z druh�avarianta p�resunu sn���z�� R(h.Jeliko�z sou�et reserv hran h a hop je podle Lemmatu 1 konstantn��, dojde sou�asn�e p�ri prvn��variant�e p�resunu ke zv�y�sen�� rezervy hrany hop o � a stejn�a zm�ena se provede s R(hop).P�resun m�u�ze zm�enit tok jen v hran�ah h a hop, toky ostatn��mi hranami se nem�en��. Proto semohou zm�enit jen p�rebytky dvou vrhol�u u a v. Zm�ena p�rebytku vrholu u je rovna zm�en�e v�yrazut(h) + t(hop), proto�ze h z vrholu u vystupuje a hop do n�ej vstupuje, a ji�z jsme uk�azali, �ze tentov�yraz poklesne o �; stejn�e tak se zm�en�� i E(u).Nakone jeliko�z sou�et p�rebytk�u je podle Lemmatu 3 konstantn��, p�rebytek vrholu v o � vzrostea stejn�e se zm�en�� i E(v). |Nyn�� dok�a�zeme, �ze p�rev�ad�en�� p�rebytku nejv�y�se rovn�eho rezerv�e hrany nikdy neporu�s�� prvn�� at�ret�� podm��nku z de�nie toku; ze zoben�en�eho toku se tedy libovoln�ym p�reveden��m stane zasezoben�en�y tok. Tento poznatek bude pou�zit i u Dinitzova a Goldbergova algoritmu.Tvrzen�� 6 [Labeled: FFTransfCorret℄ Neht' t je zoben�en�y tok, h je hrana, � je ���slo takov�e,�ze 0 < � < rt(h). Pak p�reveden�� p�rebytku velikosti � hranou h neporu�s�� kapaitn�� omezen��0 < t(k) < (k) ani podm��nku t(k) � t(kop) = 0 pro �z�adnou hranu k s��t�e.D�ukaz: P�revodem p�rebytku p�res hranu h se m�u�ze zm�enit tok jen hranami h a hop. Uva�ztenyn��, �ze kapaity hran se b�ehem v�ypo�tu nem�en��. Ozna�me � a �op toky hranami h a hop p�redp�reveden��m. Rezerva hrany h p�red p�reveden��m tedy byla (h)� � + �op.Jeliko�z p�redpokl�ad�ame, �ze � je nejv�y�se rovno rezerv�e hrany h p�red p�reveden��m, plat��� +�� �op � � + ((h)� � + �op)� �op = (h):�Uvahu rozd�el��me na t�ri p�r��pady:pokud je �op > �, pak se t(hop) sn���z�� a to na hodnotu �op�� > 0 proto�ze � < (h)��+�op < �op;kapaitn�� omezen�� pro hop tud���z z�ustane v platnosti; t(h) se nezm�en��;pokud je � > �op > 0, bude po p�reveden�� t(hop) = 0, tedy vyhovuj����, a t(h) se zv�y�s��, tedy budenez�aporn�e a bude m��t hodnotu � +�� �op < (h), tedy (jak bylo dok�az�ano v�y�se) nejv�y�se (h);pokud je �op = 0, pak se tok hranou hop nezm�en��, (h) se zv�y�s��, tedy bude nez�aporn�y a bude m��thodnotu � +� = � +�� �op, tedy nejv�y�se (h).D�ukaz tvrzen�� t�ykaj���� se nulovosti jednoho z t(h) a t(hop) rozd�el��me na t�ri p�r��pady:pokud p�red p�reveden��m je t(hop) > �, pak se t(h) se nezm�en�� a z�ustane nulov�y;pokud p�red p�reveden��m je � > t(hop) > 0, bude po p�reveden�� t(hop) nulov�y;pokud p�red p�reveden��m je t(hop) = 0, pak se p�reveden��m nezm�en�� a z�ustane nulov�y. |D�ale dok�a�zeme, �zeTvrzen�� 7 [Labeled: FFPathCorret℄ Zpraov�an�� esty podle Ford-Fulkersonova algoritmu nezm�en��p�rebytek �z�adn�eho vnit�rn��ho vrholu s��t�e a velikost toku zv�y�s�� o �.D�ukaz: Na z�aklad�e Lemmatu 5 m�u�zeme m��sto p�rebytk�u uva�zovat prom�enn�e E(v) pro vrholy vs��t�e.Pro vrholy mimo estu se zjevn�e hodnoty E nem�en��.12



Je-li v vrhol zpraov�avan�e esty jin�y ne�z jej�� po��atek (zdroj) nebo kone (spot�rebi�), pak jekonem pr�av�e jedn�e z hran esty a za��atkem pr�av�e jedn�e z hran esty. P�ri zpraov�an�� esty se tedyE(v) zv�y�s�� o � p�ri p�renosu hranou vstupuj���� do v, ale zase sn���z�� p�ri p�renosu hranou vystupuj���� zv, tak�ze m�a po ukon�en�� zpraov�an�� esty stejnou hodnotu jako na za��atku.Do spot�rebi�e vede jedin�a z hran esty a �z�adn�a z n�eho nevystupuje, proto se p�rebytek spot�rebi�ezv�y�s�� o �. |Celkov�e jsme tedy dok�azali, �ze p�ri ka�zd�em vstupu a v�ystupu do t�ela smy�ky ve Ford-Fulkersonov�ealgoritmu je t tok a jeho velikost st�ale roste. Je ov�sem t�reba uk�azat, �ze se algoritmus v�zdy zastav��a nalezne nejv�et�s�� mo�zn�y tok.Se zastaven��m je pot���z. Jsou zn�amy s��t�e s irraion�aln��mi kapaitami, pro n�e�z se Ford-Fulkerson�uvalgoritmus p�ri nevhodn�yh volb�ah est nikdy nezastav��. Jsou-li v�sehny kapaity hran elo���seln�e,pak i ka�zd�a jin�a hodnota (tok hranou, rezerva, hodnota � pro zpraov�an�� esty) je tak�e elo���seln�aa proto �, o�z je kladn�e el�e ���slo, bude alespo�n 1 a proto se tok po ka�zd�em zpraov�an�� esty zv�y�s��alespo�n o 1 a tedy se po kone�n�e dob�e v�ypo�et zastav��.Jsou-li kapaity hran raion�aln��, pak napi�ste kapaity jako zlomky s elo���seln�ym �itatelema jmenovatelem a vyn�asobte je nejmen�s��m spole�n�ym n�asobkem jmenovatel�u. Z��sk�a se s��t' selo���seln�ymi kapaitami, ve kter�e v�ypo�et prob��h�a stejn�e jako v p�uvodn�� s��ti, tak�ze se po jist�edob�e tak�e zastav��. Tato doba m�u�ze ov�sem b�yt dlouh�a, jak jsme vid�eli b�ehem proh�azky.Nyn�� uk�a�zeme, �ze pokud se Ford-Fulkerson�uv algoritmus zastav��, d�a nejv�et�s�� mo�zn�y tok. Ne-jprve zavedeme n�asleduj���� pojemDe�nie 2 [Labeled: FFCut℄ �Rez je libovoln�a mno�zina M vrhol�u, kter�a obsahuje zdroj a neob-sahuje spot�rebi�. Velikost �rezu M je sou�et kapait hran pat�r����h do out(M).Nyn�� jedno tehnik�e lemmaTvrzen�� 8 [Labeled: FFCutFlow℄ Neht' t je tok a M je �rez v s��ti S. Pak velikost toku t je rovna�exS;t(M).D�ukaz: Podle de�nie velikosti toku a Tvrzen�� 3 je velikost toku rovna hodnot�e �exS;t(z), kdez je zdroj. V mno�zin�eMkrom�e zdroje jsou ji�z jen vnit�rn�� vrholy s��t�e, kter�e maj�� p�rebytek nulov�ya tedy podle Tvrzen�� 2 je p�rebytek mno�ziny M roven hodnot�e exS;t(z). |Jedno z nejd�ule�zit�ej�s��h tvrzen�� teorie tok�u v s��t��h jeV�eta 9 [Labeled: FFWeakMinMax℄ Neht' t je tok a M je �rez v s��ti. Pak velikost toku t je men�s��nebo rovn�a velikosti �rezu M .D�ukaz: Velikost toku t je podle v�y�se uveden�eho lemmatu rovna�exS;t(M) = Xh2out(M) t(h)� Xk2(M) t(k) � Xh2out(M) t(h);kde jsme vyu�zili toho, �ze pro hrany h 2 in(M) je t(h) � 0 a pro hrany h 2 out(M) je t(h) < (h).Hodnota na prav�e stran�e nerovnosti je ale velikost �rezu M . |Je z�rejm�e, �ze pokud se Ford-Fulkerson�uv algoritmus zastav��, pak neexistuje esta ze zdroje dospot�rebi�e, kter�a je slo�zena z hran, kter�e maj�� kladnou rezervu vzhledem k v�ysledn�emu toku,proto�ze jinak by n�ekter�a z takov�yh est byla vz�ap�et�� pou�zita pro zv�y�sen�� toku. Optimalitav�ysledku ur�en�eho Ford-Fulkersonov�ym algoritmem proto plyne z n�asleduj���� v�etyV�eta 10 [Labeled: FFMinMax℄ Neht' t je tok takov�y, �ze ka�zd�a esta ze zdroje do spot�rebi�e jenasyen�a. Pak neexistuje tok, kter�y by m�el v�et�s�� velikost ne�z t.13



D�ukaz: K d�ukazu v�ety sta��� dok�azat, �ze existuje �rez M , kter�y m�a velikost stejnou jako tok t,proto�ze podle p�redhoz�� v�ety neexistuje tok, kter�y by m�el v�et�s�� velikost ne�z je velikost �rezu M .De�nujme M jako mno�zinu v�seh vrhol�u, do kter�yh ze zdroje vede nenasyen�a esta. Zdroj domno�ziny trivi�aln�e pat�r��, z podm��nky ve v�et�e plyne, �ze do n�� nepat�r�� spot�rebi� a proto je M �rez.Neht' h = (v; w) je hrana pat�r���� do out(M). Jeliko�z tedy v 2M , pak podle de�nieM existujenenasyen�a esta ze zdroje do v. Nav�� w =2 M a tedy mus�� b�yt t(h) = (h), proto�ze jinak by hbyla nenasyen�a a tedy nenasyen�a esta ze zdroje do v dopln�en�a o hranu h by d�avala nenasyenouestu ze zdroje do w ve sporu s de�ni�� M .Neht' nyn�� h = (v; w) je hrana pat�r���� do in(M). Jeliko�z tedy w 2 M , pak podle de�nie Mexistuje nenasyen�a esta ze zdroje do w. Nav�� v =2M a tedy mus�� b�yt t(h) = 0, proto�ze jinak byhop m�ela kladnou rezervu, a tedy nenasyen�a esta ze zdroje do v dopln�en�a o nenasyenou hranuhop by byla nenasyen�a esta ze zdroje do v ve sporu s de�ni�� M .Podle Tvrzen�� 8 je velikost toku t rovnaXh2out(M) t(h)� Xk2(M) t(k) � Xh2out(M) t(h)a v�yraz na prav�e stran�e rovnosti je velikost �rezu M . |Jako okam�zit�y d�usledek tedy dost�av�ameV�eta 11 Pokud se Ford-Fulkerson�uv algoritmus zastav��, nalezne nejv�et�s�� mo�zn�y tok.6 Dinitz�uv algoritmusS�ena: Dinitz�uv algoritmusDinitz�uv algoritmus je vlastn�e implementa�� Ford-Fulkersonova algoritmu. Ford-Fulkerson�uvalgoritmus nep�redepisuje, jak�a zlep�suj���� esta (t.j. nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e) sem�a vybrat, pokud je jih k dispozii v��e. Dinitz�uv algoritmus stanov��, �ze je t�reba vybrat tu znih, kter�a obsahuje nejm�en�e hran. Jak uvid��me, tento jednoduh�y trik zp�usob�� p�rekvapivou zm�enunejhor�s��ho mo�zn�eho hov�an�� algoritmu. Nez�avisle jej objevili tak�e Edmonds a Karp, ale Dinitzovaimplementae nav�� obsahuje v ka�zd�e sv�e f�azi p�redzpraov�an��, kter�e v�ypo�et je�st�e uryhl��.Z�akladn�� sh�ema algoritmu je zobrazeno na displeji. Prov�ad�ejte v�ypo�et krokova��mi kno��ky;jednotliv�e f�aze v�ypo�tu zde budou komentov�any:Krok: IniializaeZde se provedou jednoduh�e �uvodn�� operae, p�redev�s��m ur�en�� po��ate�n��h rezerv hran, kter�enebudu bl���ze komentovat.Krok: Ur�en�� vrstevVrholy rozd�el��me do vrstev; vrhol v je v k=t�e vrstv�e, pokud nejkrat�s�� esta ze zdroje dospot�rebi�e, tvo�ren�a hranami s kladnou rezervou, obsahuje k hran. V nult�e vrstv�e je tedy jen zdroj,v prvn�� vrstv�e vrholy, do kter�yh vede ze zdroje esta s kladnou rezervou, v dal�s�� vrstv�e vrholy,do kter�yh vedou hrany z prvn�� vrstvy atd. Vrstva jsou nazna�eny svisl�ymi p�asy.Oben�e se m�u�ze st�at, �ze do n�ekter�eho vrholu v s��ti rezerv esta ze zdroje v�ube nevede. Takov�evrholy by byly zobrazeny u prav�eho okraje obrazovky.Kdy�z se vrholy d�el�� do vrstev poprv�e, jsou toky hranami rovny nule a tedy jejih rezervy jsourovny kapait�am, ale rozd�elov�an�� do vrstev se bude prov�ad�et opakovan�e a pozd�eji ji�z bude vazbamezi rezervami a kapaitami minim�aln�� a rozd�elen�� do vrstev m�u�ze b�yt zela odli�sn�e.Krok: Test ukon�en�� v�ypo�tuPokud by v s��ti nevedla ze zdroje do spot�rebi�e esta tvo�ren�a nenasyen�ymi hranami, o�zbyhom p�ri ur�ov�an�� vrstev zjistili, pak v�ypo�et kon��� vysko�en��m z vn�ej�s��ho yklu a proveden��mz�av�ere�n�yh �uprav; jak jsme ji�z uk�azali d�r��ve, znamen�a to, �ze ji�z byl nalezen maxim�aln�� tok.14



Krok: Vyneh�an�� pomal�yh hranDo tohoto kroku se dostaneme, pokud p�ri ur�ov�an�� vrstev bylo mimo jin�e zji�st�eno, �ze v s��tiexistuje nenasyen�a esta ze zdroje z do spot�rebi�e s. L(s) pak ud�av�a d�elku t�eto esty. Dinitz�uvalgoritmus p�rikazuje, aby pro zlep�sov�an�� toku byla v s��ti rezerv vybr�ana ta esta ze zdroje dospot�rebi�e, kter�e m�a minim�aln�� d�elku, tedy d�elku rovnou L(s).Pozorov�an��m v�ypo�tu se zjist��, �ze v�et�sinou takov�yh est b�yv�a v��e, n�ekdy i velk�e mno�zstv��a �radu z nih postupn�e vybereme pro zlep�sen�� toku. Proto je u�zite�n�e okam�zitou situai prozk-oumat podrobn�eji a prov�est p�redb�e�zn�e v�ypo�ty, d��ky nim�z bude snaz�s�� tyto esty hledat. Totop�redzpraov�an��, kter�e sh�az�� v Edmonds-Karpov�e algoritmu, zp�usob��, �ze Dinitz�uv algoritmus m�alep�s�� asymptotik�y odhad nejhor�s��ho mo�zn�eho hov�an��.Pod��v�ame-li se na graf na obrazove, je z�rejm�e, �ze nasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e (tedyesta skl�adaj���� se z viditeln�yh hran) a obsahuj���� minim�aln�� po�et hran se nem�u�ze nikde zdr�zovata ka�zdou hranou mus�� postoupit o jednu vrstvu doprava. Takov�e hrany budeme naz�yvat ryhl�e.Hran�e, kter�a m�a oba kone ve stejn�e vrstv�e a nebo dokone vede sm�erem vlevo (jej�� kone je zdrojibl���ze ne�z jej�� po��atek), kter�e budeme �r��kat pomal�a. Takovou hranou nejkrat�s�� nenasyen�a estaproh�azet nem�u�ze.Stejn�e tak nem�u�ze esta minim�aln�� d�elky proh�azet vrholy, kter�e maj�� vzd�alenost od zdrojev�et�s�� nebo rovnou vzd�alenosti spot�rebi�e od zdroje (a jsou r�uzn�e od spot�rebi�e). Hrany vyh�azej����z takov�yh vrhol�u tak�e oza���me za pomal�e.Pomal�e hrany se poznaj�� snadno na z�aklad�e hodnot L. M�a-li hrana po��atek v a kone w, pakje pomal�a pr�av�e kdy�z L(w) � L(v) nebo L(v) � L(s), kde s je spot�rebi�.Na obrazove se v tomto kroku pomal�e hrany ozna��� �zlut�e, ryhl�e hrany z�ust�avaj�� modr�e.�Z�adnou pomalou hranou (nyn�� je �zlut�a), nem�u�ze proh�azet nejkrat�s�� nenasyen�a esta ze zdrojedo spot�rebi�e. Naopak to ale zjevn�e neplat��: lekter�a modr�a hrana je takov�a, �ze p�res ni tak�e takov�aesta nevede. Takov�yh hran se ale zbav��me pozd�eji.Tento krok je natolik jednduh�y, �ze jej ji�z podrobn�eji rozeb��rat nebudu.Zatr�zen�� hekboxu [Skryj �zlut�e℄ (mo�zn�a mus��te nejprve stisknout kno��k [V��e ovlada��u℄)se �zlut�e pomal�e hrany p�restanou zobrazovat v�ube. Zobrazov�an�� v�ypo�tu je pak n�azorn�ej�s��, alezakr�yv�a fakt, �ze v s��ti maj�� kladnou rezervu i pomal�e hrany.Krok: Nalezen�� slep�yh kon�uJestli�ze z vrholu vyh�azej�� jen pomal�e hrany, pak p�res n�ej ur�it�e nevede nejkrat�s�� nenasyen�aesta. Tot�e�z plat�� i pokud do vrholu vstupuj�� jen pomal�e hrany. Takov�e vrholy nyn�� ur���me.Tato jednoduh�a operae bude pozd�eji rozebr�ana podrobn�eji, ale jist�e by v�am ne�inilo probl�emp�r��slu�sn�y podprogram napsat sami.Krok: Pro�i�st�en�� s��t�eJak jsme ji�z vid�eli v p�redhoz��m kroku, p�res n�ekter�e ryhl�e (modr�e) hrany nevede �z�adn�a ne-jkrat�s�� nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e, proto�ze pokud p�res n�e p�rejdeme, dostaneme sed�r��ve �i pozd�eji do slep�e uli�ky, neboli do vrholu (jin�eho ne�z spot�rebi�), ze kter�eho �z�adn�e ryhl�emodr�e hrany nevystupuj��.Podobn�e je tomu i u hran, do kter�yh se ze zdroje nem�u�zeme dostat ryhl�ymi hranami.V tomto kroku se v�sehny slep�e uli�ky odstran�� - hrany, kter�e jsou sie ryhl�e, ale vedou do slep�euli�ky nebo se do nih dostaneme jen ze slep�e uli�ky a ne ze zdroje. Jak se to provede uk�a�zemepozd�eji, v t�eto s�en�e uvid��me jen v�ysledek a p�ripomeneme, �ze v n�ekter�yh p�r��padeh m�u�ze b�ytslep�a uli�ka dlouh�a a a�z za dlouhou dobu se uk�a�ze, �ze nikam nevede.Podobn�e jako pomal�e hrany se slep�e ryhl�e hrany po proveden�� kroku bud' zobrazuj�� jako �zlut�enebo nezobrazuj�� v z�avislosti na nastaven�� hekboxu [Skryj �zlut�e℄.Zkuste se vr�atit k s��ti p�red pro�i�st�en��m a pak si v�ysledek operae znovu prohl�edout; je z�rejm�e, �zepo pro�i�st�en�� le�z�� ka�zd�a modr�a hrana na n�ekter�e nejkrat�s�� nenasyen�e est�e ze zdroje do spot�rebi�e aji mo�zno snadno nal�ezt bez vraen�� se a nav�� ka�zd�a esta ze zdroje do spot�rebi�e tvo�ren�a modr�ymihranami je nenasyen�a esta obsahuj���� minim�aln�� po�et hran.Z d�uvod�u, kter�e pozn�ame pozd�eji, je n�asleduj���� ��ast algoritmu souhrnn�e ozna�ena jako nalezen��nasyen�eho toku modr�ymi hranami. Jedn�a se ale, jak uvid��te p�ri krokov�an�� o ykl sest�avaj���� zn�asleduj����h krok�u: 15



Krok: Test ukon�en�� yklu hled�an�� nalezen�� nasyen�eho toku modr�ymi hranamiB�ehem zlep�sov�an�� toku pod�el nal�ezen�yh est a n�asledn�eho do�i�st'ov�an�� - viz n�asleduj���� dvakroky - ub�yv�a modr�yh hran. Jakmile po zpraov�an�� n�ekter�e esty zmiz�� posledn�� modr�a esta zezdroje do spot�rebi�e, pak se v�sehny modr�e hrany stanou slep�ymi a n�asleduj���� do�i�st�en�� je v�sehnyvyneh�a. Pak budeme muset dal�s�� estu hledat mezi hranami, kter�e zat��m byly ohodnoeny jakopomal�e. Proto se prob��ran�y ykl ukon��� a vra��me se znovu na rozd�elen�� vrhol�u do vrstev, kter�en�ekter�e hrany dosud ozna�en�e jako pomal�e p�rehodnot�� na ryhl�e a v�ypo�et oben�e m�u�ze pokra�ovat.Krok: Nalezen�� a zpraov�an�� estyHled�an�� nejkrat�s�� nenasyen�e esty bude probr�ano pozd�eji, v t�eto s�en�e se esta zobraz�� okam�zit�e.Zp�usobem, kter�y zn�ame z Ford-Fulkersonova algoritmu nyn�� nalezneme minim�aln�� rezervu naest�e a o tuto hodnotu se sn���z�� rezervy hran na est�e a naopak zv�y�s�� rezervy opa�n�yh hran.Mno�zina nenasyen�yh hran se tedy zm�en�� dvoj��m zp�usobem� pro alespo�n jednu hranu nalezen�e esty se jej�� rezerva sn���z�� na nulu a tedy tato hranap�restane b�yt zobrazov�ana a algoritmem (alespo�n do�asn�e) uva�zov�ana; je to hrana nebo hranys minim�aln�� rezervou mezi hranami esty;� hran�am, kter�e le�z�� v protism�eru k hran�am esty, rezerva vzroste; po proveden�� operae tedytyto hrany jsou maj�� kladnou rezervu; n�ekter�e z nih ji m�ely kladnou ji�z p�redt��m, ale i pokudbyla rezerva nulov�a, zpraov�an��m esty vzrostla na kladnou hodnotu.Na �upln�e proveden�� tohoto kroku mus��me zma�knout kno��k [Krok℄ �ty�rikr�at.Po prvn��m klepnut�� na kno��k se objev�� zelen�e vyzna�en�a esta. Po druh�em se ur��� a zobraz��hodnota � minim�aln�� rezervy hran esty. Po t�ret��m klepnut�� se barevn�e zobraz�� zm�eny v s��ti rezerv:� hrany, kter�ym rezerva vzrostla, jsou hrany opa�n�e orientovan�e k hran�am esty a zobraz�� seve dvou odst��neh �erven�e; hrany, kter�e ji�z p�redt��m byly nenasyen�e, budou sv�etle �erven�e,zat��mo hrany, jej��h�z rezerva vzrostla z nuly na kladn�e ���slo a kter�e tedy se nenasyen�ymipr�av�e staly, budou syt�e �erven�e;� hrany esty, kter�ym rezerva poklesla, ale nikoli na nulu, tak�ze z�ust�avaj�� nenasyen�e, z�ustanouzelen�e a� hrany esty, kter�ym rezerva poklesla na nulu, tak�ze p�restanou b�yt nenasyen�e, budou nyn��b��l�e a neobta�zen�e.U hran budou tak�e uvedeny zm�en�en�e rezervy.Nakone po �tvrt�em klepnut�� se barevn�e ozna�en�� hran vr�at�� k obvykl�emu zp�usobu: hrany esty,kter�e p�restaly b�yt nenasyen�e, nejsou zobrazeny, ostatn�� hrany esty jsou zobrazeny mod�re.Opa�n�e orientovan�e hrany, kter�e v minul�em kroku byly �erven�e, jsou pomal�e a proto budou zo-brazeny �zlut�e nebo nezn�azorn�eny v z�avislosti na nastaven�� hekboxu [Skryj �zlut�e℄. Tento fakt jekl���ov�y pro pohopen�� algoritmu; zpraov�an��m esty sie n�ekter�e hrany nenasyen�e p�rest�avaj�� b�yt,ale jin�e se nenasyen�ymi mohou st�at, ale nov�e nenasyen�e hrany nejsou pou�ziteln�e pro vytvo�ren��nejkrat�s�� nenasyen�e esty.Jak bylo �re�eno v�y�se, alespo�n jedna hrana esty p�restane b�yt nenasyen�a. T��m se op�et mohouvytvo�rit slep�e uli�ky. Dinitz�uv algoritmus proto po ka�zd�em zpraov�an�� esty znovu vol�a pro�i�st�en��s��t�e, kter�e bylo zm��n�eno v�y�se.Krok: Do�i�st�en��Po zpraov�an�� esty vypadla alespo�n jedna mod�re zobrazen�a hrana. To m�u�ze v�est k tomu, �zen�ekter�e modr�e ryhl�e hrany se stanou slep�ymi - nevede p�res n�e �z�adn�a modr�a esta sdo spot�rebi�e.Takov�e hrany pak v tomto kroku vyneh�ame stejn�e tak, jako se to prov�ad�elo v kroku �i�st�en��uveden�em v�y�se.S�ena: Pro� kr�atk�e esty 16



Projd�ete si v�ypo�et je�st�e jednou; krokov�an�� je je�st�e hrub�s�� ne�z v p�redhoz�� s�en�e, proto�ze uzpraov�an�� esty je zn�azorn�en jen v�ysledek po jej��m ukon�en��. V�ypo�et si rozd�el��me na f�aze, f�azejsou navz�ajem odd�eleny skokem na n�av�e�st�� \loop" a p�repo���t�an�� vrstev.Po elou dobu trv�an�� f�aze m�a nejkrat�s�� esta ze zdroje do spot�rebi�e v s��ti rezerv stejnou d�elku,danou po�tem vrstev, ozna�me ji L. Jak jsme vid�eli u�z v p�redhoz�� s�en�e, po�et est t�eto d�elky Lka�zd�ym zpraov�an��m klesne alespo�n o jednu (vypadne p�rinejmen�s��m zpraov�avan�a esta: alespo�njedna hrana zpraov�avan�e esty se nasyt��) a mohou sie vzniknout nov�e nenasyen�e esty ze zdrojedo spot�rebi�e, ale �z�adn�a nov�a modr�a ryhl�a modr�a nep�ribude a tedy nep�ribude ani �z�adn�a modr�aesta stejn�e nebo krat�s�� d�elky.Dokud existuje alespo�n jedna nenasyen�a esta d�elky L, do�i�st�en�� poneh�av�a s��t' modr�yh hrannepr�azdnou (hrany esty pro�i�st�en�� nem�u�ze vyhodit). Jakmile ale v�sehny esty t�eto d�elky zani-knou, do�i�st�en�� v�sehny zb�yvaj���� modr�e hrany vyhod�� a proto vz�ap�et�� nast�av�a v�yskok z vnit�rn��hoyklu a nov�a f�aze. V tomto okam�ziku se tak�e zjevn�e zv�y�s�� d�elka nejkrat�s�� modr�e esty ze zdroje dospot�rebi�e (p�uvodn�� esty d�elky L zanikly a krat�s�� esty nebo jin�e esty stejn�e d�elky v s��ti nebylya ani nevznikly). Po ukon�en�� libovoln�e f�aze se proto d�elka nejkrat�s�� modr�e esty ze zdroje dospot�rebi�e zv�et�s��.Zkuste si nyn�� krokovat v�ypo�et znovu a tvrzen�� si ov�e�rit. V rohu obrazovky se zobrazujepo�radov�e ���slo f�aze a d�elka nejkrat�s�� esty.Z uveden�eho ihned plyne, �ze po�et f�az��, neboli po�et opakov�an�� vn�ej�s��ho yklu algoritmu nem�u�zeb�yt v�et�s�� ne�z n� 1, kde n je po�et vrhol�u s��t�e. Prost�a esta ze zdroje do spot�rebi�e toti�z nem�u�zem��t v��e ne�z n � 1 hran, ale alespo�n jednu hranu m��t mus��. Nyn�� sta��� uv�a�zit, �ze d�elka nejkrat�s��esty ze zdroje do spot�rebi�e m�u�ze m��t jen hodnoty 1; : : : ; n� 1, ale v ka�zd�e f�azi jinou.Krom�e toho p�ri ka�zd�em proveden�� t�ela vnit�rn��ho yklu zmiz�� alespo�n jedna modr�a hrana, tak�zepo�et proveden�� vnit�rn��ho yklu v r�ami jedn�e f�aze nep�rev�y�s�� po�et hran, kter�e byly modr�e p�rivstupu do yklu (a tedy je nejv�y�se roven po�tu v�seh hran s��t�e).S�ena: Pro� ne dlouh�e estyTato s�ena je shodn�a s p�redhoz��mi s�enami ukazuj����mi �innost algoritmu s jedinou, ale pod-statnou odhylkou: zp�usob v�yb�eru esty pro zlep�sen�� toku nepreferuje nejkrat�s�� nenasyenou estu,ale naopak estu, kter�a se sna�z�� postupovat o nejpomalej�s��m zp�usobem. Jde vlastn�e o Ford-Fulkerson�uv algoritmu, u kter�eho zn�azor�nujeme rozd�elen�� vrhol�u do vrstev.Na est�e se nyn�� m�u�ze objevit i pomal�a hrana. V p�r��pad�e v�yhoz�� s��t�e t�eto s�eny se do estydostane hrana vedou�� o dv�e vrstvy zp�et ke spot�rebi�i.Jestli�ze n�ekter�a hrana h esty vede o alespo�n dv�e vrstvy zp�et, hrana hop k n�� opa�n�e orientovan�avede o alespo�n dv�e vrstvy dop�redu sm�erem ke spot�rebi�i. Znamen�a to, �ze hop, kter�a je po zpraov�an��esty ur�it�e nenasyen�a, se stane \superryhlou" nenasyenou hrana, kter�a umo�zn�� od zdroje dospot�rebi�e postupovat ryhleji, ne�z tomu bylo dosud mo�zn�e.Pokud esta pou�z��v�a pomal�e hrany, vedou�� o jednu vrstvu zp�et, nevytvo�r�� to sie krat�s�� ne-nasyenou estu, ale m�u�ze to v�est ke vzniku nov�e a stejn�e dlouh�e nenasyen�e esty.Vid��me, �ze v�yb�er dlouh�yh zlep�suj����h est by vedl k tomu, �ze zpraov�an�� jedn�e esty jist�e d�elkyby mohlo v�est k poru�sen�� tvrzen��, �ze nevznikaj�� esty, slo�zen�e z hran s kladnou rezervou, kter�e bybyly stejn�e dlouh�e nebo krat�s�� ne�z existuj���� esty. P�ritom na tomto p�redpokladu je podstatn�ymzp�usobem z�avisl�y odhad po�tu opakov�an�� ykl�u k�odu, kter�y byl uveden v minul�e s�en�e.S�ena: VrstvyTato s�ena umo�z�nuje podrobn�e krokov�an�� etapy ur�ov�an�� vrstev s��t�e rezerv. Podrobn�ej�� ji alekomentovat nebudeme, proto�ze se jedn�a o prohled�av�an�� s��t�e do �s���rky, kter�e bylo podrobn�e probr�anoji�z d�r��ve.S�ena: �Ci�st�en��Pro�i�st�en�� s��t�e je sie rutinn��, ale ne zela jednoduh�a operae. V�yhodn�e je prov�ad�et ji jak jepops�ano d�ale a jak je mo�zno podrobn�e krokovat na obrazove, zat��mo ostatn�� ��asti v�ypo�tu sekrokuj�� velie hrub�e. 17



P�redn�e si pro ka�zd�y vrhol poznamen�av�ame, kolik modr�yh ryhl�yh hran z n�eho vyh�az�� akolik modr�yh ryhl�yh hran do n�eho vstupuje. Potom vedeme z�aznam o vrholeh, ze kter�yh�z�adn�a modr�a hrana nevystupuje, ale n�ekter�e vstupuj�� a z�aznam o vrholeh s opa�nou vlastnost��(�z�adn�a modr�a hrana nevstupuje, n�ekter�e vystupuj��).Po rozd�elen�� vrhol�u do vrstev a stanoven�� ryhl�yh modr�yh hran a �zlut�yh pomal�yh hran setyto �udaje spo���taj�� z�rejm�ym byt' pon�ekud pomal�ym zp�usobem, pak se ji�z jen upravuj��.Pak se po sob�e zprauj�� slep�e uli�ky typu ni nevyh�az�� a typu ni nevstupuje. Pop���seme zdeprvn�� operai, druh�a je obdobn�a.Do mno�ziny Q vlo�z��me v�sehny vrholy, do kter�yh vstupuje alespo�n jedna modr�a hrana, ale�z�adn�a modr�a hrana z n�ej nevystupuje. Pak dokud je Q nepr�azdn�a, opakujeme n�asleduj���� operai:z Q se vyjme libovoln�y vrhol v a pro v�sehny hrany (u; v) vstupuj���� do v se provede n�asleduj����:hrana se p�rebarv�� z modr�e na �zlutou, o 1 se sn���z�� �udaj o po�tu modr�yh hran vystupuj����h z ua pokud toto ���slo poklesne na 0, vrhol u se za�rad�� do mno�ziny Q.Krokujte si v�ypo�et a sledujte, jak se slep�e uli�ky zpraov�avaj��.Bystr�y �ten�a�r si jist�e pov�siml, �ze konstruke a zpraov�an�� fronty vrhol�u do kter�yh nevstupuj��modr�e hrany je zbyte�n�e: slep�e uli�ky je nutno odstranit, abyhom se do nih nedostali p�ri hled�an��esty do spot�rebi�e v �ist�e s��ti, vyh�azej��e p�ritom ze zdroje, proto�ze by bylo nutno ouvat av�ypo�et by se zpomalil. Vrholy, do kter�yh nevstupuj�� modr�e hrany, jsou ale vrholy, do nih�z sep�ri takov�em hled�an�� nedostaneme; proto p�ri hled�an�� esty nemohou p�usobit komplikae a nen�� tud���zpot�reba ztr�aet �as jejih odstra�nov�an��m. V appletu jsou za�razeny proto, aby n�akres s��t�e modr�yhhran byl p�rehledn�ej�s�� a \�ist�s��". Jeliko�z zpraov�an�� obou front je analogik�e, nep�redstavuje jist�epro �ten�a�re �z�adnou z�at�e�z p�ri �ten�� knihy.S�ena: Zpraov�an�� estyTato s�ena jen opakuje obdobnou s�enu z Ford-Fulkersonova algoritmu. Za�radili jsme ji jenproto, abyste si dob�re pov�simli, �ze p�ri hled�an�� esty v �ist�e siti se nem�u�ze st�at, �ze byhom zabloudilido slep�e uli�ky, museli se vraet a t��m by se hled�an�� prodlou�zilo. V �ist�e s��ti s ka�zd�ym krokemposuneme o jednu vrstvu bl���ze ke spot�rebi�i a proto (na rozd��l od Ford-Fulkersonova algoritmu,ale i od algoritmu Edmondse a Karpa) doba pot�rebn�a k nalezen�� esty je �um�ern�a jej�� d�ele.7 Laborato�rVe v�ykladu Dinitzova algoritmu pou�z��v�ame v�sehna ozna�en��, zaveden�a v seki o Ford-Fulkersonov�ealgoritmu, jeho�z je Dinitz�uv algoritmus spei�aln��m p�r��padem. Nejprve si zavedeme ozna�ov�an��stavu hran. Pro ka�zdou hranu h bude k dispozii prom�enn�a h:status, kter�a bude nab�yvat 4mo�zn�yh hodnot - nasyen�a, pomal�a, slep�a, pou�ziteln�a (a po jistou dobu na za��atku v�ypo�tu m�u�zeb�yt prom�enn�a neiniializovan�a). Nasyen�e hrany budou ty, kter�e se p�ri proh�aze algoritmemnezn�azor�novaly, pou�ziteln�e hrany byly ozna�ov�any mod�re, pomal�e a nepou�ziteln�e hrany dv�emaodst��ny �zlut�e. Hrana, kter�a je bud' ve stavu \slep�a" nebo \pou�ziteln�a" se tak�e n�ekdy ozna�ujejako ryhl�a a hrana, kter�a nen�� ve stavu \nasyen�a" (je tedy pomal�a, slep�a nebo pou�ziteln�a) budenaz�yv�ana nenasyen�a.D�ale budeme pro ka�zd�y vrhol u pou�z��vat elo���seln�e prom�enn�e L(u), Din(u) a Dout(u).Dinitz�uv algoritmus m�u�ze b�yt pops�an n�asleduj����m zp�usobem:
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1 DAinit iniializae �udaj�u o rezerv�ah;2 DAloop F�aze:3 DAlaye ur�en�� vrstev;4 DAtest if neexistuje nenasyen�a esta zdroj ! spot�rebi�5 DAgoto then goto Kone;6 DAfast ur�en�� ryhl�yh hran;7 DAdeg ur�en�� v�yhoz��h stup�n�u vrhol�u;8 DAlea pro�i�st�en�� s��t�e;9 DAsat nalezen�� nasyen�eho toku;10 DAbak goto F�aze;11 DAend Kone: v�ypo�et tok�u hranami z �udaj�u o rezerv�ah.Dinitz�uv algoritmus1 DSwhil while existuje hrana h takov�a, �ze h:status = pou�ziteln�a do begin2 DSpath nalezen�� esty;3 DSpro zpraov�an�� esty;4 DSlea pro�i�st�en�� s��t�e;5 end. Nalezen�� nasyen�eho tokuUr�en�� vrstev je jednoduh�a aplikae prohled�av�an�� do �s���rky, vyh�azej��e ze zdroje; pro �uplnostjej zde zopakujeme:Prom�enn�e: Q, FIFO fronta vrhol�u;1 LAinit L(z) = 0; L(v) 1 pro ka�zd�y jin�y vrhol v;2 LAiniQ za�rad' z do fronty Q;3 LAfor for v�sehny hrany h do4 LAsat if R(h) > 0 then h:status pou�ziteln�a else h:status nasyen�a;5 LAwhil while Q je nepr�azdn�a do begin6 LAoutQ vyjmi prvn�� vrhol v z fronty Q;7 LAwfor for v�sehny hrany h = (v; w) takov�e, �ze h:status = pou�ziteln�a do8 LAin� if L(w) =1 then begin9 LAsetL L(w) L(v) + 1;10 LAputQ za�rad' w do fronty Q;11 end;12 end; Ur�en�� vrstevMno�ziny vrhol�u se stejnou hodnotou L(v) budeme naz�yvat vrstvy.Jestli�ze po ur�en�� vrstev je L(s) =1, pak ze zdroje do spot�rebi�e neexistuje nenasyen�a estaa v�ypo�et kon��� skokem na n�av�e�st�� \Kone", v opa�n�em p�r��pad�e se pokra�uje snadnou klasi�ka��nenasyen�yh hran na ryhl�e a pomal�e.Nenasyen�a hrana (v; w) je ryhl�a pr�av�e kdy�z plat�� L(v) < L(w). Hrana je tedy ryhl�a, jestli�zepostupuje o jednu vrstvu doprava.P�ri vstupu do etapy klasi�kae jsou v�sehny nenasyen�e hrany ozna�eny jako pou�ziteln�e, av etap�e klasi�kae neh�ame v�sehny ryhl�e nenasyen�e hrany ozna�eny jako pou�ziteln�e (jsou tomodr�e hrany z appletu), ale zm�en��me statut hran pomal�yh. V etap�e �ist�en�� mohou b�yt n�ekter�epou�ziteln�e hrany p�reklasi�kov�any na slep�e, viz d�ale.Klasi�kae je vyu�z��v�ana tak, �ze esta pro zlep�sen�� toku se z�asadn�e vyb��r�a z pou�ziteln�yh hran.Uvid��me, �ze se t��m dos�ahne dostate�n�e ryhlosti v�ypo�tu.1 DFfor for v�sehny hrany h = (v; w) takov�e, �ze h:status = pou�ziteln�a do2 DFif if L(v) � L(w)3 DFthen then h:status pomal�a;Ur�en�� ryhl�yh hran19



�Ci�st�en�� s��t�e vyh�az�� z ur�en�� stup�n�u vrhol�u, kter�e je tak�e jednoduh�e. V pseudok�odu v appletubylo impliitn�e zahrnuto do samotn�eho pro�i�st'ov�an��, zde jej uvedeme zvl�a�st'. �C��slo Din(v) resp.Dout(v) bude ud�avat po�et pou�ziteln�yh hran, vstupuj����h do vrholu v, resp. vystupuj����h zvrholu v. V pr�ub�ehu tak�e ur���me pro n�as nejzaj��mav�ej�s�� informai - mno�zinyMin aMout vrhol�u,do kter�yh nevstupuj�� resp. ze kter�yh nevystupuj�� pou�ziteln�e hrany.1 for v�sehny vrholy v do begin Din(v) 0; Dout(v) 0; end;2 for v�sehny hrany h = (u; v) takov�e, �ze h:status = pou�ziteln�a do begin3 zvy�s Din(v) o 1; zvy�s Dout(u) o 1;4 end;5 Min = ;; Mout = ;;6 for v�sehny vnit�rn�� vrholy v do begin7 if Din(v) = 0 and Dout(v) 6= 0 then vlo�z v do Min;8 if Dout(v) = 0 and Din(v) 6= 0 then vlo�z v do Mout;9 then vlo�z v do Mout;10 end; Ur�en�� v�yhoz��h stup�n�u vrhol�uPro�i�st�en�� s��t�e p�reklasi�kuje n�ekter�e hrany dosud klasi�kovan�e jako pou�ziteln�e za slep�e. Jakuvid��me ve �skole, slep�e hrany jsou ty, kter�e nen�� t�reba uva�zovat p�ri hled�an�� zlep�suj���� esty, proto�zep�res n�e nevede hledan�a esta minim�aln�� d�elky za zdroje do spot�rebi�e, slo�zen�a jen z ryhl�yhnenasyen�yh hran. Pro�i�st�en�� s��t�e spo���v�a ve v�ystupn��m a vstupn��m pro�ist�en�� s��t�e:1 DCwhil while Mout je nepr�azdn�a2 DCoutM vyjmi z Mout libovoln�y vrhol v;3 DCfor for ka�zdou hranu h = (u; v) vstupuj���� do v4 DCuse takovou, �ze h:status = pou�ziteln�a do begin5 DCblnd h:status slep�a;6 DCoutd Dout(u) Dout(u)� 1;7 DCind Din(v) Din(v)� 1;8 DCputM if u nen�� zdroj and Dout(u) = 0 and Din(u) 6= 09 then vlo�z u do Mout;10 DCend end;V�ystupn�� pro�i�st�en�� s��t�e1 while Min je nepr�azdn�a2 vyjmi z Min libovoln�y vrhol u;3 for ka�zdou hranu h = (u; v) vystupuj���� z u4 takovou, �ze h:status = pou�ziteln�a do begin5 h:status slep�a;6 Dout(u) Dout(u)� 1;7 Din(v) Din(v) � 1;8 if v nen�� spot�rebi� and Din(u) = 0 and Dout(u) 6= 09 then vlo�z v do Min;10 end;Vstupn�� pro�i�st�en�� s��t�eV�ystupn�� pro�i�st�en�� s��t�e;Vstupn�� pro�i�st�en�� s��t�e;Pro�i�st�en�� s��t�eJak bylo nazna�eno ji�z v proh�aze, proeduru ozna�enou jako \Vstupn�� pro�i�st�en��" byhomve skute�nosti nemuseli pou�z��vat, proto�ze p�ri hled�an�� esty se do hran, kter�e jsou v n�� upravov�any,nedostaneme a proto ve skute�nosti kon�ame zbyte�nou pr�ai. Zkomplikovali byhom si t��m ale20



v�yklad algoritmu a dokazov�an�� jeho vlastnost��. A�z jej ale budete programovat, m�u�zete si ho vtomto smyslu upravit.Nalezen�� nejkrat�s�� nenasyen�e esty je velmi snadn�e, postupujeme st�ale vp�red pou�ziteln�ymihranami a z�ahy se dostaneme do spot�rebi�e.Prom�enn�e: vrhol v;1 v  zdroj;2 while v 6= spot�rebi� do begin3 DFedg zvol hranu h = (v; w) vyh�azej���� z v4 takovou, �ze h:status = pou�ziteln�a;5 p�ridej hranu (v; w) do vytv�a�ren�e esty;6 v = w;7 end;Nalezen�� estyZpraov�an�� esty vyu�z��v�a operae p�resunu p�rebytku, jak byla de�nov�ana v kapitole o FordFulk-ersonov�e algoritmu a to ve formulai, kter�a prauje s hodnotami R a nikoli vlastn��mi toky hran.Krom�e vlastn��ho p�resunu p�rebytku je�st�e kontroluje, zda zpraov�avan�e hrany z�ustanou nenasyen�ea u t�eh, kter�e p�restanou b�yt nenasyen�e (a t��m i pou�ziteln�e) se oprav�� informae o stupni po��atku,kter�y se pop�r��pad�e za�rad�� do seznamu slep�yh uli�ek.Prom�enn�e: ���slo �;stupn�e Din(v) a Dout(v) vrhol�u z Dinitzova algoritmu;Min a Mout, seznamy slep�yh vrhol�u z Dinitzova algoritmu;1 � 1;2 for v�sehny hrany h esty do if � > R(h) then � = R(h);3 for v�sehny hrany h esty do begin4 DPdelt p�resu�n p�rebytek � pod�el hrany h;5 if R(h) = 0 then begin;6 DPstat h:status nasyen�a;7 u po��atek hrany h;8 Dout(u) Dout(u)� 1;9 if u nen�� zdroj and Dout(u) = 0 and Din(u) 6= 010 then za�rad' u do Mout;11 v  kone hrany h;12 Din(v) Din(v)� 1;13 if v spot�rebi� and Din(v) = 0 and Dout(v) 6= 014 then za�rad' v do Min;15 end;16 DPslow if hop:status = nasyen�a then hop:status pomal�a;17 end; Zpraov�an�� estyV uveden�em tvaru zpraov�an�� esty udr�zuje aktu�aln�� stupn�e vrhol�u i seznamy Min a Moutnepr�uhoz��h vrhol�u, proto pro�i�st�en�� s��t�e n�asleduj���� po zpraov�an�� esty nemus�� stupn�e a seznamyznovu ur�ovat.Abyhom dodr�zeli po�zadavek nez�aporn�eho p�rebytku ve vnit�rn��h vrholeh s��t�e, je t�reba vdruh�em for yklu prob��rat hrany v po�rad��, ve kter�em se nah�azej�� na est�e. Tento po�zadavekale ve skute�nosti nen�� pro spr�avnost v�ypo�tu nutn�y, hrany esty m�u�zeme prob��rat v libovoln�empo�rad��.8 �SkolaJe z�rejm�e, �ze Dinitz�uv algoritmus je implementa�� Ford-Fulkersonova algoritmu; ve�sker�e operaenav�� jsou vedeny jedin�ym ��lem: vybrat estu tak, aby to bylo ryhl�e a vedlo i k ukon�en�� v�ypo�tu21



zpraov�an��m mal�eho po�tu est. Proto se nebudeme zab�yvat spr�avnost�� algoritmu, kter�a vypl�yv�az �uvah proveden�yh v p�redhoz�� seki, ale pouze dok�a�zeme, �ze se v�zdy zastav�� a to pom�ern�e brzo.V t�eto ��asti budeme jako N ozna�ovat po�et vrhol�u s��t�e a jako M po�et jej��h hran.Pro zjednodu�sen�� z�apisu n�ekter�yh z n�asleduj����h tvrzen�� zavedeme n�asleduj���� n�azvoslov��,pou�z��vaj���� hodnot prom�enn�yh L, Din a Dout:hrana h = (u; v) se naz�yv�a dop�redn�a, jestli�ze L(w) = L(v) + 1;hrana h = (u; v) se naz�yv�a pr�uhoz��, jestli�ze bud' u je zdroj nebo Din(u) 6= 0 a sou�asn�e v jespot�rebi� nebo Dout(v) 6= 0.V�ypo�et Dinitzova algoritmu rozd�el��me na f�aze. F�aze je �usek v�ypo�tu mezi dv�ema po sob�ejdou��mi vstupy na n�av�e�st�� \F�aze" (�r�adka 2), neboli jedno proveden�� t�ela yklu algoritmu. Mimoto v�ypo�et zahrnuje jest�e iniializai na za��atku a na koni ur�ov�an�� vrstev, b�ehem n�eho�z se zjist��,�ze neexistuje nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e s n�asledn�ym ukon�en��m v�ypo�tu vypo�ten��mtoku.Ka�zd�a f�aze za���n�a ur�ov�an��m vrstev, kter�e se v pr�ub�ehu f�aze provede jen jednou. B�ehemur�ov�an�� vrstev se pro ka�zd�y vrhol v ur�uje mimo jin�e ���slo L(v) a tato ���sla se pak a�z do konef�aze nem�en��. D�ule�zit�ym �udajem je ���slo L(s) (kde s znamen�a spot�rebi�), kter�e budeme naz�yvatindex f�aze.Nejd�ule�zit�ej�s�� tvrzen�� o Dinitzov�e algoritmu jsou n�asleduj����:� index f�aze roste, tedy index libovoln�e f�aze, kter�a nen�� �uvodn�� f�az��, je ost�re v�et�s�� ne�z indexf�aze p�redhoz��;� v pr�ub�ehu jednoho hled�an�� nasyen�eho toku (�r�adka 9 algoritmu odpov��daj���� proedu�re\Nalezen�� nasyen�eho toku") pou�ziteln�e hrany pouze ub�yvaj�� a nemohou se objevit nov�epou�ziteln�e hrany; krom�e toho zpraov�an��m jedn�e esty alespo�n jedna hrana p�restane b�ytpou�zitelnou a stane se nasyenou;� v r�ami jedn�e f�aze je ve�sker�a doba v�enovan�a �i�st�en�� s��t�e �um�ern�a po�tu hran, kter�e se p�ri�i�st�en�� stanou nepou�ziteln�ymi, tedy je O(M).Z t�ehto tvrzen�� snadno vyplyne odhad pro d�elku v�ypo�tu: Je z�rejm�e, �ze index f�aze je v�zdyroven d�ele n�ejak�e prost�e esty ze zdroje do spot�rebi�e a proto je to el�e kladn�e ���slo nejv�y�se rovn�eN�1. Z prvn��ho tvrzen�� tedy plyne, �ze b�ehem v�ypo�tu nastane m�en�e ne�z N f�az��. Jedno zpraov�an��esty v r�ami hled�an�� nasyen�eho toku na z�aklad�e druh�eho tvrzen�� sn���z�� po�et p�r��pustn�yh hranalespo�n o 1 a tedy p�ri jednom hled�an�� nasyen�eho toku se zprauje nejv��e M est a za el�yv�ypo�et nejv��e NM est. Jeliko�z zpraov�an�� jedn�e esty u Dinitzova algoritmu trv�a �as �um�ern�yjej�� d�ele, kter�a je men�s�� ne�z N , zpraov�an�� est zabere elkov�e �as NMO(N) = O(N2M). Podlet�ret��ho tvrzen�� str�av��me �i�st�en��m s��t�e v jedn�e f�azi �as O(M) a tedy elkov�e ve v�seh m�en�e ne�z Nf�az��h �as O(NM). Jeliko�z ostatn�� �innosti jsou �asov�e m�en�e v�yznamn�e, dostaneme z toho odhadO(N2M) pro d�elku v�ypo�tu Dinitzova algoritmu. Dinitz�uv algoritmus je tedy implementa�� Ford-Fulkersonova algoritmu se zaru�enou kr�atkou dobou v�ypo�tu. Jsou sie zn�amy dal�s�� vylep�sen��p�uvodn��ho algoritmu, ale jsou logiky a program�atorsky podstatn�e slo�zit�ej�s�� a proto je neuv�ad��me.Nyn�� v�y�se uveden�a tvrzen�� dok�a�zeme a zopakujeme nast��n�en�y d�ukaz v�ypo�etn�� slo�zitosti po-drobn�e.Je d�ule�zit�e si uv�edomit, �ze toky hranami, resp. prom�enn�e R m�en��me pouze pou�zit��m operaep�resunut�� p�rebytku v �r�adku 4 proedury \Zpraov�an�� esty" a tedy na z�aklad�e Tvrzen�� 5 z anal�yzyFord-Fulkersonova algoritmu hodnota R(h) st�ale ud�av�a rezervu hrany h.N�asleduj���� dv�e tvrzen�� byla v z�asad�e dok�az�ana v kapitole o prohled�av�an�� do �s���rky, proto je zdenedokazujeme.Tvrzen�� 12 [Labeled: DinitzShortest℄ V okam�ziku ukon�en�� proedury \Ur�en�� vrstev" pro ka�zd�yvrhol v plat��, �ze bud' L(v) =1 a vrhol v je nedosa�ziteln�y ze zdroje nenasyen�ymi hranami a neboje L(v) d�elka nejkrat�s�� esty ze zdroje do v obsahuj���� jen nenasyen�e hrany.Tvrzen�� 13 [Labeled: DinitzL℄ V okam�ziku ukon�en�� proedury \Ur�en�� vrstev" pro ka�zdou hranu(v; w) plat��, �ze bud' L(v) =1 nebo L(w) � L(v) + 1.22



Druh�e tvrzen�� plat�� proto, �ze pokud je v dosa�ziteln�y ze zdroje nenasyen�ymi hranami (pr�av�etehdy bude L(v) < 1), pak se jednou dostane do fronty Q, a kdy�z z n�� bude vyj��m�an, pak sebud' nastav�� hodnota L(w) na L(v) + 1 a nebo u�z hodnota L(w) nastavena byla p�ri prob��r�an�� jin�ehrany (u;w), kde u vstoupil do fronty d�r��ve ne�z v a byl z n�� proto tak�e d�r��ve vyjmut; jeliko�z p�riprohled�av�an�� do �s���rky hodnoty prom�enn�yh L vrhol�u se�razen�yh podle toho, jak byly za�razov�anydo fronty, tvo�r�� neklesaj���� posloupnost, je pak L(u) � L(v) a tedy L(w) = L(u) + 1 � L(v) + 1.Poznamenejme tak�e, �ze v dan�e f�azi se hodnoty prom�enn�yh L po ukon�en�� proedury \Ur�en��vrstev" nikde nem�en��.D�ule�zit�ym, i kdy�z prost�ym, d�usledkem Tvrzen�� 13 jeTvrzen�� 14 [Labeled: DinitzInterLayer℄ Jsou-li u a v dva vrholy, pak �z�adn�a esta z u do v ob-sahuj���� jen nenasyen�e hrany nen�� krat�s�� ne�z L(v)� L(u).N�asleduj���� trivi�aln�� tvrzen�� popisuje status hran po ukon�en�� proedury \Ur�en�� vrstev":Tvrzen�� 15 [Labeled: DinitzSat℄ Po ukon�en�� proedury \Ur�en�� vrstev" (�r�adek 3 Dinitzova algo-ritmu) pro ka�zdou hranu h plat��, �ze je bud' nasyen�a je nasyen�a nebo pou�ziteln�a, a je nasyen�apr�av�e kdy�z R(h) > 0.D�ukaz: Pro ka�zdou hranu se provede �r�adek 4 proedury \Ur�en�� vrstev", kde se status hranynastav��, jak ud�av�a tvrzen��. D�ale se u�z v t�eto proedu�re status hrany nikde nem�en��. |\Ur�en�� vrstev" pouze rozd�el�� hrany na nasyen�e a ostatn��, kter�e jsou prozat��mn�e ozna�en�ejako pou�ziteln�e. Teprve proedura \Ur�en�� ryhl�yh hran" vezme v �uvahu rozd�elen�� vrhol�u dovrstev podle hodnot L a p�reklasi�kuje hrany zat��m ozna�en�e jako pou�ziteln�e (a tedy pova�zovan�eza ryhl�e) na hrany pomal�e. Pod��vejme se nyn�� na n�ekter�e d�usledky pro zb�yvaj���� (a hlavn��) ��astf�aze.Pouh�ym prohl�ednut��m prov�ad�en�yh zm�en stav�u hran zjist��me, �zeTvrzen�� 16 [Labeled: DinitzStatusChange℄ Neht' h je hrana. Od ukon�en�� proedury \Ur�en��ryhl�yh hran" (�r�adek 6 Dinitzova algoritmu) do kone f�aze mohou nastat pouze tyto zm�eny stavuhrany h:z pou�ziteln�e na slepouz pou�ziteln�e na nasyenouz nasyen�e na pomalou.Z tohoto tvrzen�� plyne d�ule�zit�y d�usledek, �ze od ukon�en�� proedury \Ur�en�� ryhl�yh hran" dokone f�aze pou�ziteln�yh hran m�u�ze jen ub�yvat. Plyne z toho tak�e jednoduh�eTvrzen�� 17 [Labeled: DinitzOpp℄ Od ukon�en�� proedury \Ur�en�� ryhl�yh hran" do kone f�azeplat��, �ze hrana opa�n�a k pou�ziteln�e hran�e nen�� dop�redn�a.D�ukaz: Hrana h = (u; v), kter�a je pou�ziteln�a kdykoli p�ri prov�ad�en�� �r�adek 7 a�z 10 Dinitzovaalgoritmu musela podle p�redhoz��ho tvrzen�� b�yt pou�ziteln�a bezprost�redn�e po ukon�en�� \Ur�en��ryhl�yh hran" a tehdy byla ur�it�e dop�redn�a, proto�ze jinak by byla p�reklasi�kov�ana na pomalou.Platilo tedy L(v) = L(u)+1, a jeliko�z se hodnoty L(u) a L(v) do kone f�aze nem�en��, plat�� po elouuva�zovanou dobu, �ze L(u) < L(u) + 2 = (L(u) + 1) + 1 = L(v) + 1. Tato nerovnost ale znamen�a,�ze hrana (v; u) opa�n�a k h nen�� dop�redn�a. |Tvrzen�� 18 [Labeled: DinitzFast℄ Od ukon�en�� proedury \Ur�en�� ryhl�yh hran" do kone f�azepro ka�zdou hranu h = (v; w) plat��, �ze(a) bud' h je nasyen�a a R(h) = 0;(b) nebo h je pomal�a a R(h) > 0 a h nen�� dop�redn�a;() nebo h je pou�ziteln�a nebo slep�a a R(h) > 0 a h je dop�redn�a.23



D�ukaz: \Ur�en�� ryhl�yh hran" nem�en�� rozd�elen�� hran na nasyen�e a ostatn�� podle hodnotR. Hrany, kter�e jsou nenasyen�e rozd�el�� na (st�ale) pou�ziteln�e a pomal�e na z�aklad�e toho, zdajsou dop�redn�e, o�z je podm��nka testovan�a v �r�adku 2 \Ur�en�� ryhl�yh hran". Tvrzen�� tedy plat��bezprost�redn�e po ukon�en�� proedury a nyn�� dok�a�zeme, �ze a�z do kone f�aze se jeho platnostneporu�s��.Dop�rednost hrany je ur�ena jen hodnotami L pro jej�� kone, kter�e se od ukon�en�� \Ur�en��vrstev" a�z do kone f�aze nem�en��. V proedur�ah \Pro�i�st�en�� s��t�e" a \Nalezen�� esty" se nem�en��ani hodnoty R hran, ani jejih rozd�elen�� na nasyen�e, pomal�e a ryhl�e, jen se p�ri pro�i�st�en�� m�u�zestatus hrany m�enit z pou�ziteln�e na slepou.Platnost tvrzen�� by tedy pro hranu h mohla b�yt ohro�zena jen v proedu�re \Zpraov�an�� esty"jako d�usledek zm�eny R(h) nebo R(hop) p�ri p�reveden�� p�rebytku v �r�adku 4. Pro hranu h hodnotaR(h) klesne. M�u�ze tedy klesnout na 0, ale v tom p�r��pad�e je skute�n�e hrana vz�ap�et�� p�reklasi�kov�anana nasyenou v �r�adku 6, aby se dokazovan�e tvrzen�� neporu�silo, jen nam��sto () bude platit (a).V �r�adku 4 byla hrana h ur�it�e pou�ziteln�a, tak�ze podle Tvrzen�� 17 hop nen�� dop�redn�a. Prohranu hop hodnota R(hop) v �r�adku 4 stoupne. Pokud ji�z byla nenulov�a, tedy hop nebyla nasyen�a,nenulovost R(hop) se nem�en�� a status hop se nem�en�� - podm��nka v �r�adku 16 pro ni nen�� spln�ena.Pokud R(hop) bylo rovno nule a tedy hrana hop byla nasyen�a, pak vzr�ust R(hop) znamen�ajeho zm�enu na kladnou hodnotu. Vz�ap�et��, v �r�adku 16, je hop p�reklasi�kov�ana na pomalou a nav��ji�z v��me, �ze nen�� dop�redn�a. Bude proto pro n�� platit mo�znost (b) nam��sto p�uvodn�� mo�znosti (a).| Nyn�� se budeme zab�yvat ryhl�ymi hranami a konkr�etn�e jejih rozd�elen�� na pou�ziteln�e a slep�e, okter�e se staraj�� proedury pro�i�st�en��. Datov�e struktury, kter�e jsou pro to vyu�z��v�any jsou prom�enn�eDin(u), Dout(u), a Min a Mout.Tvrzen�� 19 [Labeled: DinitzDeg℄ V �r�ad��h 8 a 9 Dinitzova algoritmu pro ka�zd�y vrhol u plat��, �zeDin(u) je po�et pou�ziteln�yh hran vstupuj����h do vrholu u,Dout(u) je po�et pou�ziteln�yh hran vystupuj����h z vrholu u,Min je mno�zina vnit�rn��h vrhol�u u, pro kter�e je Din(u) = 0 a sou�asn�e Dout(u) 6= 0,Mout je mno�zina vnit�rn��h vrhol�u u, pro kter�e je Dout(u) = 0 a sou�asn�e Din(u) 6= 0.D�ukaz: Proedura \Ur�en�� v�yhoz��h stup�n�u" vrhol�u je zjevn�e provedena p�resn�e tak, aby pojej��m dokon�en�� tvrzen�� platilo.Zm�eny prom�enn�yh vyskytuj����h se v tvrzen�� prob��haj�� p�ri pro�i�st'ov�an�� s��t�e. Proberme v�ystupn���i�st�en��, pro vstupn�� je d�ukaz obdobn�y. Je z�rejm�e, �ze kdykoli se n�ekter�a hrana p�reklasi�kuje zpou�ziteln�e na slepou, sn���z�� se o 1 p�r��slu�sn�e stupn�e jej��h kon�u tak, aby se platnost prvn��h dvou�r�adk�u tvrzen�� neporu�sila. Pro vrhol v, kter�y byl vyjmut z Mout platilo Dout(v) = 0 a sou�asn�eDin(v) 6= 0, ale vz�ap�et�� se v�sehny p�rijateln�e hrany vstupuj���� do v p�reklasi�kuj�� na slep�e a s t��mtak�e Din(v) klesne na 0, o�z spolu s t��m, �ze Dout(u) je st�ale 0, odpov��d�a tomu, �ze v byl vyjmutz Mout. Nakone pokles Dout(u) v �r�adku 6 proedury m�u�ze zp�usobit, �ze tato hodnota poklesnena nulu a pak se pop�r��pad�e vrhol za�rad�� do Mout tak, aby platnost dokazovan�eho tvrzen�� nebylanaru�sena.Hodnoty prom�enn�yh, vyskytuj����h se v tvrzen��, se nem�en�� p�ri hled�an�� esty, ale jejih zm�enyprob��haj�� p�ri zpraov�an�� esty. I tam v�sak jsou stupn�e konov�yh vrhol�u hrany nebo hran, kter�eze z pou�ziteln�yh zm�en�� na nasyen�e, m�en�� tak, aby vyjad�rovaly po�et inidentn��h pou�ziteln�yhhran, a pat�ri�n�ym zp�usobem se aktualizuj�� i mno�ziny Mout a Min. |Nyn�� ji�z je mo�zno dok�azat hlavn�� harakteriza�n�� tvrzen�� pro hrany, kter�e �r��k�a, �ze statut hranyalgoritmus nastavuje tak, �ze jednodu�se souvis�� s jej�� nasyenost��, dop�rednost�� a pr�uhodnost��.Tvrzen�� 20 [Labeled: DinitzClassif ℄ P�ri vstupu do proedury \Nalezen�� esty" v �r�adku 2 proedury\Nalezen�� nasyen�eho toku" (tedy v�zdy po ukon�en�� proedury \Pro�i�st�en�� s��t�e" v �r�adku 8 z�akladn��hoalgoritmu nebo �r�adku 4 proedury \Nalezen�� nasyen�eho toku") pro ka�zdou hranu h = (u; v) plat��,�ze 24



bud' h je nasyen�a a R(h) = 0;nebo h je pomal�a a R(h) > 0 a h nen�� dop�redn�a;nebo h je pou�ziteln�a a R(h) > 0 a h je dop�redn�a a pr�uhoz��;nebo h je slep�a a R(h) > 0 a h je dop�redn�a, ale nen�� pr�uhoz��.D�ukaz: Na z�aklad�e p�redhoz��h tvrzen�� sta��� dok�azat, �ze dop�redn�e hrany s kladnou rezervoujsou rozd�eleny na pou�ziteln�e a slep�e na z�aklad�e toho, zda jsou pr�uhoz��.Tvrzen�� 16 �r��k�a, �ze nem�u�ze tedy vzniknout nov�a ryhl�a (t.j. pou�ziteln�a nebo slep�a) hrana apokud by se n�ekter�a ryhl�a hrana stala nasyenou nebo pomalou, ji�z n�as nemus�� zaj��mat.P�ri pro�i�st'ov�an�� stupn�e Din a Dout mohou jen klesat, tak�ze pokud pro n�ejak�y vrhol u jeDin = 0 nebo Dout = 0, pak se to b�ehem pro�i�st'ov�an�� nem�u�ze zm�enit. Hrana, kter�a nen�� pr�uhoz��,se tedy p�ri pro�i�st'ov�an�� pr�uhoz�� nem�u�ze st�at.Pokud by n�ejak�a hrana h = (u; v) byla na za��atku \Pro�i�st�en�� s��t�e" pou�ziteln�a, ale nikolipr�uhoz��, pak by platilo, �ze bud' u nen�� zdroj a p�ritom Din(u) = 0 nebo v nen�� spot�rebi� a p�ritomDout(v) = 0. D��ky hran�e h v�sak Dout(u) > 0 a Din(v) > 0, tak�ze na z�aklad�e Tvrzen�� 19 bybud' u pat�ril do Min nebo v by pat�ril do Mout. V pr�ub�ehu pro�i�st'ov�an�� s��t�e by pak bud' u bylvyjmut zMin nebo v by byl vyjmut zMout; v obou p�r��padeh by h byla p�reklasi�kov�ana na slepou,z�ust�avaj�� nepr�uhoz��.Po ur�en�� vrstev a stup�n�u nejsou slep�e hrany; slepou se hrana h = (u; v) m�u�ze st�at zm�enouz pou�ziteln�e. V okam�ziku, kdy se tak d�eje mus�� b�yt bud' u 2 Min nebo v 2 Mout, tak�ze v tenokam�zik nen�� pr�uhoz�� a nepr�uhoz�� z�ustane a�z do kone �i�st�en��. Slep�a pr�uhoz�� hrana tedy nem�u�zevzniknout. |Pro zjednodu�sen�� formulae n�asleduj����h tvrzen�� budeme �r��kat, �ze esta v s��ti je pou�ziteln�a,pokud se skl�ad�a v�yhradn�e z pou�ziteln�yh hran.Nyn�� uk�a�zeme, �ze po pro�i�st�en�� s��t�e lze pou�zitelnou estu pro zlep�sen�� toku hledat jednoduhoua ryhlou proedurou \Nalezen�� esty", kter�a nep�ripou�st�� �z�adn�e n�avraty zp�et ze slep�yh uli�ek.Kl���ov�e je n�asleduj����Tvrzen�� 21 [Labeled: DinitzPath℄ P�ri vstupu do proedury \Nalezen�� esty" v �r�adku 2 proedury\Nalezen�� nasyen�eho toku" (tedy v�zdy po ukon�en�� proedury \Pro�i�st�en�� s��t�e" v �r�adku 8 z�akladn��hoalgoritmu nebo �r�adku 4 proedury \Nalezen�� nasyen�eho toku") pro ka�zdou hranu h = (u; v) plat��, �zeh je pou�ziteln�a pr�av�e kdy�z p�res n�� proh�az�� alespo�n jedna pou�ziteln�a esta ze zdroje z do spot�rebi�es.D�ukaz: Neht' hrana h je po ukon�en�� pro�i�st'ov�an�� pou�ziteln�a. Neht' h1; :::; h` je nejdel�s�� estaslo�zen�a z pou�ziteln�yh hran, kter�a obsahuje hranu h (tedy h = hi pro n�ejak�e i takov�e, �ze 1 � i � `).Ozna�me za��atek h0 jako u0. Jeliko�z h0 je pou�ziteln�a a tedy podle p�redhoz��ho tvrzen�� pr�uhoz��,pak kdyby u0 nebyl zdroj, muselo by b�yt Din(u0) > 0, tedy podle Tvrzen�� 19 by do u0 vstupovalapou�ziteln�a hrana, o�z je spor s t��m, �ze esta h0; :::; h` je nejdel�s��. Podobn�e by se dostal spor sp�redpokladem, �ze posledn�� hrana esty nekon��� ve spot�rebi�i. Cesta je tedy za���n�a ve zdroji akon��� ve spot�rebi�i. |Tvrzen�� 22 [Labeled: DinitzPathL℄ Pou�ziteln�a esta ze zdroje do spot�rebi�e m�a v�zdy d�elku L(s).D�ukaz: Neht' z = v0; v1; :::; v` = s jsou vrholy pou�ziteln�e esty ze zdroje do spot�rebi�e,tedy pro i = 1; :::; ` je (vi1 ; vi) pou�ziteln�a hrana. To ale implikuje, �ze pro v�sehna takov�a i jeL(vi1) + 1 = L(vi) a jeliko�z L(v0) = L(z) = 0, plyne z toho L(vi) = i. Z toho ale pro d�elku ` estyvypl�yv�a, �ze ` = L(v`) = L(s). |Tvrzen�� 23 [Labeled: DinitzFindPath℄ Proedura \Nalezen�� esty" v�zdy nalezne pou�zitelnou estuze zdroje z do spot�rebi�e s. 25



D�ukaz: V �r�adku 3 proedury m�a algoritmus zvolit pou�zitelnou hranu vyh�azej���� z vrholu v ap�redev�s��m mus��me dok�azet, �ze takov�y hrana v�zdy existuje.Jestli�ze existuje alespo�n jedna pou�ziteln�a hrana (o�z je podm��nka pro vstup do proedury\Nalezen�� esty"), pak podle p�redhoz��ho tvrzen�� p�res ni jde esta ze zdroje do spot�rebi�e, slo�zen�az pou�ziteln�yh hran, o�z implikuje, �ze ze zdroje z vyh�az�� alespo�n jedna pou�ziteln�a hrana a tedypro v = z pot�rebn�a pou�ziteln�a hrana existuje.V okam�ziku, kdy v u�z nen�� zdroj, je v okam�zit�y kone vytv�a�ren�e esty a tedy do n�ej vstupujepou�ziteln�a hrana h - ta, kter�a je posledn�� v ji�z vytvo�ren�em segmentu esty. Podle Tvrzen�� 21tedy hranou v proh�az�� pou�ziteln�a esta C sm�e�ruj���� do spot�rebi�e. Pokud tedy v nen�� spot�rebi�(o�z je podm��nka pro to, abyhom se znovu dostali do �r�adku 3), mus�� z v vyh�azet alespo�n jednapou�ziteln�a hrana (p�rinejmen�s��m hrana esty C n�asleduj���� za hranou h) a tedy volba v dal�s��mproveden�� �r�adku 3 je mo�zn�a. |Poznamenjme, �ze esta vytv�a�ren�a proedurou \Nalezen�� esty" se mus�� \tre�t" do spot�rebi�e.Pou�ziteln�a esta, kter�a by jej minula, by musela postupovat st�ale d�al k vy�s�s��m vrstv�am vrhol�u,tak�ze by nakone skon�ila ve slep�e uli�e, tak�ze by byla p�red hled�an��m esty odstran�ena alespo�n��aste�n�e p�ri pro�i�st'ov�an��, kter�e hled�an�� esty bezprost�redn�e p�redh�az��. Pou�ziteln�e esty, kter�ezbudou po pro�i�st�en�� tedy v�sehny sm�e�ruj�� do spot�rebi�e.�Rekneme, �ze esta je nenasyen�a, jestli�ze neobsahuje �z�adnou nasyenou hranu.N�asleduj���� tvrzen�� je sv�ym zp�usobem obr�aen��m Tvrzen�� 22.Tvrzen�� 24 [Labeled: DinitzShortPath℄ Nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e, jej���z d�elka jerovna indexu f�aze je pou�ziteln�a.D�ukaz: Neht' z = u0; : : : ; u` = s jsou vrholy takov�e, �ze pro i = 1; : : : ; ` je (ui�1; ui) nenasyen�ahrana a p�redpokl�adejme, �ze ` = L(s). Je L(u0) = L(z) = 0 a podle Tvrzen�� 13 je tak�e L(ui�1)+1 �L(ui) pro ka�zd�e i, o�z implikuje L(i) � i. Kdyby pro n�ejak�e i platila nerovnost, pak by bylo tak�eL(u`) < ` = L(s), spor. Tedy v�sehny hrany esty mus�� b�yt dop�redn�e.Existene el�e esty ale tak�e implikuje, �ze stupn�e Din a Dout pro v�sehny vrholy esty jsou (sp�r��padn�ymi jednostrann�ymi v�yjimkami pro zdroj a spot�rebi�) kladn�e a tedy v�sehny hrany estyjsou pr�uhoz�� na z�aklad�e Tvrzen�� 19 a proto mus�� b�yt pou�ziteln�e podle Tvrzen�� 20. |Ted' se ji�z dost�av�ame k z�av�ere�n�emu odhadu �asov�e slo�zitosti. Ji�z v��me, �ze v r�ami jedn�e f�azepou�ziteln�e hrany nep�rib�yvaj��, aleTvrzen�� 25 [Labeled: DinitzLess℄ Proedura \Nalezen�� esty" zmen�s�� po�et pou�ziteln�yh hran.D�ukaz: Alespo�n pro jednu hranu h ze zpraov�avan�e esty mus�� platit R(h) = �. Pro tuto hranuh p�resun p�rebytku � znamen�a zmen�sen�� R(h) na 0 s n�asledn�ym p�reklasi�kov�an��m z pou�ziteln�e nanasyenou. V r�ami proedury se pou�zitelnou nem�u�ze st�at hrana, kter�a pou�ziteln�a nebyla. |V�sehna v�y�se dok�azan�a tvrzen�� o hodnot�ah prom�enn�yh se t�ykala prov�ad�en�� jedn�e f�aze a bylaformulov�ana s podstatn�ym vyu�zit��m prom�enn�yh L, kter�e se v n�asleduj���� f�azi mohou zela zm�enit.N�asleduj���� tvrzen�� ale je nez�avisl�e na hodnot�ah spei�k�yh pro danou f�azi a v�a�ze k sob�e dv�e posob�e n�asleduj���� f�aze. Vyu�z��v�ame p�ri n�em Tvrzen�� 24, kter�e harakterizuje pou�ziteln�e esty zezdroje do spot�rebi�e pouze s pou�zit��m pojmu nasyenosti hrany, kter�y je nez�avisl�y na prom�enn�yhv�azan�yh na jednu f�azi (s v�yjimkou indexu f�aze).Tvrzen�� 26 [Labeled: DinitzIndex℄ Ozna���me-li d�elku nejkrat�s�� nenasyen�e esty ze zdroje dospot�rebi�e p�ri k-t�em vstupu do �r�adku 2 Dinitzova algoritmu jako Lk (a Lk = N , kde N je po�etvrhol�u s��t�e, pokud takov�a esta neexistuje), pak vstoup��-li v�ypo�et do �r�adku 2 algoritmu q-kr�at, pakL1 < L2 < � � � < Lq. 26



D�ukaz: Ozna�me v pr�ub�ehu jedn�e f�aze jako M mno�zinu v�seh nenasyen�yh est ze zdroje dospot�rebi�e, kter�e maj�� d�elku rovnou nebo men�s�� ne�z je index f�aze. Pro d�ukaz tvrzen�� sta��� dok�azat,�ze na za��atku f�aze je M nepr�azdn�a, ale na jej��m koni je pr�azdn�a.Z Tvrzen�� 13 plyne, �ze \Ur�en�� vrstev" nastav�� L(s) (kter�e ud�av�a index f�aze) na hodnotu rovnoud�ele nejkrat�s�� nenasyen�e esty. Z toho plyne, �ze na za��atku f�aze (kter�a nen�� p�red�asn�e ukon�enaskokem na Kone) existuje nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e d�elky rovn�e indexu f�aze, tak�zeM je nepr�azdn�a.Kdyby na koni f�aze byla M nepr�azdn�a, existovala by nenasyen�a esta ze zdroje do spo�rebi�ed�elky rovn�e indexu f�aze. Ta by ale byla podle Tvrzen�� 24 pou�ziteln�a a proto by v s��ti existovalapou�ziteln�a hrana. F�aze ale m�u�ze skon�it jen pokud v s��ti �z�adn�a pou�ziteln�a hrana nen��. |Pr�av�e dok�azan�e tvrzen�� je nejd�ule�zit�ej�s��m v�ysledkem o �asov�e slo�zitosti Dinitzova algoritmu aihned z n�eho plyneTvrzen�� 27 [Labeled: DinitzIndexN℄ Po�et f�az�� v�ypo�tu podle Dinitzova algoritmu nen�� v�et�s�� ne�zpo�et vrhol�u s��t�e.D�ukaz: Nejkrat�s�� nenasyen�a esta ze zdroje do spot�rebi�e mus�� b�yt prost�a (�z�adn�y vrhol se nan�� nevyskytuje v��ekr�at) a proto obsahuje nejv��e N � 1 hran, kde N je po�et vrhol�u s��t�e. Indexs��t�e je tedy podle Tvrzen�� 24 nejv�y�se N � 1. |V�y�se uveden�a tvrzen�� tak�e umo�z�nuj�� odhadnout dobu, pot�rebnou k proveden�� jedn�e f�aze.Tvrzen�� 28 [Labeled: DinitzPathRpt℄ V jedn�e f�azi Dinitzova algoritmu se provede \Nalezen�� esty"i \Zpraov�an�� esty" nejv�y�se M-kr�at, kde M je po�et hran s��t�e.D�ukaz: Podle Tvrzen�� 25 a Tvrzen�� 16 operae \Pro�i�st�en�� s��t�e", \Nalezen�� esty" i \Zpraov�an��esty" nezv�et�suj�� po�et pou�ziteln�yh hran a posledn�e jmenovan�a proedura ho p�ri ka�zd�em proveden��zman�s�� alespo�n o 1. Po�et proveden�� \Zpraov�an�� esty" v r�ami jedn�e f�aze tedy nem�u�ze b�yt v�et�s��ne�z byl v�yhoz�� po�et pou�ziteln�yh hran v t�eto f�azi po proveden�� \Ur�en�� vrstev", o�z je ov�semnejv�y�se M . |Tvrzen�� 29 [Labeled: DinitzTimePath℄ Jedno proveden�� proedury \Nalezen�� esty" spolu s n�asledn�ym\Zpraov�an��m esty" provedou O(N) krok�u, kde N je po�et vrhol�u s��t�e.D�ukaz: Jak \Nalezen�� esty", tak i \Zpraov�an�� esty" trvaj�� �as, kter�y je �um�ern�y d�ele nalezen�e,respektive zpraov�avan�e esty a tato d�elka nem�u�ze b�yt v�et�s�� ne�z N (?). |Tvrzen�� 30 [Labeled: DinitzOneInM℄ Jestli�ze byl vrhol u vyjmut z Mout (resp. z Min), pak sev pr�ub�ehu dan�e f�aze do Mout (resp. do Min) znovu nedostane.D�ukaz: Z Tvrzen�� 19 plyne, �ze u je v Mout pouze kdy�z se nejedn�a o zdroj a Dout(u) = 0. Jestli�zeje z Mout vyjmut, stane se to v �r�adku 2 v�ystupn��ho pro�i�st�en�� s��t�e a v n�asleduj����m proveden��for yklu v �r�ad��h 3 a 10 t�eto proedury se v�sehny hrany vstupuj���� do u p�reklasi�kuj�� naslep�e, tak�ze pak bude Din(u) = 0 a proto�ze Din(u) neroste, tento stav se do kone f�aze nezm�en��.Proto ji�z nikdy v dan�e f�azi nebude za�razen do Mout, proto�ze nebude spln�ena podm��nka �r�adku 8\V�ystupn��ho pro�i�st�en�� s��t�e", o�z je jedin�e m��sto, kde by se je�st�e do Mout mohl dostat. Pro Minje d�ukaz obdobn�y. |Tvrzen�� 31 [Labeled: DinitzTimeClean℄ V jedn�e f�azi Dinitzova algoritmu se dohromady ve v�sehproveden��h proedury Pro�i�st�en�� s��t�e provede O(M) krok�u, kde M je po�et hran s��t�e.27



D�ukaz: Z p�redhoz��ho Tvrzen�� plyne, �ze �r�adky 1 a 2 \V�ystupn��ho pro�i�st�en�� s��t�e" se nemo-hou v r�ami jedn�e f�aze prov�est v��ekr�at, ne�z kolik je vrhol�u s��t�e - ka�zd�e proveden�� je v�az�ano kekonkr�etn��mu vrholu, kter�y je vyj��m�an z Mout. Jeliko�z jedno proveden�� kter�ehokoli z �r�adk�u 2, 5-8trv�a konstantn�� �as, nez�avisl�y na velikosti s��t�e, pak jedno proveden�� for yklu v �r�ad��h 3-10 trv�a�as, kter�y je v nejhor�s��m p�r��pad�e �um�ern�e stupni tohoto vrholu. Proto se t�elo yklu neprovedev��ekr�at ne�z kolik byl v�yhoz�� po�et pou�ziteln�yh hran v s��ti v uva�zovan�e f�azi, tedy nejv�y�seM -kr�at.Podobn�a �uvaha se provede pro Vstupn�� pro�i�st�en�� s��t�e. |Tvrzen�� 32 [Labeled: DinitzTimePhase℄ M�a-li s��t' S elkov�e N vrhol�u a M hran, pak jedna f�azeDinitzova algoritmu skon��� po O(NM) kro��h.D�ukaz: \Ur�en�� vrstev", \Ur�en�� ryhl�yh hran" a \Ur�en�� v�yhoz��h stup�n�u" zjevn�e trv�a �asnejv�y�se �um�ern�y sou�tu po�tu vrhol�u a hran, tedy v�yrazn�em�en�e, ne�z je pot�reba pro odhad O(NM).Celkov�y po�et krok�u p�ri pro�i�st'ov�an�� je v jedn�e f�azi podle Tvrzen�� 31 O(M). Nakone ur�ov�an��a zpraov�av�an�� est se provede nejv�y�se M -kr�at a ka�zd�e vy�zaduje �as O(N), viz Tvrzen�� 28 aTvrzen�� 29. |V�eta 33 M�a-li s��t' S elkov�e N vrhol�u a M hran, pak Dinitz�uv algoritmus nalezne nejv�et�s�� tok vs��ti S po O(N2M) kro��h.D�ukaz: V�eta je snadnou kombina�� �asov�eho odhadu pro jednu f�azi a odhadu pro po�et vyko-nan�yh f�az��, proto�ze �r�adky 1 a 11 algoritmu (iniializae a ukon�en��, kter�e nejsou zahrnuty do f�az��)vy�zaduj�� �as �um�ern�y po�tu vrhol�u a hran s��t�e. |9 Goldberg�uv algoritmusFord-Fulkerson�uv algoritmus a �rada dal�s��h algoritm�u, kter�e z n�eho byly odvozeny, jako je Dinitz�uvalgoritmus, jsou p�redstavitel�e jednoho typu algoritm�u pro toky v s��t��h, kter�e vyu�z��vaj�� zlep�suj����esty. V t�eto ��asti pop���seme jin�y algoritmus, kter�y je z�akladn��m p�redstavitelem algoritm�u prauj����hs nehotov�ym tokem.Zat��mo metoda zlep�suj���� esty by se dala snadno vysv�etlit bez pou�zit�� pojmu p�rebytku tokuve vrholu a ve Ford-Fulkersonov�e algoritmu i jeho implementa��h, jako je Dinitz�uv algoritmus,se p�rebytky objev�� jen na velmi kr�atkou dobu a v�zdy jen v jedin�em vrholu, metoda nehotov�ehotoku p�redpokl�ad�a, �ze po elou dobu v�ypo�tu je v alespo�n jednom a v�et�sinou v mnoha vnit�rn��hvrholeh kladn�y p�rebytek. Budeme ale vy�zadovat, aby �z�adn�y vrhol (s v�yjimkou zdroje) nem�elnikdy z�aporn�y p�rebytek neboli de�it.V Goldbergov�e algoritmu m�a ka�zd�y vrhol v�y�sku, o�z je el�e nez�aporn�e ���slo. V�y�sku vrholu vbudeme ozna�ovat H(v).Iniializae algoritmu nastav�� v�y�sku zdroje na hodnotu rovnou po�tu vrhol�u s��t�e, v�y�sky os-tatn��h vrhol�u na 0; p�rebytky v�seh vrhol�u jsou rovny nule, toky hranami jsou nulov�e a rezervyv�seh hran jsou rovny jejih kapait�am.Vytvo�ren�� po��ate�n��ho nehotov�eho toku p�revede ka�zdou hranou vyh�azej���� ze zdroje p�rebytekrovn�y kapait�e t�eto hrany. Rezervy t�ehto hran t��m poklesnou na nulu.Algoritmus potom prob��r�a vnit�rn�� vrholy s��t�e, kter�e maj�� kladn�y p�rebytek; jestli�ze se protakov�y vrhol v najde z n�eho vyh�azej���� hrana, kter�a m�a kladnou rezervu a sm�e�ruje dol�u (t.j.jej�� kone m�a men�s�� v�y�sku ne�z jej�� po��atek v), pak hranou p�revedeme tolik p�rebytku, kolik jeminimum p�rebytku vrholu v a rezervy hrany. Nem�u�zeme toti�z p�rev�ad�et v��e p�rebytku ne�z vevrholu je, proto�ze heme aby p�rebytky byly nez�aporn�e, a z kapaitn��h d�uvod�u nelze p�rev�ad�etv��e p�rebytku ne�z je rezerva hrany. Minimum p�rebytku vrholu a rezervy hrany je tedy nejv�et�s��mno�zstv�� p�rebytku, kter�e lze p�rev�est. 28



V okam�ziku, kdy ji�z v grafu nen�� �z�adn�y vnit�rn�� vrhol s nenulov�ym p�rebytkem, v�ypo�et kon���.Algoritmus je mimo�r�adn�e jednoduh�y a zd�a se b�yt i p�rirozen�y v tom, �ze p�rebytek odt�ek�a\z kope" a jeliko�z zdroje je v�y�se ne�z spot�rebi�, tak tok bude t�ei v po�zadovan�em sm�eru. Bystr�y�ten�a�r mo�zn�a p�rijde i na to, �ze pokud se ve�sker�y tok p�redstavuj���� po��ate�n�� nehotov�y tok nepoda�r��protla�it do spot�rebi�e, vrholy ve kter�yh se zadrhne nakone vystoupaj�� tak vysoko, �ze z nihp�rebytky odte�ou zp�et do zdroje a v �z�adn�em vrholu nezbyde kladn�y p�rebytek. Nakone je jasn�e,�ze v�ypo�et skon���, kdy�z v �z�adn�em vnit�rn��m vrholu s��t�e nebude nenulov�y p�rebytek, tak�ze na koniv�ypo�tu algoritmus vytvo�r�� tok.Z�rejm�e naopak v�ube nen��, �ze by se algoritmus m�el v�zdy zastavit. Krom�e toho nen�� patrno,pro� by v�ysledn�y tok m�el m��t nejv�et�s�� mo�znou velikost. Jak uvid��me, kdyby zdroj na za��atku bylsie vyzvednut, ale do v�y�sky men�s�� ne�z je po�et vrhol�u, mohlo by se st�at, �ze by v�ysledn�y tokskute�n�e nebyl optim�aln��, o�z sv�ed��� o tom, �ze d�uvody pro� algoritmus d�a po�zadovan�y v�ysledeknejsou zela trivi�aln��.S�ena: Jednoduh�a estaPro pohopen�� �innosti Goldbergova algoritmu je velmi u�zite�n�e uk�azat si jeho v�ypo�et nan�ekolika jednoduh�yh p�r��padeh. Podobn�e jako d�r��ve bude p�rebytek ve vrholu zn�azor�nov�ansloupe�kem odpov��daj���� v�y�sky.Prvn�� p�r��pad je s��t' p�redstavovan�a prostou orientovanou estou, jej���z v�sehny hrany maj�� stejn�ekapaity, v tomto p�r��pad�e rovn�e 1. Vzhledem k linearit�e s��t�e je snadn�e obr�azek nakreslit v 2D i svysti�zen��m v�y�sek vrhol�u, kter�e odpov��daj�� v�y�se na obrazove.Proh�azejte si v�ypo�tem krok za krokem pomo�� kno��ku [Krok℄ a sledujte pr�ub�eh v�ypo�tu.V kroku vytvo�ren�� po��ate�n��ho nehotov�eho toku se (jedinou) hranou vyh�azej���� ze zdrojep�renese do prvn��ho vnit�rn��ho vrholu s��t�e p�rebytek rovn�y kapait�e hrany, v na�sem p�r��pad�e ve-likosti 1, zdroj m�a de�it 1. Hrana se t��m nasyt�� (t.j. jej�� rezerva klesne na 0), opa�n�a hrana z��sk�arezervu 1.V n�asleduj����m kroku m�a kladn�y p�rebytek pouze prvn�� vnit�rn�� vrhol, ale hrana z n�ej jdou��vlevo strm�e stoup�a vzh�uru a hrana vpravo je vodorovn�a, proto p�rebytek nelze p�rev�est. Podlealgoritmu je tedy vrhol zvednut.Po zvednut�� hrana vedou�� z vrholu doprava kles�a a m�a dostate�nou rezervu a proto se j��p�revede p�rebytek o jeden vrhol doprava. Druh�y vrhol mus�� b�yt nejprve zvednut, pak postoup��p�rebytek d�ale doprava a t��mto zp�usobem postupuje, dokud nedote�e do spot�rebi�e. Vzhledem kekapait�am hran se poka�zd�e poda�r�� p�rev�est p�rebytek el�y a proto m�a v�ysledn�y tok velikost rovnukapait�e prvn�� hrany (t�e kter�a vyh�az�� ze zdroje).S�ena: Cesta s p�rek�a�zkouTato s��t' zjevn�e p�ripou�st�� pouze tok velikosti 1, proto�ze pravou hranou v��e toku nep�rejde,ale na po��atku ze zdroje vyt�ek�a levou hranou tok velikosti 2, kter�y vytvo�r�� p�rebytek velikosti 2 vprost�redn��m vrholu. St�redn�� vrhol mus�� b�yt nejprve zvednut, pak z n�ej m�u�ze odt�ei ��ast p�rebytkudo spot�rebi�e.Pravou hranou ale odte�e jen polovina p�rebytku, druh�a ve vrholu z�ustane a nem�u�ze odt�ei anivpravo, kde je hrana ji�z natrvalo nasyena, ani vlevo, kde hrana jde prude do kope.St�redn�� vrhol proto stoup�a vzh�uru. V okam�ziku, kdy se dostane o jednu hladinu nad zdroj,pak v�sehen p�rebytek odte�e vlevo zp�et do zdroje, proto�ze hrana sm�e�ruj���� vlevo dol�u m�a pat�ri�noukapaitu.Tato s�ena ukazuje z�akladn�� mehanismus, jak odstranit tu ��ast po��ate�n��ho nehotov�eho toku,kterou se nepoda�r�� dopravit do spot�rebi�e.S�ena: Dlouh�a esta s p�rek�a�zkouTato s�ena je podobn�a p�redhoz��, ale s��t' je tvo�rena dlouhou estou, ve kter�e kapaita posledn��hrany je men�s�� ne�z jsou kapaity hran p�redhoz��h.V�ypo�et prob��h�a podobn�e; po��ate�n�� vlna postupn�e doraz�� a�z t�esn�e p�red spot�rebi�, kde jej�� ��astprojde do ��le, ale dal�s�� ��ast se odraz�� zp�et. Zp�usob jak stoupaj�� vzh�uru vrholy oblasti, ve kter�e29



se zbytkov�y tok p�rel�ev�a z jedn�e strany na druhou, je nyn�� podstatn�e zdlouhav�ej�s�� a slo�zit�ej�s�� ne�z vp�redhoz�� s�en�e, ale z�asadn�� odli�snost zde nevznik�a.Zp�usob zved�an�� oblasti bez do�asn�eho odtoku by si zaslou�zil zlep�sen��, ale p�ri anal�yze algoritmupozd�eji uvid��me, �ze oben�e v�ypo�etn��mu �asu dominuje doba v�enovan�a nenasyen�ym p�revod�ump�rebytku, tak�ze �upravy zp�usobu zved�an�� vrhol�u, kter�e by mohly algoritmus zna�n�e zkomplikovats nep�r��li�s jist�ym efektem na elkovou v�ypo�etn�� dobu, se obvykle neprov�ad�ej��.S�ena: Cesta s p�rek�a�zkamiS�ena se podob�a p�redhoz��, ale m��st z�u�zen�� esty je v��e a nesoused�� p�r��mo se spot�rebi�em. Vtomto p�r��pad�e vznikne v��e vrhol�u s kladn�ym p�rebytkem a proto applet implementuje n�ekolikr�uzn�yh strategi��, jak vybrat jeden z nih, proto�ze v�y�se uveden�e sh�ema v�yb�er nespei�kuje.V z�avislosti na ovlada�i bude z vnit�rn��h vrhol�u s kladn�ym p�rebytkem vybr�an nejstar�s��, ne-jmlad�s��, nejvy�s�s��, nejni�z�s�� nebo n�ahodn�e zvolen�y (a v p�r��pad�e v�yb�eru nejvy�s�s��ho a nejni�z�s��ho se vp�r��pad�e neur�itosti vybere libovoln�y z kandid�at�u s extr�emn�� v�y�skou).Je vid�et, �ze i kdy�z v�ypo�et oben�e pro jednotliv�e volby prob��h�a dosti odli�sn�e, �z�adn�a z mo�znost��nep�rin�a�s�� rozhoduj���� v�yhody (p�rinejmen�s��m v tomto p�r��klad�e).S�ena: S��t' s propustn�ymi v�etvemiV t�eto s�en�e s��t' nen�� prost�a esta, ale ve vrholu uprost�red se rozd�el�� do dvou v�etv��. Je pou�zito3D zobrazen��. Pomo�� my�si je mo�zno s��t' nat�a�et a nakl�ap�et (stiskn�ete kno��k my�si a tahn�ete j��vodorovn�e nebo svisle).Tok vypu�st�en�y ze zdroje nap�red vstoup�� do jedn�e v�etve, pak se jeho ��ast odraz�� zp�et, vrozv�etven�� vr�aen�y pod��l toku vstoup�� do druh�e v�etve a je �usp�e�sn�e dopraven do spot�rebi�e. Je-liko�z vrhol rozv�etven�� byl dosti n��zko vzhledem ke zdroji, nemohlo doj��t k navr�aen�� toku, kter�ynepro�sel prvn�� v�etv��, zp�et do zdroje, ale v�se vstoupilo do druh�e v�etve.V t�eto s�en�e byl v�zdy jedin�y vnit�rn�� vrhol s nenulov�ym p�rebytkem a proto nen�� rozd��l mezivariantami v�yb�eru vrholu s nenulov�ym p�rebytkem.S�ena: S��t' s polopropustn�ymi v�etvemiS�ena se podob�a p�redhoz��, ale v�etve nemaj�� ani dohromady dostatek kapaity pro p�reveden��po��ate�n��ho toku do spot�rebi�e. Tok, kter�y se nepoda�rilo odv�est do spot�rebi�e je proto nakonevr�aen do zdroje.S�ena: S��t' se slab�ymi v�etvemiS�ena se zase podob�a p�redhoz��, ale kapaity hran sm�erem ke spot�rebi�i klesaj��, proto se dovrhol�u dost�av�a v��e nehotov�eho toku, ne�z je mo�zno odv�est. Celkov�y pr�ub�eh v�ypo�tu je v z�asad�epodobn�y p�redhoz�� s�en�e, ale postupn�e oben�e vznik�a velk�e mno�zstv�� vrhol�u s p�rebytkem. R�uzn�evarianty volby vrholu s p�rebytkem proto jsou dosti odli�sn�e. Zkuste si v�ypo�et pro v�sehny varianty(volba na ovlada�i) a sledujte rozd��ly mezi variantami.S�ena: V�yb�er doln��ho vrholuJak bylo �re�eno, Goldberg�uv algoritmus nep�redepisuje, kter�y vrhol s p�rebytkem se vyb��r�a.Nejlep�s�� zn�am�y odhad �asov�e slo�zitosti v nejhor�s��m p�r��pad�e m�a varianta, kter�a v�zdy vyb��r�a nejvy�s�s��vrhol (nebo libovoln�y z nejvy�s�s��h). V t�eto a n�asleduj���� s�en�e uk�a�zeme, jakou v�yhodu m�a volbanejvy�s�s��ho vrholu p�red volbou nejni�z�s��ho vrholu a dal�s��mi variantami algoritmu.Aby bylo mo�zn�e uk�azat rozd��ly variant na o nejjednodu�s�s�� s��ti, zvol��me pon�ekud n�asiln�y postup.Ze za��atku se vrholy s p�rebytkem vol�� nikoli jako nejvy�s�s�� nebo nejni�z�s��, ale tak, aby se vytvo�rilakon�gurae, na kter�e bude rozd��l mezi variantami velmi v�yrazn�y. Od okam�ziku vytvo�ren�� kon-�guae se ji�z bude volit bud' v�zdy nejni�z�s�� vrhol (v t�eto s�en�e) nebo v�zdy nejvy�s�s�� vrhol (vn�asleduj���� s�en�e).Prvn��m klepnut��m na kno��k [Krok℄ se neprovede jedin�y krok, ale s�erie krok�u, kter�a vytvo�r��v�y�se zm��n�enou kon�gurai. Pokud se ale na ovlada�i zvol�� [Kr�atk�y krok℄ nebo [St�redn�� krok℄30



nam��sto [Dlouh�y krok℄, pak je mo�zno sledovat, jak se do kon�gurae dostaneme (v p�r��pad�ekr�atk�eho kroku to bude trvat dosti dlouho). Od okam�ziku vytvo�ren�� kon�gurae pak stisknut��kno��ku [Krok℄ provede jedin�y p�renos p�rebytku nebo zvednut�� vrholu, bez ohledu na nastaven��d�elky kroku.Stiskn�ete tedy kno��k [Krok℄ a t��m vytvo�r��te v�y�se zm��n�enou kon�gurai, kdy ka�zd�y vnit�rn��vrhol m�a kladn�y p�rebytek velikosti 1 a tyto vrholy vytv�a�rej�� estu kon����� ve spot�rebi�i s klesaj����v�y�skou vrhol�u. Varianta vol���� nejni�z�s�� vrhol p�rev�ad�� p�rebytek ka�zd�eho vrholu do spot�rebi�ezvl�a�st' estou, kter�a m�u�ze b�yt i velmi dlouh�a. Mysl��m, �ze el�y v�ypo�et nedokon���te, proto�ze trv�ahodn�e dlouho, ale jist�e pohop��te pro� je tak pomal�y podstatn�e d�r��ve, ne�z bude ukon�en.S�ena: V�yb�er horn��ho vrholuZde opakujeme v�ypo�et p�redhoz�� s�eny s t��m, �ze z uveden�e p�red�elov�e kon�gurae postupujemetak, �ze vyb��r�ame v�zdy nejv�s�s�� vrhol s p�rebytkem.Prvn�� krok po dosa�zen�� kon�gurae p�renese p�rebytek nejvy�s�s��ho vnit�rn��ho vrholu do vrholuza n��m n�asleduj����ho. P�reveden�y p�rebytek se p�ri�te k p�rebytku ��lov�eho vrholu a v n�asleduj����mkroku se slou�en�e p�rebytky p�rev�ad�� d�ale spole�n�e. Vid��te, �ze tato varianta p�rebytky nezpraov�av�aodd�elen�e, ale sl�ev�a je dohromady a p�ren�a�s�� aglomerovan�y p�rebytek v jedn�e operai p�renosu, ���m�zse dos�ahne v�yrazn�e �uspory v�ypo�etn��ho �asu.S�ena: Goldberg�uv algoritmusZ�av�ere�n�a s�ena umo�zn�� rekapitulai v�seho, o bylo vylo�zeno. Je mo�zn�e volit r�uzn�e p�r��kladynebo si vytvo�rit svoji s��t', vybrat si variantu algoritmu i d�elku kroku a sledovat v�ypo�et. Pohybymy�s�� tak�e umo�z�nuj�� s��t' nakl�ap�et a rotovat.10 Laborato�rGoldberg�uv algoritmus prauje s nehotov�ymi toky a pot�rebuje m��t krom�e informae o rezerv�ahhran pomo�� prom�enn�yh R(h) popisovan�yh v ��asti o Ford-Fulkersonov�e algoritmu tak�e informaio p�rebyt��h vnit�rn��h vrhol�u. Abyhom je nemuseli st�ale pran�e vypo���t�avat, pou�zijeme proka�zd�y vrhol v prom�ennou E(v), jej���z hodnoty upravujeme tak, aby byly st�ale rovny p�rebytk�ump�r��slu�sn�yh vrhol�u. Dos�ahneme toho t��m, �ze iniializai algoritmu a p�resun p�rebytku budemeprov�ad�et n�asleduj����m zp�usobemfor ka�zdou hranu h do R(h) = (h);for ka�zd�y vrhol v do E(v) = 0;IniializaeR(h) = R(h)��;R(hop) = R(hop) + �;E(u) = E(u)��;E(v) = E(v) + �;P�resun p�rebytku � p�res hranu h = (u; v)Pro zjednodu�sen�� popisu algoritmu zavedeme n�asleduj���� pojem: hrana h = (u; v) se naz�yv�asp�adov�a, jestli�ze H(u) > H(v), kde H(u) a H(v) jsou v�y�sky vrhol�u u a v. Velkou v�yhodouGoldbergova algoritmu je jeho jednoduhost:
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Prom�enn�e: pro ka�zd�y vrhol jeho v�y�ska H(v);pro ka�zd�y vrhol ���slo E(v), �udaj o p�rebytku;Iniializae;for ka�zdou hranu h vyh�azej���� ze zdroje dop�resu�n p�rebytek (h) p�res hranu h;while existuje vnit�rn�� vrhol v takov�y, �ze E(v) > 0 do beginzvol libovoln�y vnit�rn�� vrhol v takov�y, �ze E(v) > 0;if existuje sp�adov�a nenasyen�a hrana vyh�azej���� z v then beginzvol libovolnou sp�adovou nenasyenou hranu h vyh�azej���� z v;p�resu�n p�rebytek min(E(v); R(h)) p�res hranu h;endelse H(v) H(v) + 1;end; Goldberg�uv algoritmus11 �SkolaNyn�� dok�a�zeme spr�avnost a v�ypo�etn�� slo�zitost Goldbergova algoritmu.Tvrzen�� 34 Ka�zd�y vrhol r�uzn�y od zdroje m�a nez�aporn�y p�rebytek.D�ukaz: Z�rejm�y z popisu algoritmu (volba velikosti p�rev�ad�en�eho p�rebytku). |Nyn�� uk�a�zeme, �ze nenasyen�a hrana nem�u�ze j��t p�r��li�s \z kope".Tvrzen�� 35 B�ehem v�ypo�tu Goldbergova algoritmu st�ale plat��, �ze m�a-li hrana (v; w) kladnou rez-ervu, pak H(v) � H(w) + 1.D�ukaz: Tvrzen�� dok�a�zeme induk�� podle po�tu opakov�an�� while-yklu algoritmu. Je z�rejm�e,�ze po proveden�� iniializae plat��, proto�ze jedin�e hrany, jejih�z v�yhoz�� a konov�y vrhol jsou vr�uzn�yh v�y�sk�ah jsou hrany vyh�azej���� ze zdroje a ty maj�� nulovou rezervu.Jsou dv�e mo�znosti, jak by se mohlo tvrzen�� b�ehem v�ypo�tu poru�sit. P�ri p�revodu p�rebytkuz�ust�avaj�� v�y�sky nezm�en�eny a proto by musela existovat hrana (v; w) takov�a, �ze H(v) > H(w) + 1a jej�� p�uvodn�e nulov�a rezerva se zv�y�s�� na nenulovou hodnotu. K tomu ale m�u�ze doj��t pouze tehdy,kdy�z je p�rev�ad�en p�rebytek hranou opa�nou, tedy hranou (w; v). Tato hrana ale jde \do kope" atedy v n�� p�rev�ad�en�� p�rebytku nen�� povoleno.P�ri zved�an�� vrhol�u naopak z�ust�avaj�� nezm�en�eny rezervy hran a m�en�� se v�y�sky. K poru�sen��tvrzen�� lemmatu by tedy musela existovat hrana (v; w) s kladnou rezervou takov�a, �ze H(v) =H(w) + 1 a dojde ke zvednut�� vrholu v. Vrhol v by ale byl zved�an jen v p�r��pad�e, kdy vrhol vm�a kladn�y p�rebytek, ale v takov�e situai algoritmus p�rikazuje p�rev�est p�rebytek z vrholu v hranou(v; w) a nikoli zved�an�� vrholu v. |Toto jednoduh�e tvrzen�� n�am ji�z umo�zn�� dok�azat spr�avnost v�ypo�tu v p�r��pad�e jeho ukon�en��.Tvrzen�� 36 Pokud se Goldberg�uv algoritmus zastav��, nalezl nejv�et�s�� tok.D�ukaz: K zastaven�� dojde v okam�ziku, kdy p�rebytky vrhol�u jin�yh ne�z zdroj a spot�rebi� jsounulov�e, konstruovan�y nehotov�y tok je tedy tok. Je-li z = v0; v1; : : : ; vk = s libovoln�a prost�a estaze zdroje do spot�rebi�e a ozna���me-li si jako n po�et vrhol�u s��t�e, m�a esta nejv�y�se n� 1 vrhol�u(tedy k < n), ale p�rekon�av�a v�y�skov�y sp�ad n, tak�ze na n�� bude le�zet hrana s rozd��lem v�y�sky po��atkua kone alespo�n 2 a ta podle p�redhoz��ho lemmatu m�a nulovou rezervu. Z toho ji�z plyne, �ze je tokmaxim�aln��, viz kapitola o Ford-Fulkersonov�e algoritmu, V�eta 10. |32



Poznamenejme, �ze z tohoto lemmatu je vid�et, pro� je v�y�ska zdroje volena n. Pokud by v�y�skabyla men�s��, mohlo by doj��t k zastaven�� v okam�ziku, kdy nalezen�y tok je�st�e nen�� nejv�et�s�� mo�zn�y.Jak bude uk�az�ano d�ale, pokud by v�y�ska zdroje byla v�et�s��, v�ypo�et by sie prob�ehl spr�avn�e, aletrval by d�ele.Tvrzen�� 37 Jestli�ze kdykoliv b�ehem v�ypo�tu Goldbergova algoritmu m�a vrhol v kladn�y p�rebytek,pak existuje prost�a orientovan�a esta z v do zdroje takov�a, �ze ka�zd�a jej�� hrana m�a kladnou rezervu.D�ukaz: Neht' v jist�em okam�ziku m�a v kladn�y p�rebytek. Ozna�me si jako A mno�zinu vrhol�utakovou, �ze w 2 A pr�av�e tehdy, kdy�z existuje prost�a esta z v do w takov�a, �ze ka�zd�a jej�� hrana m�akladnou rezervu. Na�s��m ��lem je tedy dok�azat, �ze zdroj pat�r�� do A.Neht' (x; y) je hrana takov�a, �ze x =2 A a y 2 A. Pokud by tok hranou (x; y) byl nenulov�y,hrana (y; x) by m�ela kladnou rezervu. Prodlou�zen�� prost�e esty z v do y slo�zen�e z hran s kladn�ymirezervami o hranu (y; x) by dalo prostou estu z v do x s kladn�ymi rezervami hran, o�z by bylo vesporu s p�redpokledem, �ze x nele�z�� v A. Toky hranami vstupuj����mi do A z vrhol�u mimo A jsoutedy nulov�e. Nyn�� plat��Xw2A ex(w) = Xw2A24 Xh2in(w) t(h)� Xh2out(w) t(h)35 = Xw2A Xh2in(w) t(h)�Xw2A Xh2out(w) t(h):Hrana h, kter�a m�a oba kone mimo A, v sum�ah ve v�yrazu na prav�e stran�e nevystupuje, zat��mohrana, kter�a m�a oba kone v A vystupuje v obou sum�ah, tedy jednou se t(h) p�ri���t�a a jednouode���t�a a elkov�y p�r��sp�evek je nulov�y. Hrany, kter�e za���naj�� mimo A a kon��� v A maj��, jak bylouk�az�ano v�y�se, nulov�y tok, tak�zeXw2A ex(w) = � Xh2out(A) t(h) � 0:Sou�et p�rebytk�u vrhol�u le�z����h v A je tedy men�s�� nebo roven nule, a jeliko�z vrhol v je v A am�a kladn�y p�rebytek, mus�� v A le�zet i vrhol se z�aporn�ym p�rebytkem, ale takov�y je pouze jeden -zdroj. |Toto lemma m�a velmi d�ule�zit�y d�usledek:Tvrzen�� 38 V�y�ska �z�adn�eho vrholu v pr�ub�ehu v�ypo�tu Goldbergova algoritmu nen�� v�et�s�� ne�z 2jV j.D�ukaz: Ozna�me n = jV j. Kdyby lemma neplatilo, musel by v pr�ub�ehu v�ypo�tu nastat okam�zik,kdy n�ekter�y vrhol v m�a v�y�sku 2n a je zved�an. Jeliko�z je v zved�an, mus�� m��t kladn�y p�rebytek,viz algoritmus. Pak ale existuje prost�a esta z v do zdroje, tvo�ren�a hranami s kladnou rezervou.Jeliko�z je tato esta prost�a, obsahuje nejv�y�se n � 1 hran a p�ritom p�rekon�av�a v�y�sku n, proto�zezdroj je ve v�y�se n. Pak alespo�n jedna hrana t�eto esty p�rekon�av�a sp�ad v�et�s�� ne�z 1, ale jeliko�z m�akladnou rezervu, dost�av�ame t��m spor s lemmatem 35. |Z tohoto lemmatu tak�e plyne odhad pro po�et zvednut��:Tvrzen�� 39 V pr�ub�ehu el�eho v�ypo�tu se provede operae zvednut�� nejv�y�se 2n2 kr�at.D�ukaz: Vrhol�u je n, ka�zd�y (s v�yjimkou zdroje, kter�y nen�� zved�an) za���n�a ve v�y�se 0 a kon���, vizp�redhoz�� lemma, nejv�y�se ve v�y�se 2n a jeho v�y�ska se m�u�ze jen zv�et�sovat a nikdy nekles�a, tak�zejednotliv�y vrhol m�u�ze b�yt zved�an nejv�y�se 2n kr�at. |Nyn�� odhadneme po�et opera�� p�reveden�� p�rebytku. Odhad provedeme odd�elen�e pro nasyen�ea nenasyen�e p�revody. Jednodu�s�s�� je odhad nasyen�yh p�revod�u, kter�y je tak�e ni�z�s��.33



Tvrzen�� 40 V pr�ub�ehu el�eho v�ypo�tu se provede operae nasyen�eho p�reveden�� p�rebytku nejv�y�senm kr�at, kde n je po�et vrhol�u a m je po�et hran s��t�e.D�ukaz: Uva�zujme hranu (u; v). Nasyen�e p�reveden�� p�rebytku touto hranou m�u�ze nastat pokudH(u) � H(v) + 1 (viz popis algoritmu a Lemma 35) a zp�usob��, �ze jej�� rezerva poklesne na nulu,tak�ze k p�r��padn�emu nov�emu p�rev�ad�en�� p�rebytku m�u�ze doj��t a�z pot�e, o se rezerva hrany zase zv�y�s��na kladnou hodnotu. K tomu m�u�ze doj��t pouze kdy�z je p�rev�ad�en p�rebytek opa�nou hranou (v; u)a to m�u�ze nastat pouze tehdy, kdy�z plat�� H(v) � H(u) + 1. Jeliko�z H(u) nem�u�ze klesnout, mus��se tedy H(v) zv�y�sit nejm�en�e o 2.V okam�ziku, kdy rezerva hrany (u; v) se z nuly zv�y�sila na nenulovou hodnotu, je tedy H(v) �H(u)+1, ale k nov�emu p�reveden�� p�rebytku hranou (u; v) m�u�ze doj��t pouze kdy�z H(u) � H(v)+1a jeliko�z H(v) nem�u�ze klesnout, mus�� se H(u) zv�y�sit alespo�n o 2.Celkov�e se tedy mezi dv�ema po sob�e n�asleduj����mi nasyen�ymi p�reveden��mi p�rebytku hranou(u; v) mus�� jak H(u), tak i H(v) zv�y�sit alespo�n o 2, tedy sou�et H(u)+H(v) vzroste o nejm�en�e 4.Sou�et H(u) +H(v) je minim�aln�e 0, m�u�ze se jen zv�et�sovat a na z�aklad�e p�redhoz��ho lemmatuje nejv�y�se 4n. Z toho plyne, �ze jednou hranou lze nasyen�e p�rev�ad�et p�rebytek nejv�y�se n kr�at.Hran je p�ritom m. |Nakone nejslo�zit�ej�s�� je odhad po�tu nenasyen�yh p�revod�u p�rebytku, proto�ze p�ri t�eto operairezerva hrany neklesne na nulu a proto je ji mo�zno prov�ad�et opakovan�e bez zm�eny v�y�sek vrhol�u.Vid�eli jsme ve s�en�e s volbou nejni�z�s��ho vrholu s p�rebytkem, �ze po�et nenasyen�yh p�revod�u m�u�zeb�yt zna�n�y.Tvrzen�� 41 V pr�ub�ehu el�eho v�ypo�tu se provede operae nasyen�eho p�reveden�� p�rebytku nejv�y�se(m+ 2)n2 kr�at, kde n je po�et vrhol�u a m je po�et hran s��t�e.D�ukaz: De�nujme � = Xex(v) > 0z 6= v 6= s H(v);neboli � je sou�et v�y�sek vnit�rn��h vrhol�u s��t�e s kladn�ymi p�rebytky. Pod��vejme se nyn��, jak hodnotu� m�en�� jednotliv�e operae.Operae zvednut�� vrholu zv�y�s�� v�y�sku vrholu s kladn�ym p�rebytkem o 1 a tedy tak�e zv�y�s��hodnotu � o 1.Operae nasyen�eho p�reveden�� p�rebytku hranou (u; v) sn���z�� p�rebytek u a zv�y�s�� p�rebytek v, tak�zese m�u�ze st�at �ze ze sou�tu vypadne �len H(u) (pokud by p�rebytek u klesl na nulu) a �ze do sou�tup�ribyde H(v) (pokud p�rebytek v byl p�red opera�� nulov�y). Celkov�e tedy se � nem�u�ze zv�y�sit o v��ene�z H(v) � 2n.Operae nenasyen�eho p�reveden�� p�rebytku hranou (u; v) v�zdy sn���z�� p�rebytek u na nulu a tedy�len H(u) ze sou�tu pro � vypadne. To m�u�ze b�yt kompenzov�ano t��m, �ze do sou�tu p�ribydeH(v), ale v okam�ziku prov�ad�en�� operae mus�� b�yt H(u) � 1 � H(v), tak�ze v ka�zd�em p�r��pad�e senenasyen�ym p�reveden��m p�rebytku sn���z�� � o alespo�n 1, neboli p�r��rustek � je nejv�y�se -1.Hodnota � po proveden�� iniializae je 0 (v�sehny vnit�rn�� vrholy maj�� v�y�sku 0) a na koniv�ypo�tu tak�e 0 (�z�adn�y vnit�rn�� vrhol nem�a kladn�y p�rebytek). Ozna���me-li jako � sou�et p�r��rustk�uhodnoty � pro jednotliv�e operae, mus�� b�yt � � 0.Ozna���me-li ale jako k po�et proveden�� operae nenasyen�eho p�reveden�� p�rebytku hranou, pakz odhad�u pro po�ty proveden�� opera�� zvednut�� vrholu a nasyen�yh p�reveden�� a z odhad�u prop�r��rustky � p�ri jednotliv�yh opera��h dost�av�ame0 � � � 1 � 2n2 + 2n �mn+ (�1) � k = 2n2 +mn2 � ka z t�eto nerovnosti vypl�yv�a okam�zit�e k � 2n2 +mn2. |Shrnut��m tedy dost�av�ameV�eta 42 Goldberg�uv algoritmus zprauje s��t' s n vrholy a m hranami po O(mn2) kro��h.34


