
Doporu£ené p°íklady k Teorii mnoºin, LS 2020/2021

1. p°edná²ka, 2. 3. 2021

1. Napi²te �mnoºina x je prázdná� (p°esn¥ji �mnoºina x nemá ºádné prvky�)

formulí základního jazyka teorie mnoºin.

2. Dokaºte ((x ⊆ y) ∧ (y ⊂ z)) → x ⊂ z.

2. p°edná²ka, 9. 3. 2021

3. Napi²te �mnoºina x je jednoprvková� formulí základního jazyka teorie mno-

ºin.

4. Dokaºte, ºe �mnoºina v²eh mnoºin� neexistuje (s vyuºitím axiomu vyd¥-

lení).

5. Dokaºte (∀z)(x ∈ z ↔ y ∈ z) → x = y (s vyuºitím axiomu dvojie).

6. Rozepi²te trojii (a, b, c) jako mnoºinu jen pomoí sloºenýh závorek.

7. Neh´ a je libovolná mnoºina. Co lze °ít o mnoºináh

(a)

⋃
P(a),

(b) P(
⋃
a)?

3. p°edná²ka, 16. 3. 2021

8. Ukaºte, ºe axiom fundovanosti (spolu s ostatními axiomy) zakazuje existeni

mnoºin, které jsou prvky sama sebe, a oben¥ji existeni kone£nýh ykl·

v relai náleºení (tj. mnoºin y1, y2, . . . , yn takovýh, ºe y1 ∈ y2 ∧ y2 ∈ y3 ∧
· · · ∧ yn−1 ∈ yn ∧ yn ∈ y1).

9. P°edpokládejme, ºe A,B jsou t°ídové prom¥nné zastupujíí t°ídové termy

{x;ϕ(x)}, {y;ψ(y)}, kde ϕ(x), ψ(x) jsou formule základního jazyka teorie

mnoºin. Rozepi²te formuli A ⊂ B v základním jazye teorie mnoºin.

10. P°edpokládejme, ºe a je neprázdná mnoºina. Musí být

⋂
a mnoºina?
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4. p°edná²ka, 23. 3. 2021

11. Ukaºte, ºe pro t°íduX oben¥ neplatíX×X2 = X3
(zvolte nap°. X = {∅}).

12. Ov¥°te, ºe pro libovolnou relai R a relai identity Id je R◦Id = Id◦R = R.

13. Ov¥°te, ºe pro libovolné mnoºiny x, y a relai náleºení E platí

(x, y) ∈ E ◦ E ↔ x ∈
⋃
y.

14. Ov¥°te, ºe pro kaºdou neprázdnou mnoºinu x a neprázdnou t°ídu Y platí⋃⋃⋃
xY = x ∪ Y .

5. p°edná²ka, 30. 3. 2021

15. Napi²te de�nii �uspo°ádání R na t°íd¥ A je dobré � jako formuli (s vyuºitím

zavedenýh zkratek a roz²í°ení jazyka).

16. Najd¥te nejaké mnoºiny x, na nihº je relae náleºení ostré uspo°ádání, a

naví uspo°ádání E ∪ Id je na x dobré.

6. p°edná²ka, 6. 4. 2021

17. Uvaºujme poten£ní mnoºinu P(x) mnoºiny x uspo°ádanou relaí⊆. Ov¥°te,

ºe pro kaºdou podmnoºinu A ⊆ P(x) platí sup⊆A =
⋃
A.

18. Dokaºte, ºe kaºdá neklesajíí funke z [0, 1] do [0, 1] (ne nutn¥ spojitá) má

pevný bod. M·ºete napodobit d·kaz lemmatu o monotónním zobrazení

mezi poten£nímí mnoºinami.

19. Ov¥°te, ºe funke g : ω×ω → ω de�novaná jako g(m,n) = 2m ·3n je prostá,

a ºe funke h : ω × ω → ω de�novaná jako h(m,n) = 2m · (2n + 1) − 1 je

bijeke mezi ω × ω a ω. (Symbolem ω ozna£ujeme mnoºinu {0, 1, 2, . . .}.
P°irozená £ísla a operae s nimi hápeme zatím intuitivn¥.)

20. Pomoí Cantorovy�Bernsteinovy v¥ty pro �intuitivn¥� hápané mnoºiny N

a Q dokaºte, ºe N ≈ Q. (Raionální £ísla nap°. m·ºeme reprezentovat jako

elo£íselné zlomky v základním tvaru).

21. Pomoí Cantorovy�Bernsteinovy v¥ty dokaºte, ºe úse£ka [0, 1] a £tvere

[0, 1]× [0, 1] mají stejnou mohutnost. Vyuºijte nap°. desetinný rozvoj reál-

nýh £ísel (která zatím hápeme intuitivn¥).

22. Pokuste se de�novat �x je kone£ná mnoºina� (aspo¬ dv¥ma r·znými zp·-

soby; nap°. pomoí uspo°ádání nebo zobrazení).
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7. p°edná²ka, 13. 4. 2021

23. Napi²te formuli pro Fin(x) podle Tarského de�nie kone£nosti (kaºdá ne-

prázdná podmnoºina P(x) má maximální prvek vzhledem k inkluzi).

24. Ov¥°te, ºe v kaºdé lineárn¥ uspo°ádané mnoºin¥ jsou kaºdé dv¥ její dolní

podmnoºiny porovnatelné inkluzí.

25. Neh´ R je lineární uspo°ádání na mnoºin¥ A, S je lineární uspo°ádání na

mnoºin¥ B a F,G jsou po£átková vno°ení z A do B vzhledem k R a S. Musí

nutn¥ platit F ⊆ G nebo G ⊆ F ?

8. p°edná²ka, 20. 4. 2021

26. Ov¥°te, ºe je-li R t°ída zobrazení lineárn¥ uspo°ádaná inkluzí (tedy tvo°í

°et¥ze vzhledem k ⊆), pak

⋃
R je op¥t zobrazení.

27. Ov¥°te, ºe v kaºdé uspo°ádané mnoºin¥ je sjednoení systému libovoln¥

mnoha dolníh mnoºin dolní mnoºina.

9. p°edná²ka, 27. 4. 2021

28. Dokaºte, ºe pro kaºdou kone£nou mnoºinu x a kaºdé zobrazení f s de�ni£-

ním oborem x platí Rng(f) 4 x. M·ºete pouºít nap°. prinip induke pro

kone£né mnoºiny.

29. Dokaºte, ºe kaºdou kone£nou mnoºinu x lze dob°e uspo°ádat. M·ºete op¥t

postupovat indukí pro kone£né mnoºiny.

10. p°edná²ka, 4. 5. 2021

30. Dokaºte, ºe mnoºina ω v²eh p°irozenýh £ísel je dedekindovsky nekone£ná.

(Nap°. sta£í ukázat, ºe funke následníka je prostá, ale jejím oborem hodnot

není elá ω.)

31. Dokaºte prinip silné induke pro p°irozená £ísla: Je-li X ⊆ ω podmnoºina

spl¬ujíí 1) 0 ∈ X a 2) (∀n ∈ ω)(n ⊆ X → n ∈ X), pak X = ω. M·ºete

vyuºít, ºe náleºení je dobré ostré uspo°ádání na ω.

32. Dokaºte, ºe pro kaºdé zobrazení f s de�ni£ním oborem ω platí Rng(f) 4 ω.

Vyuºijte existene dobrého uspo°ádání na ω.

33. Neh´ A je nespo£etná, B spo£etná a C kone£ná mnoºina. Dokaºte, ºe

mnoºiny A ∪ C a A − C jsou nespo£etné, zatímo B ∪ C a B − C jsou

spo£etné.
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11. p°edná²ka, 11. 5. 2021

34. Ov¥°te, ºe lexikogra�ké uspo°ádání na mnoºin¥ ω × ω je dobré.

35. Ov¥°te, ºe lexikogra�ké uspo°ádání na mnoºin¥ ω × 2 je izomorfní s uspo-

°ádáním ∈ na mnoºin¥ ω.

36. Ov¥°te, ºe lexikogra�ké uspo°ádání na mnoºin¥ 2 × ω není izomorfní s

uspo°ádáním ∈ na mnoºin¥ ω.

37. Ov¥°te, ºe maximo-lexikogra�ké uspo°ádání na mnoºin¥ ω×ω je izomorfní

s uspo°ádáním ∈ na mnoºin¥ ω.

12. p°edná²ka, 18. 5. 2021

38. (Pokrytí raionálníh £ísel intervaly)

Neh´ A = Q ∩ [0, 1] je mnoºina v²eh raionálníh £ísel mezi 0 a 1. Je-li
I = (a, b) otev°ený interval, jeho délku de�nujeme jako d(I) = b− a.

(a) Dokaºte (indukí), ºe pokud n ∈ N a I1, I2, . . . , In jsou otev°ené inter-

valy spl¬ujíí A ⊂
⋃

n

k=1
Ik, pak pro sou£et jejih délek platí

n∑

k=1

d(Ik) ≥ 1.

Vyuºijte hustoty Q, tj. mezi kaºdými dv¥ma r·znými reálnými £ísly je

aspo¬ jedno raionální.

(b) Dokaºte, ºe pro kaºdé ε > 0 existuje nekone£ná posloupnost otev°e-

nýh interval· I1, I2, . . . taková ºe A ⊂
⋃∞

k=1
Ik a

∞∑

i=1

d(Ik) < ε.

Vyuºijte spo£etnosti mnoºiny Q.
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13. p°edná²ka, 25. 5. 2021

39. Ukaºte, ºe následujíí dv¥ de�nie spojitosti funke f : R → R v bod¥ a

jsou ekvivalentní:

(a) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)( x ∈ (a−δ, a+δ) → f(x) ∈ (f(a)−ε, f(a)+ε) )

(b) Je-li (a1, a2, . . . ) posloupnost spl¬ujíí limn→∞ an = a, pak

lim
n→∞

f(an) = f(a).

V d·kaze implikae (b) ⇒ (a) najd¥te krok, kde vyuºíváte axiom výb¥ru.

40. Ov¥°te, ºe sjednoení libovolného °et¥ze prostýh zobrazení (vzhledem k

inkluzi) je prosté zobrazení.

41. Pomoí prinipu maximality dokaºte: je-li (A,≤) uspo°ádaná mnoºina, pak

pro kaºdý °et¥ze B ⊆ A existuje °et¥ze C spl¬ujíí B ⊆ C ⊆ A, který je

s touto vlastností maximální v inkluzi.

42. Dokaºte, ºe prinip maximality je ekvivalentní variant¥ prinipu maxima-

lity, kde se p°edpokládá, ºe kaºdý °et¥ze má supremum (místo pouhé horní

meze).

43. Odvo¤te prinip dobrého uspo°ádání z prinipu maximality. (Uvaºujte dobrá

uspo°ádání na podmnoºináh a porovnejte je relaí "roz²i°ování".)

44. Dokaºte, ºe t°ída X je tranzitivní práv¥ tehdy, kdyº

⋃
X ⊆ X .

45. Dokaºte, ºe je-li X tranzitivní t°ída, pak náleºení je tranzitivní na X práv¥

tehdy, kdyº kaºdý prvek x ∈ X je tranzitivní mnoºina.

46. Dokaºte, ºe pro kaºdá dv¥ ordinální £ísla x, y platí x ∈ y ↔ x ⊂ y. (Pro

zp¥tnou implikai sta£í dokázat, ºe x je nejmen²í prvek y − x.)
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14. p°edná²ka, 1. 6. 2021

47. Dokaºte, ºe je-li X tranzitivní vlastní t°ída, dob°e ost°e uspo°ádaná nále-

ºením, pak X = On.

48. Uvaºujme poten£ní t°ídu P(X) t°ídy X uspo°ádanou relaí ⊆. Ov¥°te, ºe

pro kaºdou neprázdnou £ást A ⊆ P (X) platí inf⊆A =
⋂
A, a podobn¥ pro

kaºdou £ást A ⊆ P (X) platí sup⊆A =
⋃
A.

49. Dokaºte, ºe ω = sup< ω v uspo°ádání (On, <). (Hlavní krok je odvození

identity

⋃
ω = ω).

Bonusová otázka

50. * Existuje nespo£etný ordinál? Pokud ano, lze jeho existeni dokázat v ZF,

tj. bez axiomu výb¥ru?
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