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Motivace a definice
X C R4
7(X) (konvexita X) = minimalni pocet konvexnich
podmnozin X pokryvajicich X

Neviditelnostni graf /(X) mnoziny X:
V=X, E={xy:xy £ X}

w(X) = w(l(X)) (klikovost, maximalni pocet navzajem se
nevidicich bodi)

X(X) := x(I(X)) (barevnost, body jedné barvy na sebe vidi,
ale nemusi tvofit souvislou podmnozinu)

Pozorovani: w(X) < x(X) < ~(X).

Je-li X C R? a doplnék X je souvisly, pak x(X) = v(X).
Otazka: Lze v(X) shora omezit pomoci w(X), pfipadné
pomoci x(X)?

Jak zavisi odpovéd na dimenzi d?
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Predchozi vysledky

Horni odhady:
d = 2, X uzavfena, w(X) < oo:

e x <3 = 7= x (McKinney, 1966)
w =2 =y < 3 (Valentine, 1957)
e w< 00 =7 < oo (Eggleston, 1974)
v < w32¢ (Breen, Kay, 1976)
v < w® (Perles, Shelah, 1990)
v < 18w? (Matousek, Valtr, 1999)

d =2, X ma A < oo jednobodovych dér, w = w(X) < oo, pak
v < O(w* 4+ Mw?) (MV, 1999)
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Dolni odhady (konstrukce):
o d =2, X uzaviena, v > Q(w%/?) (Perles; Breen, Kay,
1976)
o d =2, X uzaviena, v > Q(x?) (Matousek, Valtr, 1999)
e d=2 w<3,7>n(MV, 1999)

e d =4, X uzaviena hvézdovita, w =2, v > x > n.
(Kojman, Perles, Shelah, 1990)

d =4, X hvézdovita, w = 2, v = y = 2% (KPS, 1990)
o d =4, X borelovska, w = 3, v = 2% (KPS, 1990)

d = 3, X borelovska, w = 4, v = 2% (KPS, 1990)

o d=2 w=5 v=2% (KPS, 1990)

Domneénka: (MV, 1999) Pro kazdou mnozinu X C R? lze
v(X) shora omezit pomoci x(X).
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Veta 1: Pro kazdou mnozinu X C R? s y = x(X) < oo plati

Y(X) < O - 2477).

Veta 2: Pro kazdé n existuje hvézdovita mnozina

1) X C R® splaujici x(X) =2 a y(X) > n,

2) X C RS, ktera je uzavrena, y(X) =4 a v(X) > n,
3) X C R® splaujici x(X) =3 a v(X) > n,

4) X C R®, ktera je uzaviena, x(X) =4 a vy(X) > n.
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idea: omezit pocet jednobodovych dér shora pomoci
barevnosti

Veta (MV, 1999) Ma-li X C R? X\ < oo jednobodovych dér,
w = w(X) < oo, pak y(X) < O(w* + \w?).

Lemma 1 (zobecnéni Erd8s-Szekeresovy véty)
Kazda (m - 2*")-bodova mnozina P C R? obsahuje m bodti na
pfimce nebo n bodt v konvexni poloze.

Lemma 2 (hlavni nova myslenka)
Je-li X € R?2 mnozina s n jednobodovymi dirami v konvexni
poloze, pak

n< 22x(X)
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e diry oznacime 1,2, ..., n ve sméru hod. rucicek

e pro kazdé i < j definujeme primku /(i,j) prochazejici
dirou i a “vné” diry j

e pro kazdé i < j < k definujeme bod
p(i,j, k) =1(i,j) N 1{j, k) lezici pobliz diry j

e body p(i,J, k) v neviditelnostnim grafu /(X) indukuji
“shift graf”

V= ([’3’]),5:{{i,j,k}{j,k,/};1§i<j<k</§n},

ktery ma barevnost aspon loglog n (Hell, Nesetril, 2004)
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e P, := cyklicky mnohostén v R®

e kazda trojice vrchold urCuje sténu P,
Lemma: Hrany aplného grafu na n vrcholech lze zorientovat
tak, aby kazda podmnozina k := [2log(n) + 2] vrchold
obsahovala orientovany trojcyklus.

e zorientujeme hrany P, podle Lemma

e z trojahelnikovych stén P,, jejichz hranice je cyklicky

orientovana, odstranime bod z tézisté a dostaneme X
* (X) = Q(n/log n)
e x(X) <2
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P, := cyklicky mnohostén v R®

jen O(n?) trojic vrchol@ urcuje sténu P,

z kazdé stény vivivj, 1 < i < j, odebereme
1) nahodny bod z vnitrku o
2) bod na ose thlu vjv1v; ve vzdalenosti 2= (i-nti) od hrany v;v;
1(X) = n/2
X(X) =3
1) diikaz plyne z netrivialnich vysledki o metaabelovskych
grupach a jejich reprezentacich (Korbelar, 2011)

2) neviditelnostni graf na vnitfcich hran vy v; je acyklicky; navic
Ize konstrukci modifikovat na uzavienou mnozinu
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simplicialni mnohostén P(k) v R* takovy, ze v kazdém
obarveni jeho vrchold k barvami existuje trojihelnikova sténa,
jejiz vrcholy maji stejnou barvu?



Problém: Existuje, pro kazdé prirozené k, konvexni
simplicialni mnohostén P(k) v R* takovy, ze v kazdém
obarveni jeho vrchold k barvami existuje trojihelnikova sténa,
jejiz vrcholy maji stejnou barvu?

Kladna odpovéd by implikovala konstrukci mnoziny X v R* s
konstantni x(X) a libovolné velkou ~v(X).



