Priklady z Kombinatoriky a grafa I - LS 2016/2017

zadano 24. 2. - 2. 3. 2017, odevzdat do 3.-9. 3. 2017

1. Zjistéte, které z nasledujicich funkei definovanych pro n € N\ {1} jsou v
relaci ©(), a vzniklé t¥idy navzajem porovnejte pomoci relace o(). Logaritmy
jsou se zakladem 2.

1, nlogn, 2'°¢8™ (logn)e™  log(n!), n@, log(n?"17)

[2]

zadano 3.-9. 3. 2017, odevzdat do 10.-16. 3. 2017

2. Pomoci jednodu$sich funkci odhadnéte, jak zhruba rychle roste (‘m), kde

bn
a > b > 0 jsou konstanty. Tyto odhady vyuzijte ke zjisténi, zda roste rychleji
(%) mebo (57)- [2]

zadano 10.-16. 3. 2017, odevzdat do 17.-23. 3. 2017

3. Najdéte generujici funkei f pro posloupnost ¢aste¢nych soucti tietich moc-
nin piirozenych &isel, tedy (1,1+8,1+8+427,1+8+427+64,...). Pomoci
funkce f odvodte explicitni vzorecek pro n-ty prvek této posloupnosti. [2]

4. Oznac¢me T, = {(a,b,c) € N3;a+ b+ ¢ = n}. Urete

[2]



zadano 17.-23. 3. 2017, odevzdat do 24.-30. 3. 2017

5. a) Dokazte (nap¥. pomoci generujicich funkci), 7e pro libovolné pfirozena

¢isla k > s > 1 plati
S s—1+i\[ k
Z(_1> 1 )T
s — s+

1=0

[3]
b) Pomoci identity z ¢asti a) odvodte zobecnénou vétu o principu inkluze
a exkluze pro pocet prvki, které jsou obsazeny v priniku asponn s mnozin
z Ay, As, ... Ay, kde s € [n] je zadané Eislo. (Tj. vyjadiete tento pocet
pomoci velikosti priniki néjakych systémiu mnozin A;. Pro s = 1 by mél
vyjit klasicky princip inkluze a exkluze.) [2]

zadano 24.-30. 3. 2017, odevzdat do 31. 3. - 6. 4. 2017

6. Najdéte explicitni vyjadieni ¢lenu a,, v posloupnosti definované rekurentné
jako ag = 0,a; = 4, ap12 = 2a,41 — 5a, — 16 - (=1)" (pro n > 0). Uved'te
viechny vypocty. [3]

7. Urcete pocet slov délky n z abecedy {a,b, c}, v nichZz pismena a,b nejsou
tésné vedle sebe (tedy povolena jsou slova jako napf¥. aacchcbbb, ale zakazané
je napf. cba). Uved'te viechny vypoéty. (2 body za nalezeni rekurence, dalsi
2 body za explicitni vzorecek) [4]

zadano 31. 3. - 6. 4. 2017, odevzdat do 18.-21. 4. 2017

8. Turistickd cesta je lomené ¢ara z bodu (0,0) do bodu (2n,0) sestavajici z
2n usecek, kde kazda usecka je ur¢ena vektorem (1,1) nebo (1, —1). Tedy
n usecek sméfuje Sikmo nahoru a zbylych n sikmo doli, ale mohou byt za
sebou v libovolném poradi.

(a) Ukazte, 7e pro n > 1 pocet turistickych cest, které nikdy neklesnou
pod osu z, je stejny jako pocet turistickych cest, na nichz presné jedna
tsecka ma pravy konec pod osou . [1]

(b) Ukazte, 7ze pro m > 2 pocet turistickych cest, které nikdy neklesnou
pod osu z, je stejny jako pocet turistickych cest, na nichz presné dveé
tsecky urcené vektorem (1, —1) maji pravy konec pod osou . [2]

9. Urcete pocet permutaci 7 = w(1),7(2),...,m(n) mnoziny {1,2,...,n},
které neobsahuji podposloupnost (i), m(j), 7(k), kde 7(i) < w(k) < 7(j).
(Napf. permutace 2,3,5,4,1 je zakdzana kvili trojici 2,5, 4). [3]

2



zadano 7.-13. 4. 2017, odevzdat do 18.-21. 4. 2017

10. Spocitejte pocet koster multigrafu na obrazku (bez pouziti determinantu).

[2]

11.

zadano 7.-13. 4. 2017, odevzdat do 25.-28. 4. 2017

Spocitejte pocet koster K, ,, (pomoci determinantu). (K, ., je Gplny tri-
partitni graf, jehoz doplitkem je disjunktni sjednoceni K,, U K, U K,,). [2]

12.

zadano 18.-21. 4. 2017, odevzdat do 25.-28. 4. 2017

a) Dokazte, ze pro libovolné s,t > 2, kazdy graf na n vrcholech, ktery
neobsahuje podgraf izomorfni K, ma nejvyse

1 t—1
“(s—D)*n—t+ DtV
2 2
hran. (Spocitejte vhodné podgrafy dvéma zpusoby. Bez ditkazu muzete po-
uzit Jensenovu nerovnost pro konvexni funkce.) [2]

b) Dokazte, Ze mezi libovolnymi n body v roviné nejvyse O(n*?) dvojic
bodi méa vzdalenost 1. [1]
¢) Dokazte, 7e mezi libovolnymi n body v R? nejvyge O(n®/3) dvojic bodi
mé vzdalenost 1. [1]
d) Existuje € > 0 takové, Ze mezi libovolnymi n body v R?* nejvyse O(n?*~¢)
dvojic bodi ma vzdalenost 17 [2]



13.

14.

zadano 25.-28. 4. 2017, odevzdat do 2.-5. 5. 2017

Reprezentaci mnozinového systému (X, P) v R? pomoci bodi a p¥imek
rozumime prosté zobrazeni f : X — R2 které kazdému prvku X piifadi
bod v roviné tak, ze pro kazdou mnozinu P € P existuje pfimka qp takova,
ze qpN f[X] = f[P]; tedy ¢p obsahuje obrazy vSech prvki P, ale neobsahuje
obraz zadného prvku z X \ P.

Dokazte, 7e zddnou konecnou projektivni rovinu nelze reprezentovat pomoci
bodt a primek v R%. (Dikaz pro Fanovu rovinu je za 2 body.) [3]

Uvazujme graf @, (graf n-dimenzionalni krychle, n > 1), jehoz vrcholy tvoii
mnozinu {0, 1}" a hrany spojuji vrcholy lisici se pravé v jedné souradnici. Na
grafu @, definujme sit se zdrojem s = (0,0,...,0) astokem ¢t = (1,1,...,1),
kde kapacita kazdé hrany je 1 (v obou smérech). Najdéte

a) celo¢iselny maximalni tok, [1]

b) maximalni tok, ktery je na kazdé hrané kladny pravé v jednom sméru.

[1]

15.

zadano 2.-5. 5. 2017, odevzdat do 9.-12. 5. 2017

Pred dulezitym referendem, kde je mozné hlasovat bud "Ano" nebo "Ne", se
kazdy voli¢ zepta vSech svych piatel (ktefi jsou voli¢i), na jejich preference,
a zjisti, ze v této skupiné jeho pratel véetné néj, preference jsou 3:1 ve
prospéch "Ne'". Kolik minimalné procent vSech obyvatel preferuje "Ne"?
(Relaci pratelstvi predpokladame symetrickou.) [3]

16.

17.

zadano 2.-5. 5. 2017, odevzdat do 16.-19. 5. 2017

Necht k je prirozené ¢islo. Které 2k-regularni grafy G maji k-regularni pod-
graf obsahujici v8echny vrcholy G? [2]

Necht k je ptirozené ¢islo. Dokazte, 7e kazdy 2k-regularni graf G ma 2-
regularni podgraf obsahujici vSechny vrcholy G. [2]

18.

zadano 9.-12. 5. 2017, odevzdat do 16.-19. 5. 2017

Na Sachovnici n X n je na kazdém policku nezaporny pocet kament, pti-
c¢emz celkovy pocet kamenu v kazdém tadku i sloupci je presné 2n. Néktera
policka mohou byt prazdna. Dokazte, ze lze vybrat n neprazdnych policek
tak, ze z kazdého radku i sloupce bude vybrano pravé jedno. [3]



19.

20.

zadano 16.-19. 5. 2017, odevzdat do 23.-26. 5. 2017

Dokazte, ze kazdy hranové 2-souvisly graf s n vrcholy, ktery neni vrcholové
2-souvisly, ma aspon n + 4 koster. [2]

Rozhodnéte, zda kazdy 6-regularni bipartitni graf je hranové 3-souvisly. [2]

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

zadano 16.-19. 5. 2017, odevzdat do 30. 6. 2017,
nejpozdéji tyden pred zkouskou (pro jistotu)

Pro kazdé n > 1 urcete stupen hranové souvislosti grafu @,, (tedy nejvétsi
k takové, 7e @, je hranové k-souvisly). [2]

Pro kazdé n > 3 urcete stupen vrcholové souvislosti grafu G = K,, — C,, (G
mé n vrchol, odebirame pouze hrany kruznice C),). [2]

Pro vSechny dvojice prirozenych ¢isel k, [ splhujici 1 < k& < [ najdéte graf
Gy, pro ktery ko (Gry) =k a ko(Gry) = L. [2]

Pro vSechny dvojice ptirozenych ¢isel d,n, které splhuji d > (n — 1)/2,
dokazte, ze kazdy graf na n vrcholech s minimalnim stupném d je hranové
d-souvisly. [3]

Rozhodnéte, zda existuje k& > 4 takové, ze pro kazdy k-souvisly graf G
a kazdych k jeho vrcholi vy, vs,..., v, v G existuje kruznice prochazejici
vSemi vrcholy vy, va, ..., v, v tomto poradi. [4]

Dokazte, ze pro kazdé piirozené n existuje N takové, ze obarvime-li hrany
uplného grafu G na n vrcholech libovolnym mnozstvim barev, pak v grafu G
existuji vrcholy vy, vo, ..., v, tak, ze je splnénéa aspon jedna z nésledujicich
podminek:

1) indukovany graf Glvi,vs, ..., v,] je duhovy (tzn. vSechny jeho hrany
maji riznou barvu),

2) barva hrany v;v;, pro i < j, zavisi jen na i. [5]

Najdéte obarveni roviny 7 barvami tak, aby zaddné dva body ve vzdalenosti
1 nemély stejnou barvu. [2]

Rozhodnéte, zda v kazdém obarveni roviny dvéma barvami existuje jedno-
barevna trojice bodu tvoiici vrcholy
a) jednotkového rovnostranného trojihelnika, [2]

b) rovnoramenného trojihelnika s ihlem 120° a dvéma prilehlymi stra-
nami délky 1, [2]



c¢) "degenerovaného" trojuhelnika s délkami stran 1, 2, 3. [3]

29. Rozhodnéte, pro kterd prirozena c¢isla k plati: existuje ng > 0 takové, ze pro

30.

vSechna pfirozena n > ng kazdy souvisly graf na n vrcholech mé indukovany
podgraf s piesné k hranami. [6]

Dokazte, 7e pro kazdé prirozené c existuje N tak, ze pro kazdé obarveni
mnoziny [N] = {1,2,..., N} ¢ barvami existuje trojice riznych &isel x,y, z
stejné barvy, splitujici rovnici x + y = 2z (jinymi slovy - jednobarevna
aritmeticka posloupnost délky 3). Zkuste Fesit indukei podle c. [5]



