
P°íklady z Kombinatoriky a graf· I - LS 2016/2017

zadáno 24. 2. - 2. 3. 2017, odevzdat do 3.-9. 3. 2017

1. Zjist¥te, které z následují
í
h funk
í de�novaný
h pro n ∈ N \ {1} jsou v

rela
iΘ(), a vzniklé t°ídy navzájem porovnejte pomo
í rela
e o(). Logaritmy

jsou se základem 2.

1, n log n, 2log logn, (log n)logn, log(n!), n
1

logn , log(n2017)

[2℄

zadáno 3.-9. 3. 2017, odevzdat do 10.-16. 3. 2017

2. Pomo
í jednodu²²í
h funk
í odhadn¥te, jak zhruba ry
hle roste

(

an
bn

)

, kde

a > b > 0 jsou konstanty. Tyto odhady vyuºijte ke zji²t¥ní, zda roste ry
hleji

(

7n
n

)

nebo

(

5n
2n

)

. [2℄

zadáno 10.-16. 3. 2017, odevzdat do 17.-23. 3. 2017

3. Najd¥te generují
í funk
i f pro posloupnost £áste£ný
h sou£t· t°etí
h mo
-

nin p°irozený
h £ísel, tedy (1, 1+8, 1+8+27, 1+8+27+64, . . . ). Pomo
í

funk
e f odvo¤te expli
itní vzore£ek pro n-tý prvek této posloupnosti. [2℄

4. Ozna£me Tn = {(a, b, c) ∈ N
3; a+ b+ c = n}. Ur£ete

∑

(a,b,c)∈Tn

abc.

[2℄
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zadáno 17.-23. 3. 2017, odevzdat do 24.-30. 3. 2017

5. a) Dokaºte (nap°. pomo
í generují
í
h funk
í), ºe pro libovolná p°irozená

£ísla k ≥ s ≥ 1 platí

k−s
∑

i=0

(−1)i
(

s− 1 + i

s− 1

)(

k

s+ i

)

= 1.

[3℄

b) Pomo
í identity z £ásti a) odvo¤te zobe
n¥nou v¥tu o prin
ipu inkluze

a exkluze pro po£et prvk·, které jsou obsaºeny v pr·niku aspo¬ s mnoºin

z A1, A2, . . . , An, kde s ∈ [n] je zadané £íslo. (Tj. vyjád°ete tento po£et

pomo
í velikostí pr·nik· n¥jaký
h systém· mnoºin Ai. Pro s = 1 by m¥l

vyjít klasi
ký prin
ip inkluze a exkluze.) [2℄

zadáno 24.-30. 3. 2017, odevzdat do 31. 3. - 6. 4. 2017

6. Najd¥te expli
itní vyjád°ení £lenu an v posloupnosti de�nované rekurentn¥

jako a0 = 0, a1 = 4, an+2 = 2an+1 − 5an − 16 · (−1)n (pro n ≥ 0). Uve¤te
v²e
hny výpo£ty. [3℄

7. Ur£ete po£et slov délky n z abe
edy {a, b, c}, v ni
hº písmena a, b nejsou

t¥sn¥ vedle sebe (tedy povolena jsou slova jako nap°. aaccbcbbb, ale zakázané
je nap°. cba). Uve¤te v²e
hny výpo£ty. (2 body za nalezení rekuren
e, dal²í

2 body za expli
itní vzore£ek) [4℄

zadáno 31. 3. - 6. 4. 2017, odevzdat do 18.-21. 4. 2017

8. Turisti
ká 
esta je lomená £ára z bodu (0, 0) do bodu (2n, 0) sestávají
í z
2n úse£ek, kde kaºdá úse£ka je ur£ena vektorem (1, 1) nebo (1,−1). Tedy
n úse£ek sm¥°uje ²ikmo nahoru a zbylý
h n ²ikmo dol·, ale mohou být za

sebou v libovolném po°adí.

(a) Ukaºte, ºe pro n ≥ 1 po£et turisti
ký
h 
est, které nikdy neklesnou

pod osu x, je stejný jako po£et turisti
ký
h 
est, na ni
hº p°esn¥ jedna

úse£ka má pravý kone
 pod osou x. [1℄

(b) Ukaºte, ºe pro n ≥ 2 po£et turisti
ký
h 
est, které nikdy neklesnou

pod osu x, je stejný jako po£et turisti
ký
h 
est, na ni
hº p°esn¥ dv¥

úse£ky ur£ené vektorem (1,−1) mají pravý kone
 pod osou x. [2℄

9. Ur£ete po£et permuta
í π = π(1), π(2), . . . , π(n) mnoºiny {1, 2, . . . , n},
které neobsahují podposloupnost π(i), π(j), π(k), kde π(i) < π(k) < π(j).
(Nap°. permuta
e 2, 3, 5, 4, 1 je zakázaná kv·li troji
i 2, 5, 4). [3℄
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zadáno 7.-13. 4. 2017, odevzdat do 18.-21. 4. 2017

10. Spo£ítejte po£et koster multigrafu na obrázku (bez pouºití determinantu).

[2℄

zadáno 7.-13. 4. 2017, odevzdat do 25.-28. 4. 2017

11. Spo£ítejte po£et koster Km,n,p (pomo
í determinantu). (Km,n,p je úplný tri-

partitní graf, jehoº dopl¬kem je disjunktní sjedno
ení Km ∪Kn ∪Kp). [2℄

zadáno 18.-21. 4. 2017, odevzdat do 25.-28. 4. 2017

12. a) Dokaºte, ºe pro libovolné s, t ≥ 2, kaºdý graf na n vr
hole
h, který

neobsahuje podgraf izomorfní Ks,t, má nejvý²e

1

2
(s− 1)1/t(n− t + 1)n1−1/t +

t− 1

2
n

hran. (Spo£ítejte vhodné podgrafy dv¥ma zp·soby. Bez d·kazu m·ºete po-

uºít Jensenovu nerovnost pro konvexní funk
e.) [2℄

b) Dokaºte, ºe mezi libovolnými n body v rovin¥ nejvý²e O(n3/2) dvoji


bod· má vzdálenost 1. [1℄


) Dokaºte, ºe mezi libovolnými n body v R
3
nejvý²e O(n5/3) dvoji
 bod·

má vzdálenost 1. [1℄

d) Existuje ε > 0 takové, ºe mezi libovolnými n body v R
4
nejvý²e O(n2−ε)

dvoji
 bod· má vzdálenost 1? [2℄
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zadáno 25.-28. 4. 2017, odevzdat do 2.-5. 5. 2017

13. Reprezenta
í mnoºinového systému (X,P) v R
2
pomo
í bod· a p°ímek

rozumíme prosté zobrazení f : X → R
2
, které kaºdému prvku X p°i°adí

bod v rovin¥ tak, ºe pro kaºdou mnoºinu P ∈ P existuje p°ímka qP taková,

ºe qP ∩f [X ] = f [P ]; tedy qP obsahuje obrazy v²e
h prvk· P , ale neobsahuje

obraz ºádného prvku z X \ P .

Dokaºte, ºe ºádnou kone£nou projektivní rovinu nelze reprezentovat pomo
í

bod· a p°ímek v R
2
. (D·kaz pro Fanovu rovinu je za 2 body.) [3℄

14. Uvaºujme grafQn (graf n-dimenzionální kry
hle, n ≥ 1), jehoº vr
holy tvo°í

mnoºinu {0, 1}n a hrany spojují vr
holy li²í
í se práv¥ v jedné sou°adni
i. Na
grafuQn de�nujme sí´ se zdrojem s = (0, 0, . . . , 0) a stokem t = (1, 1, . . . , 1),
kde kapa
ita kaºdé hrany je 1 (v obou sm¥re
h). Najd¥te

a) 
elo£íselný maximální tok, [1℄

b) maximální tok, který je na kaºdé hran¥ kladný práv¥ v jednom sm¥ru.

[1℄

zadáno 2.-5. 5. 2017, odevzdat do 9.-12. 5. 2017

15. P°ed d·leºitým referendem, kde je moºné hlasovat bu¤ "Ano" nebo "Ne", se

kaºdý voli£ zeptá v²e
h svý
h p°átel (kte°í jsou voli£i), na jeji
h preferen
e,

a zjistí, ºe v této skupin¥ jeho p°átel v£etn¥ n¥j, preferen
e jsou 3:1 ve

prosp¥
h "Ne". Kolik minimáln¥ pro
ent v²e
h obyvatel preferuje "Ne"?

(Rela
i p°átelství p°edpokládáme symetri
kou.) [3℄

zadáno 2.-5. 5. 2017, odevzdat do 16.-19. 5. 2017

16. Ne
h´ k je p°irozené £íslo. Které 2k-regulární grafy G mají k-regulární pod-
graf obsahují
í v²e
hny vr
holy G? [2℄

17. Ne
h´ k je p°irozené £íslo. Dokaºte, ºe kaºdý 2k-regulární graf G má 2-
regulární podgraf obsahují
í v²e
hny vr
holy G. [2℄

zadáno 9.-12. 5. 2017, odevzdat do 16.-19. 5. 2017

18. Na ²a
hovni
i n × n je na kaºdém polí£ku nezáporný po£et kamen·, p°i-

£emº 
elkový po£et kamen· v kaºdém °ádku i sloup
i je p°esn¥ 2n. N¥která
polí£ka mohou být prázdná. Dokaºte, ºe lze vybrat n neprázdný
h polí£ek

tak, ºe z kaºdého °ádku i sloup
e bude vybráno práv¥ jedno. [3℄
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zadáno 16.-19. 5. 2017, odevzdat do 23.-26. 5. 2017

19. Dokaºte, ºe kaºdý hranov¥ 2-souvislý graf s n vr
holy, který není vr
holov¥

2-souvislý, má aspo¬ n+ 4 koster. [2℄

20. Rozhodn¥te, zda kaºdý 6-regulární bipartitní graf je hranov¥ 3-souvislý. [2℄

zadáno 16.-19. 5. 2017, odevzdat do 30. 6. 2017,

nejpozd¥ji týden p°ed zkou²kou (pro jistotu)

21. Pro kaºdé n ≥ 1 ur£ete stupe¬ hranové souvislosti grafu Qn (tedy nejv¥t²í

k takové, ºe Qn je hranov¥ k-souvislý). [2℄

22. Pro kaºdé n ≥ 3 ur£ete stupe¬ vr
holové souvislosti grafu G = Kn−Cn (G
má n vr
hol·, odebíráme pouze hrany kruºni
e Cn). [2℄

23. Pro v²e
hny dvoji
e p°irozený
h £ísel k, l spl¬ují
í 1 ≤ k ≤ l najd¥te graf

Gk,l, pro který kv(Gk,l) = k a ke(Gk,l) = l. [2℄

24. Pro v²e
hny dvoji
e p°irozený
h £ísel d, n, které spl¬ují d ≥ (n − 1)/2,
dokaºte, ºe kaºdý graf na n vr
hole
h s minimálním stupn¥m d je hranov¥

d-souvislý. [3℄

25. Rozhodn¥te, zda existuje k ≥ 4 takové, ºe pro kaºdý k-souvislý graf G
a kaºdý
h k jeho vr
hol· v1, v2, . . . , vk, v G existuje kruºni
e pro
házejí
í

v²emi vr
holy v1, v2, . . . , vk v tomto po°adí. [4℄

26. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené n existuje N takové, ºe obarvíme-li hrany

úplného grafuG na n vr
hole
h libovolnýmmnoºstvím barev, pak v grafuG
existují vr
holy v1, v2, . . . , vn tak, ºe je spln¥ná aspo¬ jedna z následují
í
h

podmínek:

1) indukovaný graf G[v1, v2, . . . , vn] je duhový (tzn. v²e
hny jeho hrany

mají r·znou barvu),

2) barva hrany vivj , pro i < j, závisí jen na i. [5℄

27. Najd¥te obarvení roviny 7 barvami tak, aby ºádné dva body ve vzdálenosti

1 nem¥ly stejnou barvu. [2℄

28. Rozhodn¥te, zda v kaºdém obarvení roviny dv¥ma barvami existuje jedno-

barevná troji
e bod· tvo°í
í vr
holy

a) jednotkového rovnostranného trojúhelníka, [2℄

b) rovnoramenného trojúhelníka s úhlem 120◦ a dv¥ma p°ilehlými stra-

nami délky 1, [2℄
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) "degenerovaného" trojúhelníka s délkami stran 1, 2, 3. [3℄

29. Rozhodn¥te, pro která p°irozená £ísla k platí: existuje n0 > 0 takové, ºe pro

v²e
hna p°irozená n > n0 kaºdý souvislý graf na n vr
hole
h má indukovaný

podgraf s p°esn¥ k hranami. [6℄

30. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené c existuje N tak, ºe pro kaºdé obarvení

mnoºiny [N ] = {1, 2, . . . , N} c barvami existuje troji
e r·zný
h £ísel x, y, z
stejné barvy, spl¬ují
í rovni
i x + y = 2z (jinými slovy - jednobarevná

aritmeti
ká posloupnost délky 3). Zkuste °e²it induk
í podle c. [5℄
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