Kombinatorika a grafy I — Cviceni 7

1. Ukazte, ze pocet cest po hrandch miizky z bodu (0,0) do bodu (n,n), kde kazdy
krok je bud smérem vpravo nebo nahoru, a které nikdy neklesnou pod diagonélu
y = z, je roven Catalanovu ¢islu C),.
Spocitejte pocet téchto cest kombinatoricky, bez pouziti rekurze nebo generujicich
funkci. Népovéda: pocitejte cesty, které se dostanou pod diagonalu, a od prvniho
vrcholu pod diagondlou zbytek cesty zrcadlete podle primky y = x — 1.

2. Jak jinak se daji charakterizovat hrany, které jsou ve vSech kostrach grafu G?

3. Dokazte, ze pro pocet koster grafu GG vytvoreného slepenim GG; a G5 za jeden vrchol

platf k(G) = k(G1)k(Ga).

4. Pocet koster (multi)grafu G s nenulovym poctem hran se dé pocitat rekurzivné jako
kE(G) = k(G—e)+k(G : e), kde e je libovolna hrana a G : e je multigraf vznikly z G
kontrakei hrany e. Pokud mé G smycku s, je k(G) = k(G — s); pokud je G strom,
je k(G) = 1; pokud je G nesouvisly, je k(G) = 0. Spocitejte pocet koster

(a) kruznice C,,
(b) digitalni osmicky (neboli kruznice délky 6 s jednou hlavni uhlopftickou),
(c) zobecnéné osmicky (grafu vzniklého slepenim dvou kruznic C,, a C,, za jednu

hranu).

5. Pocet koster grafu G lze spocitat i nasledovné. Vytvorme matici Lg, jejiz tadky i
sloupce jsou indexovany vrcholy G, a plati

o Lg(v,v) =dg(v),
e Lg(u,v) = —1 pokud wv je hrana G,
e Lo(u,v) =0 jinak.

Necht v je libovolny vrchol G' a necht L(GU) je matice vznikla z Lg smazanim tadku
a sloupce oznaceného vrcholem v. Pak

k(G) = det LY.

(bez dukazu.)

Spocitejte timto zpusobem pocet koster K,.

domaci ptiklady, vysledky a dalsi informace: http://kam.mff.cuni.cz/ kyncl/kagl



