
P°íklady ze Základ· kombinatoriky a teorie graf·LS 2012/20131. Sestrojte nekone£n¥ mnoho graf·, které jsou izomorfní svému dopl¬ku. [3℄2. Pro kaºdou dvojii p°irozenýh £ísel n, k, která spl¬uje podmínky n ≥ k+1a 2|kn, sestrojte k-regulární graf na n vrholeh. [4℄3. Dokaºte, ºe kaºdý úplný orientovaný graf má orientovanou hamiltonovskouestu. [1℄4. Dokaºte, ºe kaºdý siln¥ souvislý úplný orientovaný graf má orientovanou ha-miltonovskou kruºnii. (Orientovaný graf je siln¥ souvislý, pokud z kaºdéhovrholu v do kaºdého jiného vrholu w vede orientovaná esta.) [2℄5. Pro která n lze úplný graf Kn rozloºit na hranov¥ disjunktnía) hamiltonovské kruºnie, [1℄b) hamiltonovské esty? [1℄6. Dokaºte, ºe pro kaºdé n ≥ 1 lze Kn rozloºit na hranov¥ disjunktní estyr·zné délky. [2℄7. Dokaºte, ºe Kn lze rozloºit na hranov¥ disjunktní esty délky 2 práv¥ tehdy,kdyº n = 4k nebo n = 4k + 1 pro k elé. [3℄8. Dokaºte, ºe kaºdý graf s n vrholy a minimálním stupn¥m 3 obsahuje kruº-nii délky nejvý²e O(logn). [2℄9. Neh´ G je graf s aspo¬ £ty°mi vrholy. Platí, ºe pro kaºdý jeho vrhol v je
G− v regulární (v²ehny vrholy mají stejný stupe¬). Ukaºte, ºe také G jeregulární. [3℄10. Uvaºujme grafQn (graf n-dimenzionální kryhle, n ≥ 1), jehoº vrholy tvo°ímnoºinu {0, 1}n a hrany spojují vrholy li²íí se práv¥ v jedné sou°adnii. NagrafuQn de�nujme sí´ se zdrojem s = (0, 0, . . . , 0) a stokem t = (1, 1, . . . , 1),kde kapaita kaºdé hrany je 1 (v obou sm¥reh). Najd¥tea) elo£íselný maximální tok, [1℄b) maximální tok, který je na kaºdé hran¥ kladný (práv¥ v jednom sm¥ru).[1℄11. Dokaºte, ºe hrany kaºdého grafu lze zorientovat tak, ºe vstupní a výstupnístupe¬ kaºdého vrholu se li²í nejvý²e o 1. [2℄1



12. Které 2k-regulární grafy mají k-faktor? (k-faktor grafu G je k-regulárnípodgraf G obsahujíí v²ehny vrholy G) [2℄13. Dokaºte, ºe kaºdý 2k-regulární graf má 2-faktor. [3℄14. Neh´ n ≥ k ≥ 1. Na ²ahovnii n × n je rozmíst¥no n¥kolik v¥ºí tak, ºez kaºdýh k + 1 se n¥jaké dv¥ ohroºují (tedy leºí ve stejném °ádku nebosloupi). Ukaºte, ºe lze najít r °ádk· a s sloup·, které pokrývají poziev²eh v¥ºí, a naví r + s ≤ k. [3℄15. Pro kaºdé n ≥ 1 ur£ete stupe¬ hranové souvislosti grafu Qn (tedy nejv¥t²í
k takové, ºe Qn je hranov¥ k-souvislý). [2℄16. Pro kaºdé n ≥ 3 ur£ete stupe¬ vrholové souvislosti grafu G = Kn \ Cn (Gmá n vrhol·, odebíráme pouze hrany kruºnie Cn). [2℄17. Pro v²ehny dvojie p°irozenýh £ísel d, n, které spl¬ují d ≥ (n − 1)/2,dokaºte, ºe kaºdý graf na n vrholeh s minimálním stupn¥m d je hranov¥
d-souvislý. [3℄18. Neh´ d ≥ 2. Dokaºte, ºe kaºdý souvislý d-regulární bipartitní graf je hra-nov¥ 2-souvislý. [3℄19. Pro v²ehny dvojie p°irozenýh £ísel k, l spl¬ujíí 1 ≤ k ≤ l najd¥te graf
Gk,l, pro který kv(Gk,l) = k a ke(Gk,l) = l. [2℄20. Dokaºte, ºe hrany kaºdého souvislého grafu se sudým po£tem hran je moºnézorientovat tak, aby vstupní stupe¬ kaºdého vrholu byl sudý. [3℄21. Dokaºte, ºe v hranov¥ 2-souvislém grafu je kaºdý vrhol na n¥jaké kruºnii.[1℄22. Rozhodn¥te, zda existuje k ≥ 4 takové, ºe pro kaºdý k-regulární graf Ga kaºdýh k jeho vrhol· v1, v2, . . . , vk, v G existuje kruºnie proházejíív²emi vrholy v1, v2, . . . , vk v tomto po°adí. [4℄23. a) Dokaºte, ºe dopln¥k rovinného grafu s 11 vrholy není rovinný. [1℄b) Pro o nejv¥t²í k < 11 rozhodn¥te, zda existuje rovinný graf na k vrho-leh, jehoº dopln¥k je rovinný. [2(k-7)℄24. Pro o nejv¥t²í konstantu c dokaºte: Kaºdý souvislý graf s n vrholy a n+ chranami je rovinný. [2℄25. Dokaºte, ºe kaºdý rovinný graf, jehoº vrholy mají v²ehny stupe¬ aspo¬
5, má aspo¬ 12 vrhol·. [2℄2



26. Rozhodn¥te, zda následujíí graf (°íká se mu graf inidene Fanovy ro-viny) je rovinný: bipartitní graf s vrholy 1, 2, . . . , 7, a, b, . . . , g, kde vrholy
a, b, . . . , g (reprezentujíí p°ímky) postupn¥ sousedí s následujíími troji-emi ostatníh vrhol· (které reprezentují body): 123, 345, 561, 147, 257,
367, 246. [2℄27. Nakreslete na torus (povrh pneumatiky) následujíí grafy bez k°íºení hran:a) K7, [1℄b) K3,6. [1℄Torus m·ºete reprezentovat nap°. jako obdélník, kde se k sob¥ slepí prot¥j²ístrany (hrany grafu pak mohou vést i "p°es okraj").28. Dokaºte, ºe následujíí grafy nelze nakreslit na torus bez k°íºení:a) K8, [2℄b) K4,5, K3,7. [2℄M·ºete k tomu pouºít variantu Eulerovy formule pro torus: E ≤ V +
F (rovnost by platila pro nakreslení souvislýh graf·, kde kaºdá st¥na jerovinná).29. Pro kaºdé n ≥ 3 najd¥te graf na n vrholeh, který jea) rovinný a má maximální moºný po£et hran, [1℄b) bipartitní, rovinný a má maximální moºný po£et hran. [1℄30. Dokaºte, ºe kaºdý vn¥j²kov¥ rovinný graf lze dob°e obarvit nejvý²e t°emibarvami. (Vn¥j²kov¥ rovinný graf je takový, který má rovinné nakresleníse v²emi vrholy na hranii vn¥j²í st¥ny. Na hranii vn¥j²í st¥ny se mohoun¥které vrholy a hrany opakovat.) [4℄31. Dokaºte, ºe pro ºádné n ≥ 1 nelze n nekonvexními £ty°úhelníky vydláºditkonvexní mnohoúhelník. (�ty°úhelníky se p°i dláºd¥ní nesmí p°ekrývat.)[4℄32. Dokaºte, ºe kaºdý bipartitní rovinný graf lze nakreslit do roviny bez k°íºenítak, ºe kaºdá hrana práv¥ jednou projde p°es osu x. [4℄33. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené c existuje N tak, ºe pro kaºdé obarvenímnoºiny [N ] = {1, 2, . . . , N} c barvami existuje trojie r·znýh £ísel x, y, zstejné barvy, spl¬ujíí rovnii x + y = 2z (jinými slovy � jednobarevnáaritmetiká posloupnost délky 3). Zkuste °e²it indukí podle c. [5℄34. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené n existuje N takové, ºe obarvíme-li hranyúplného grafu G na n vrholeh libovolným mnoºstvím barev, pak v grafu
G existuje n r·znýh vrhol· v1, v2, . . . , vn takovýh, ºe je spln¥ná aspo¬jedna z následujííh podmínek: 3



1) indukovaný graf G[v1, v2, . . . , vn] je duhový (tzn. v²ehny jeho hranymají r·znou barvu),2) barva hrany vivj , pro i < j, závisí jen na i. [5℄35. Rozhodn¥te, zda v kaºdém obarvení roviny dv¥ma barvami existuje jedno-barevná trojie bod· tvo°íí vrholya) jednotkového rovnostranného trojúhelníka, [2℄b) "degenerovaného"trojúhelníka s délkami stran 1, 2, 3. [3℄36. Najd¥te obarvení roviny 7 barvami tak, aby ºádné dva body ve vzdálenosti
1 nem¥ly stejnou barvu. [2℄37. Rozhodn¥te, pro která p°irozená £ísla k platí: existuje n0 > 0 takové, ºe prov²ehna p°irozená n > n0 kaºdý souvislý graf na n vrholeh má indukovanýpodgraf s p°esn¥ k hranami. [6℄38. Najd¥te generujíí funki f pro posloupnost £áste£nýh sou£t· t°etíh mo-nin p°irozenýh £ísel, tedy (1, 1+ 8, 1+ 8+ 27, 1+ 8 + 27+ 64, ...). Pomoífunke f odvo¤te expliitní vzore£ek pro n-tý prvek této posloupnosti. [2℄39. Ozna£me Tn = {(a, b, c) ∈ N

3; a+ b+ c = n}. Ur£ete
∑

(a,b,c)∈Tn

abc. [2℄40. Pomoí generujííh funkí sestrojte dvojii fale²nýh (tzn. ne pravýh) ²es-tist¥nnýh kostek takovýh, ºe kaºdá z kostek má na svýh st¥náh elkem
6 p°irozenýh £ísel (£ísla se mohou opakovat a kostky mohou být r·zné), apro kaºdé p°irozené k platí: pravd¥podobnost, ºe p°i hodu ob¥ma kostkamibude sou£et padlýh £ísel k, je stejná jako pro dvojii pravýh kostek (kterémají £ísla 1, 2, 3, 4, 5, 6). I u fale²nýh kostek p°edpokládáme, ºe kaºdá st¥napadne se stejnou pravd¥podobností. [2℄41. a) Dokaºte (nap°. pomoí generujííh funkí), ºe pro libovolná p°irozená£ísla k ≥ s ≥ 1 platí
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= 1. [3℄42. Najd¥te expliitní vyjád°ení n-tého £lenu posloupnosti de�nované reku-rentn¥ jako a0 = a1 = a2 = 1, an+3 = an+2 − 2an+1 − 4an (n ≥ 0). [3℄4



43. Ur£ete po£et slov délky n z abeedy {a, b, c, d}, v nihº písmena a, b nejsout¥sn¥ vedle sebe. Tedy zakázány jsou dvojie ab, ba, ale jsou povoleny aa,
bb. (3 body za nalezení rekurene, dal²í 3 body za expliitní vzore£ek) [6℄
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