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. Sestrojte nekone¢né mnoho grafii, které jsou izomorfni svému doplitku. [3]

Pro kazdou dvojici ptirozenych cisel n, k, ktera spliuje podminky n > k41
a 2|kn, sestrojte k-regularni graf na n vrcholech. [4]

Dokazte, ze kazdy tplny orientovany graf mé orientovanou hamiltonovskou
cestu. [1]

Dokazte, ze kazdy silné souvisly tiplny orientovany graf mé orientovanou ha-
miltonovskou kruznici. (Orientovany graf je silné souvisly, pokud 7 kazdého
vrcholu v do kazdého jiného vrcholu w vede orientovana cesta.) [2]

Pro ktera n lze uplny graf K, rozlozit na hranové disjunktni

a) hamiltonovské kruznice, [1]

b) hamiltonovské cesty? [1]

Dokazte, ze pro kazdé n > 1 lze K, rozlozit na hranové disjunktni cesty
ruzné délky. [2]

Dokazte, 7e K, 1ze rozlozit na hranové disjunktni cesty délky 2 pravé tehdy,
kdyz n = 4k nebo n = 4k + 1 pro k celé. [3]

. Dokazte, 7e kazdy graf s n vrcholy a minimalnim stupném 3 obsahuje kruz-

nici délky nejvyse O(logn). [2]

Necht G je graf s aspon ¢tyimi vrcholy. Plati, ze pro kazdy jeho vrchol v je
G — v regularni (vSechny vrcholy maji stejny stupen). Ukazte, ze také G je
regularni. [3]
Uvazujme graf @,, (graf n-dimenzionélni krychle, n > 1), jehoz vrcholy tvoii
mnozinu {0, 1}" a hrany spojuji vrcholy lisici se pravé v jedné souradnici. Na
grafu @, definujme sit se zdrojem s = (0,0,...,0) astokem ¢ = (1,1,...,1),
kde kapacita kazdé hrany je 1 (v obou smérech). Najdéte

a) celo¢iselny maximalni tok, [1]
b) maximalni tok, ktery je na kazdé hrané kladny (pravé v jednom sméru).

[1]

Dokazte, ze hrany kazdého grafu lze zorientovat tak, ze vstupni a vystupni
stupen kazdého vrcholu se 1isi nejvyse o 1. [2]
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Které 2k-regularni grafy maji k-faktor? (k-faktor grafu G je k-regularni
podgraf G obsahujici v§echny vrcholy G) [2]

Dokazte, ze kazdy 2k-regularni graf ma 2-faktor. [3]

Necht n > k£ > 1. Na Sachovnici n X n je rozmisténo nékolik vézi tak, ze
7z kazdych k + 1 se n&jaké dvé ohrozuji (tedy lezi ve stejném fadku nebo
sloupci). Ukazte, Ze lze najit r fadki a s sloupct, které pokryvaji pozice
v8ech vézi, a navic r + s < k. [3]

Pro kazdé n > 1 urcete stupeni hranové souvislosti grafu @,, (tedy nejvétsi
k takové, ze @, je hranové k-souvisly). [2]

Pro kazdé n > 3 urcete stupen vrcholové souvislosti grafu G = K, \ C,, (G
ma n vrcholi, odebirdme pouze hrany kruznice C,,). [2]

Pro v8echny dvojice piirozenych ¢isel d,n, které spliuji d > (n — 1)/2,
dokazte, ze kazdy graf na n vrcholech s minimalnim stupném d je hranové
d-souvisly. [3]

Necht d > 2. Dokazte, ze kazdy souvisly d-regularni bipartitni graf je hra-
nové 2-souvisly. [3]

Pro vSechny dvojice ptirozenych ¢isel k, [ spliujici 1 < k& < [ najdéte graf
G, pro ktery ky(Gy,) =k a ke(Gry) = [. [2]

Dokazte, ze hrany kazdého souvislého grafu se sudym poc¢tem hran je mozné
zorientovat tak, aby vstupni stupen kazdého vrcholu byl sudy. [3]

Dokazte, 7ze v hranové 2-souvislém grafu je kazdy vrchol na néjaké kruznici.

[1]

Rozhodnéte, zda existuje k& > 4 takové, 7e pro kazdy k-regularni graf G
a kazdych k jeho vrcholi vy, vs,..., v, v G existuje kruznice prochazejici
vSemi vrcholy vy, va, ..., v, v tomto poradi. [4]

a) Dokazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy neni rovinny. [1]
b) Pro co nejvétsi k& < 11 rozhodnéte, zda existuje rovinny graf na k vrcho-
lech, jehoz doplnék je rovinny. [2(k-7)]

Pro co nejvétsi konstantu ¢ dokazte: Kazdy souvisly graf s n vrcholy a n+c
hranami je rovinny. [2¢]

Dokazte, ze kazdy rovinny graf, jehoz vrcholy maji vSechny stupen aspon
5, mé aspon 12 vrcholi. [2]
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Rozhodnéte, zda nasledujici graf (¥ikd se mu graf incidence Fanovy ro-
viny) je rovinny: bipartitni graf s vrcholy 1,2,...,7,a,b, ..., g, kde vrcholy

a,b,...,g (reprezentujici piimky) postupné sousedi s nasledujicimi troji-
cemi ostatnich vrcholu (které reprezentuji body): 123, 345, 561, 147, 257,
367, 246. [2]
Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) nésledujici grafy bez kiizeni hran:
a) K7, [1]
b) Ksg. [1]

Torus miizete reprezentovat napi. jako obdélnik, kde se k sobé slepi protéjsi
strany (hrany grafu pak mohou vést i "pres okraj").

Dokazte, ze nasledujici grafy nelze nakreslit na torus bez kiizeni:

a) Ksg, [2]
b) Kys, K37. 2]
Muzete k tomu pouzit variantu Eulerovy formule pro torus: £ < V +
F (rovnost by platila pro nakresleni souvislych grafi, kde kazda sténa je
rovinna).

Pro kazdé n > 3 najdéte graf na n vrcholech, ktery je
a) rovinny a ma maximéalni mozny pocet hran, [1]
b) bipartitni, rovinny a ma maximalni mozny pocet hran. [1]

Dokazte, ze kazdy vnéjskové rovinny graf lze dobie obarvit nejvyse tfemi
barvami. (Vnéjskové rovinny graf je takovy, ktery ma rovinné nakresleni
se vSemi vrcholy na hranici vnéjsi stény. Na hranici vnéjsi stény se mohou
nékteré vrcholy a hrany opakovat.) [4]

Dokazte, ze pro zadné n > 1 nelze n nekonvexnimi ¢tyrtuhelniky vydlazdit
konvexni mnohothelnik. (Ctyfthelniky se p¥i dlazdéni nesmi prekryvat.)

[4]

Dokazte, ze kazdy bipartitni rovinny graf lze nakreslit do roviny bez kiizeni
tak, ze kazda hrana pravé jednou projde pres osu x. [4]

Dokazte, ze pro kazdé prirozené c existuje N tak, ze pro kazdé obarveni
mnoziny [N] = {1,2,..., N} ¢ barvami existuje trojice riznych &isel x,y, z
stejné barvy, splitujici rovnici  + y = 2z (jinymi slovy — jednobarevna
aritmeticka posloupnost délky 3). Zkuste Fesit indukei podle c. [5]

Dokazte, ze pro kazdé piirozené n existuje N takové, ze obarvime-li hrany
uplného grafu G na n vrcholech libovolnym mnozstvim barev, pak v grafu
G existuje n ruznych vrcholu vy, vs, ..., v, takovych, ze je splnéné aspon
jedna z nésledujicich podminek:
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1) indukovany graf Glvy,vs,...,v,] je duhovy (tzn. vSechny jeho hrany
maji riznou barvu),

2) barva hrany v;v;, pro i < j, zavisi jen na i. [5]
Rozhodnéte, zda v kazdém obarveni roviny dvéma barvami existuje jedno-
barevna trojice bodu tvorici vrcholy

a) jednotkového rovnostranného trojuhelnika, [2]

b) "degenerovaného'"trojtuhelnika s délkami stran 1, 2, 3. [3]

Najdéte obarveni roviny 7 barvami tak, aby zaddné dva body ve vzdalenosti
1 nemély stejnou barvu. [2]

Rozhodnéte, pro kterd prirozend c¢isla k plati: existuje ng > 0 takové, 7ze pro
vSechna pfirozend n > ng kazdy souvisly graf na n vrcholech mé indukovany
podgraf s piesné k hranami. [6]

Najdéte generujici funkci f pro posloupnost ¢aste¢nych soucti tietich moc-
nin piirozenych ¢isel, tedy (1,1+ 8,1+ 8+ 27,1+ 8 + 27+ 64, ...). Pomoci
funkce f odvodte explicitni vzorecek pro n-ty prvek této posloupnosti. [2]

Ozna¢me T, = {(a,b,c) € N*:a + b+ ¢ = n}. Urcete

Z abe.

(a,b,c)ETy

[2]

Pomoci generujicich funkei sestrojte dvojici falesnych (tzn. ne pravych) Ses-
tisténnych kostek takovych, ze kazdé z kostek mé na svych sténéch celkem
6 prirozenych ¢isel (¢isla se mohou opakovat a kostky mohou byt riizné), a
pro kazdé prirozené k plati: pravdépodobnost, Ze pii hodu obéma kostkami
bude soucet padlych ¢isel k, je stejné jako pro dvojici pravych kostek (které
maji ¢isla 1,2,3,4,5,6). [ u falesnych kostek predpokladame, 7e kazda sténa
padne se stejnou pravdépodobnosti. [2]

a) Dokazte (nap¥. pomoci generujicich funkcei), Ze pro libovolna pfirozena

¢isla k > s > 1 plati
k—s .
Z (s—1 k
, s—1 S+

[3]

Najdéte explicitni vyjadieni n-tého ¢lenu posloupnosti definované reku-
rentné jako ag = a; = as = 1, a3 = apyo — 20,41 — 4a, (n > 0). [3]
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43. Urcete pocet slov délky n z abecedy {a, b, ¢, d}, v nichz pismena a, b nejsou
tésné vedle sebe. Tedy zakazany jsou dvojice ab, ba, ale jsou povoleny aa,
bb. (3 body za nalezeni rekurence, dalsi 3 body za explicitni vzorecek) [6]



