Priklady z Diskrétni matematiky - ZS 2011/2012

zadano 5. 10. 2011, odevzdat do 2. 11. 2011

. Na vodorovné tyci dlouhé 1 metr je 25 mravencu. V case 0 se kazdy mra-
venec za¢ne pohybovat rychlosti 1 ¢cm/s podél tyce, a to v jednom ze dvou
moznych sméru (vlevo nebo vpravo). Na okrajich tyce jsou zabrany, takze
pokud néjaky mravenec dojde na okraj, otoc¢i se ¢elem vzad a pokracuje v
pohybu opac¢nym smérem. Pokud se dva mravenci potkaji, nemohou se vy-
hnout; misto toho se oba oto¢i ¢elem vzad a pokracuji v pohybu opa¢nym
smérem. TTindcty mravenec zleva se jmenuje Ferda a v ¢ase 0 stoji presné
uprostied tyce. Kde se bude Ferda nachazet za 100 sekund? Pro¢? [3]

. Kolik nejvyse koni lze rozmistit na obdélnikovou Sachovnici 3 x n, aby se
7adni dva vzajemné neohrozovali? [4]

. Kolik nejvyse stielcii 1ze rozmistit na ¢tvercovou Ssachovnici n x n, aby se
zédni dva vzajemné neohrozovali? [4]

. Rozhodnéte, zda kazdy dostatecné veliky ¢tverec n x n lze vydlazdit ¢tver-
covymi dlazdicemi o rozmérech

a) 2x2a3x3, [5]
b) 7Tx7,8x8a9x9. [5]

. Rozhodnéte, pro ktera ptirozena n lze Sachovnice n xn vydlazdit dlazdicemi
tvaru "L" pokryvajicimi tii policka (jsou povolena vSechna 4 otoceni). [3]

zadano 12. 10. 2011, odevzdat do 9. 11. 2011

. Necht R a § jsou relace ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, zda také
RNS, RUS, R, RoS je nutné ekvivalence. (R zna¢i doplnék R v kartézském
soufinu X x X.) [6]

. Necht R a S jsou (neostra) ¢astecna usporadani na mnoziné X. Rozhodnéte,
zda také RNS, RUS, R°, Ro S je nutné ¢asteéné usporadani. [6]

. Necht S je relace soudélnosti na mnoziné N\ {1}, tedy

mSn < NSD(m,n) > 1.

Je S (neostré) ¢asteéné usporadani? Je S ekvivalence? [2]



9. Ukazte, ze kazdou acyklickou relaci na koneéné mnoziné lze rozsitit na li-
nearni usporadani.
(Relace R na mnoziné X se nazyva acyklickd, pokud pro 7adné k > 1 ne-
existuji prvky xq,xo, ...,z € X takové, ze x1Rxo, voRx3, ..., x1_1 Ry a
xRzy. Relace S je rozsirenim R kdyz R C S.) [3]
10. Najdéte nejdelsi fetézec a antifetézec v mnoziné {1, 2, .. . n} ¢asteéné uspo-
radané relaci délitelnosti a dokazte, ze delsi neexistuji. (Retézec je mnozina,
ve které jsou kazdé dva prvky porovnatelné. Antiretézec je mnozina, ve
které Zadné dva prvky nejsou porovnatelné.) [4]
zadano 19. 10. 2011, odevzdat do 16. 11. 2011
11. Necht B(n) je pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné. (B(0) definujeme
jako 1). Ovérte, ze pro kazdé piirozené n plati
1 = k"
B(n) = - —
kdee =377 % Mizete k tomu pouzit rekurenci
n—1 n—1
B(n) =Y ( N )B(k).
k=0
[3]
zadano 2. 11. 2011, odevzdat do 30. 11. 2011
12. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené c¢islo n plati
n n 2
Si=(Xi)-
i=1 i=1
2]
13. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati
1 N 1 N 1 P 1 _ 1
1-5 59 9-13 (An—3)-(4n+1) 4
2]
14. Necht z je realné ¢islo takové, ze x+% je celé. Dokazte, ze pak pro libovolné

piirozené n je i islo 2" + = celé. [4]



15.

16.

17.

Kolik existuje cest prochézejicich vSechna policka Sachovnice n x 3, kazdé
pravé jednou, zacinajicich na poli¢ku (1,1) a konéicich na policku (n,1)?
(Na cestach uvazujeme jen vodorovné a svislé kroky.) [4]

Nekoneéna posloupnost aj,as, ... je zadana vztahy a; = 2 a a,11 = a2 +
a, — 1. Dokazte, Ze kazdé dva jeji ¢leny jsou navzajem nesoudélné. [3]

Necht M je mnozina 2011 ruznych celych ¢isel z uzavieného intervalu
[—2008,2008]. Dokazte, ze lze z M vybrat tii ruzné prvky a,b, c takové,
zea+b+c=0. [4]
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zadano 9. 11. 2011, odevzdat do 7. 12. 2011

Necht F), je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti (tj. Fy = F, = 1, F, =
F, 1+ F, 5 pro n > 3). Bez pouziti explicitnitho vzorce pro F,, dokazte,
7e pro kazdé prirozené n > 3 ¢isla Fy,_1,2F,F,_1 a Fs — Fg_l tvori délky
stran pravotuhlého trojuhelnika. [3]

Dokazte, ze pro viechna prirozena ¢isla k, n plati, ze F,, d&li F},,. [2]

Uvazujme nekonec¢nou sachovnici, kde kazdé policko ma celociselné sourad-
nice (z,y). Na kazdém policku se souradnici y < 0 je jeden hraci kimen. Je-li
ve dvou hranové sousednich poli¢cich Py, P, aspon jeden kimen, lze provést
tah, a to nasledovné: vezmeme jeden kamen z policka P;, pfeskoc¢ime pres
P a polozime jej na nésledujici policko Ps; pritom vSak odstranime jeden
kdmen z P». Je povoleno nashromazdit vic kamenii na jednom policku. Ko-
lik nejméné tahu je potieba, abychom aspon s jednim kamenem doskocili
na policko o soufadnicich (0,5)? [5]

Sectéte

[2]

Secétdte

[3]

23.

zadano 23. 11. 2011, odevzdat do 21. 12. 2011

Kolik je v konvexnim n-thelniku pruseciku thlopricek, pokud se zadné tii
thlopiicky neprotinaji v jednom bodé? [2]
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Kolik je ruznych triangulaci konvexniho n-tthelnika takovych, ze kazdy z
trojuhelniki mé aspon jednu stranu spoleénou s hranou n-uhelnika?  [3]

K jednani u kulatého stolu se seslo 47 trolli a 47 trpasliki. Kolika zptsoby
si mohou sednout, kdyz rozesazeni, ktera se lisi jen pootocenim, povazujeme
za stejna? (Trollové jsou vSichni stejni, stejné tak trpaslici.) [4]

Uvazujme situaci jako v tloze 1, kde misto tyce se zabranami je kruhova
obruc¢ délky 100 ecm. Na obruci je opét 25 mravenci, jeden z nich je Ferda.
Kde se bude Ferda nachazet za 100 sekund? [3]

27.

zadano 30. 11. 2011, odevzdat do 4. 1. 2012

Kolika zptusoby Ize obarvit policka Sachovnice n x n ¢erné a bile tak, ze v
kazdém ¢tverci 2 x 2 jsou dvé Cerna a dvé bila policka? [3]
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zadano 14. 12. 2011, odevzdat do 11. 1. 2012

Uvazujme hraci kostky (tvaru krychle), které maji na kazdé sténé napséano
néjaké prirozené ¢islo (¢isla se mohou opakovat). Rekneme, 7e kostka X je
lepsi nez kostka Y, prave kdyz plati, ze pti sou¢asném hodu obéma kostkami
s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2 padne na X vétsi ¢islo ne7 na Y. Sestrojte
hraci kostky XY, Z tak, aby X byla lepsi nez Y, Y lepsi nez Z a Z lepsi
nez X. [3]

Hézime pravidelnym c¢tyisténem, na jehoz sténach jsou napsana cisla 1, 2, 3, 4.
Skon¢ime, pokud soucet poslednich dvou hodu je prvocislo. Jaka je pravdeé-
podobnost, ze posledni hozené ¢islo je 17 [5]

Opice piSe na psacim stroji, ktery ma 26 pismen abecedy. Pismena voli na-
hodné, nezévisle, kazdé se stejnu pravdépodobnosti. Jak dlouhy text pru-
mérné napise, nez se v ném poprvé objevi slovo "ANANAS"? [4]

Uka7te, 7e existuje turnaj (t.j. orientovany uplny graf) na 7 vrcholech, ktery
mé asponi 12 orientovanych hamiltonovskych kruznic (t.j. kruznic, které
maji viechny Sipky stejné orientované a projdou vSemi vrcholy). [3]

32.

33.

zadano 21. 12. 2011, odevzdat do 17. 2. 2012

Pro kazdé prirozené n sestrojte graf, ktery méa piesné n automorfismi
(vetné popisu, jak piislugné automorfismy vypadaji, a ditkazu, Ze jiné uz
nejsou). [4]

Jsou kazdé dva (n — 2)-regularni grafy na n vrcholech izomorfni? [2]
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Dokazte, ze kazdy (kone¢ny) graf je izomorfni néjakému indukovanému pod-
grafu (nekonecného) grafu X = (N, E), kde {m,n} € E < NSD(m,n) > 1
(tedy vrcholy X jsou piirozend ¢isla, a hrany spojuji soudélna ¢isla.)  [3]

Pro kazdou dvojici prirozenych ¢isel n, k, ktera splhuje podminky n > k41
a 2|kn, sestrojte k-regularni graf na n vrcholech. [4]

Najdéte vsechny grafy bez cesty délky 4 (a dokazte, ze jiné neexistuji). [4]

Najdéte vSechny grafy bez indukované cesty délky 2 (a dokazte, Ze jiné
neexistuji). [4]

Popiste vSechny grafy bez sudych kruznic (a dokazte, ze jiné neexistuji). [5]

a) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K. [1]
b) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K, . [2]
c¢) Pro které k je pii pevném n pocet kruznic délky k v K, nejvétsi?  [3]

Kolik maximalné hran muze mit graf s n vrcholy a k& komponentami? [3]

V zavislosti na n spocitejte pocet komponent grafu, jehoz vrcholy jsou po-
licka Sachovnice

a)2xn

b) 3 xn

a hrany spojuji policka, mezi kterymi lze tAhnout koném. [3]

Dokazte, 7ze kazdy strom na n vrcholech mé nezavislou mnozinu velikosti
aspon [3]. [1]
Strom na 4152 vrcholech mé pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik minimalné
a maximélné muze mit lista? [2]

Dokazte, ze v kazdém souvislém grafu G s aspon tfemi vrcholy existuji dva
riuzné vrcholy u, v takové, ze grafy G — u, G — v a G — u — v jsou vSechny
souvislé. [3]

Mégjme strom T s n > 2 vrcholy. Pro 2 =1,2,...,n ozna¢me pocet vrcholu
T stupné ¢ jako p;. Dokazte, ze plati

p1—p3s—2ps —3ps — - — (n—2)p, = 2.

[2]

Dokazte, ze hrany kazdého souvislého grafu se sudym poctem hran je mozné
zorientovat tak, aby vstupni stupen kazdého vrcholu byl sudy. [4]
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Uvazujme Sachovnici n x n, kde 2n policek je obarveno modie. Ukazte,
ze je mozné postavit véz na néjaké modré policko, pak stiidavé tahnout
vodorovné a svisle, vzdy jen na modré policka, a po kladném poctu tahu se
vratit na pocatecni policko. [4]

Pan profesor predvadi diikaz véty, které je ekvivalenci vyroki Vi, Vs, ..., V.
Kazdy krok diikazu véty je dikaz néjaké implikace V; = Vj. Rekneme, Ze
dikaz je zbytecné dlouhy, pokud néjaky jeho krok lze vynechat. Jaka je
maximalni délka dikazu, ktery neni zbyteéné dlouhy? [3]

Dokazte, ze kazdy souvisly eulerovsky rovinny graf lze nakreslit do roviny
jednim uzavienym nek#izicim se tahem (tah se muze jen "dotykat" ve vr-

cholech). [5]

a) Dokazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy neni rovinny. [1]
b) Pro co nejvétsi k& < 11 rozhodnéte, zda existuje rovinny graf na k vrcho-
lech, jehoz doplnék je rovinny. [2(k-7)]

Pro co nejvétsi konstantu ¢ dokazte: Kazdy souvisly graf s n vrcholy a n+c¢
hranami je rovinny. [2¢]

Dokazte, ze kazdy rovinny graf, jehoz vrcholy maji vSechny stupen aspon
5, mé aspon 12 vrcholi. [2]

Rozhodnéte, zda nasledujici graf (¥ikd se mu graf incidence Fanovy ro-
viny) je rovinny: bipartitni graf s vrcholy 1,2,...,7,a,b, ..., g, kde vrcholy

a,b,...,g (reprezentujici piimky) postupné sousedi s nasledujicimi troji-
cemi ostatnich vrcholu (které reprezentuji body): 123, 345, 561, 147, 257,
367, 246. 3]
Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) nasledujici grafy bez kiizeni hran:
a) K7, [2]
b) Ksg. 2]

Torus miizete reprezentovat napi. jako obdélnik, kde se k sobé slepi protéjsi
strany (hrany grafu pak mohou vést i "pres okraj").

Dokazte, 7ze nasledujici grafy nelze nakreslit na torus bez kiizeni:

a) Kg, [2]
b) Ky, K. 3]
Muzete k tomu pouzit variantu Eulerovy formule pro torus: £ < V 4+ F
(rovnost by platila pro takova nakresleni souvislych grafii, kde kazda sténa
jde deformovat na disk).

Pro kazdé n > 3 najdéte graf na n vrcholech, ktery je
a) rovinny a ma maximéalni mozny pocet hran, [2]
b) bipartitni, rovinny a ma maximalni mozny pocet hran. [2]
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Dokazte, ze kazdy vnéjskové rovinny graf Ize dobfe obarvit nejvyse tiemi
barvami. (Vnéjskové rovinny graf je takovy, ktery ma rovinné nakresleni
se vSemi vrcholy na hranici vnéjsi stény. Na hranici vnéjsi stény se mohou
nékteré vrcholy a hrany opakovat.) [4]

Dokazte, ze pro zadné n > 1 nelze z n nekonvexnich ¢tyrihelniki poskladat
konvexni mnohothelnik. (Ctyiuhelniky se pii skladani nesmi piekryvat.) [4]



