
P°íklady z Diskrétní matematiky - ZS 2009/20101. Na vodorovné ty£i dlouhé 1 metr je 25 mraven·. V £ase 0 se kaºdý mra-vene za£ne pohybovat ryhlostí 1 m/s podél ty£e, a to v jednom ze dvoumoºnýh sm¥r· (vlevo nebo vpravo). Na okrajíh ty£e jsou zábrany, takºepokud n¥jaký mravene dojde na okraj, oto£í se £elem vzad a pokra£uje vpohybu opa£ným sm¥rem. Pokud se dva mraveni potkají, nemohou se vy-hnout; místo toho se oba oto£í £elem vzad a pokra£ují v pohybu opa£nýmsm¥rem. T°inátý mravene zleva se jmenuje Ferda a v £ase 0 stojí p°esn¥uprost°ed ty£e. Kde se bude Ferda naházet za 100 sekund? Pro£? [3℄2. Kolik nejvý²e koní lze rozmístit na obdélníkovou ²ahovnii 3 × n, aby seºádní dva vzájemn¥ neohroºovali? [4℄3. Kolik nejvý²e st°el· lze rozmístit na £tverovou ²ahovnii n × n, aby seºádní dva vzájemn¥ neohroºovali? [4℄4. Dokaºte, ºe pro ºádné p°irozené n nejde ²ahovnie 4 × n proskákat ko-n¥m jedním uzav°eným tahem (p°i kterém nav²tívíme kaºdé polí£ko práv¥jednou). [4℄5. Rozhodn¥te, zda kaºdý dostate£n¥ veliký £tvere n× n lze vydláºdit £tver-ovými dlaºdiemi o rozm¥reha) 2 × 2 a 3 × 3 [5℄b) 7 × 7, 8 × 8 a 9 × 9 [5℄6. Rozhodn¥te, pro která p°irozená n lze ²ahovnie n×n vydláºdit dlaºdiemitvaru "L" pokrývajíími t°i polí£ka (jsou povolena v²ehna 4 oto£ení). [3℄7. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n platí
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. [2℄8. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n platí
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9. Neh´ Fn je n-tý £len Fibonaiho posloupnosti (tj. F1 = F2 = 1, Fn =
Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 3). Bez pouºití expliitního vzore pro Fn dokaºte, ºepro kaºdé p°irozené n ≥ 2 platí

Fn+1Fn−1 = F 2
n + (−1)n. [4℄10. Dokaºte, ºe kaºdé p°irozené £íslo n lze jednozna£n¥ napsat ve tvaru
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Fij ,kde i1 ≥ 2 a pro kaºdé j ∈ {1, 2, . . . , k − 1} je ij+1 ≥ ij + 2. [4℄11. Neh´ x je reálné £íslo takové, ºe x+ 1

x
je elé. Dokaºte, ºe pak pro libovolnép°irozené n je i £íslo xn + 1

xn elé. [4℄12. Uvaºujme nekone£nou ²ahovnii, kde kaºdé polí£ko má elo£íselné sou°ad-nie (x, y). Na kaºdém polí£ku se sou°adnií y ≤ 0 je jeden hraí kámen. Je-live dvou hranov¥ sousedníh polí£íh P1, P2 aspo¬ jeden kámen, lze provésttah, a to následovn¥: vezmeme jeden kámen z polí£ka P1, p°esko£íme p°es
P2 a poloºíme jej na následujíí polí£ko P3; p°itom v²ak odstraníme jedenkámen z P2. Je povoleno nashromáºdit ví kamen· na jednom polí£ku. Ko-lik nejmén¥ tah· je pot°eba, abyhom aspo¬ s jedním kamenem dosko£ilina polí£ko o sou°adniíh (0, 5)? [5℄13. Na kaºdém polí£ku ²ahovnie 8 × 8 je nakreslená ²ipka v jednom z osmism¥r· (0◦, 45◦, 90◦, . . . , 315◦), p°itom sm¥ry ²ipek ve dvou hranov¥ soused-níh polí£íh se li²í nejvý²e o 45◦. Na polí£ku C4 stojí robot. V kaºdémtahu se podívá na ²ipku pod sebou a p°esune se ve sm¥ru této ²ipky najedno z osmi (hranov¥ £i rohov¥) sousedníh polí£ek. Dokaºte, ºe nejpozd¥jipo 64 tazíh skon£í robot mimo ²ahovnii. (P°i d·kazu indukí nejprved·kladn¥ zformulujte tvrzení, které budete indukí dokazovat.) [5℄14. Kolik existuje est proházejííh v²ehna polí£ka ²ahovnie n × 3, kaºdépráv¥ jednou, za£ínajííh na polí£ku (1, 1) a kon£ííh na polí£ku (n, 1)?(Na estáh uvaºujeme jen vodorovné a svislé kroky.) [4℄15. Neh´ bn je po£et ekvivalení na n-prvkové mnoºin¥. Ov¥°te, ºe
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bk. [3℄16. Neh´ R a S jsou relae ekvivalene na mnoºin¥ X. Rozhodn¥te, zda také
R ∩ S, R ∪ S, Rc, R ◦ S je nutn¥ ekvivalene. [6℄17. Neh´ R a S jsou (neostrá) £áste£ná uspo°ádání na mnoºin¥ X. Rozhodn¥te,zda také R ∩ S, R ∪ S, Rc, R ◦ S je nutn¥ £áste£né uspo°ádání. [6℄18. Najd¥te nejdel²í °et¥ze a anti°et¥ze v mnoºin¥ {1, 2, . . . , n} £áste£n¥ uspo-°ádané relaí d¥litelnosti a dokaºte, ºe del²í neexistují. (�et¥ze je mnoºina,ve které jsou kaºdé dva prvky porovnatelné. Anti°et¥ze je mnoºina, vekteré ºádné dva prvky nejsou porovnatelné.) [4℄19. Ukaºte, ºe kaºdou ayklikou relai na kone£né mnoºin¥ lze roz²í°it na li-neární uspo°ádání.(Relae R na mnoºin¥ X se nazývá aykliká, pokud pro ºádné k ≥ 1 ne-existují prvky x1, x2, . . . , xk ∈ X takové, ºe x1Rx2, x2Rx3, . . . , xk−1Rxk a
xkRx1. Relae S je roz²í°ením R kdyº R ⊆ S.) [3℄20. Neh´ S je relae soud¥lnosti na mnoºin¥ N \ {1}, tedy

mSn ⇔ NSD(m, n) > 1.Je S (neostré) £áste£né uspo°ádání? Je S ekvivalene? [2℄21. Kolik je v konvexním n-úhelníku pr·se£ík· úhlop°í£ek, pokud se ºádné t°iúhlop°í£ky neprotínají v jednom bod¥? [2℄22. Kolik je r·znýh triangulaí konvexního n-úhelníka takovýh, ºe kaºdý ztrojúhelník· má aspo¬ jednu stranu spole£nou s hranou n-úhelníka? [3℄23. K jednání u kulatého stolu se se²lo 47 troll· a 47 trpaslík·. Kolika zp·sobysi mohou sednout, kdyº rozesazení, která se li²í jen pooto£ením, povaºujemeza stejná? (Trollové jsou v²ihni stejní, stejn¥ tak trpaslíi.) [4℄24. Se£t¥te
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25. Se£t¥te
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. [3℄26. Uvaºujme hraí kostky (tvaru kryhle), které mají na kaºdé st¥n¥ napsánon¥jaké p°irozené £íslo (£ísla se mohou opakovat). �ekneme, ºe kostka X jelep²í neº kostka Y , práv¥ kdyº platí, ºe p°i sou£asném hodu ob¥ma kostkamis pravd¥podobností v¥t²í neº 1/2 padne na X v¥t²í £íslo neº na Y . Sestrojtehraí kostky X, Y, Z tak, aby X byla lep²í neº Y , Y lep²í neº Z a Z lep²íneº X. [3℄27. Házíme pravidelným £ty°st¥nem, na jehoº st¥náh jsou napsána £ísla 1, 2, 3, 4.Skon£íme, pokud sou£et posledníh dvou hod· je prvo£íslo. Jaká je pravd¥-podobnost, ºe poslední hozené £íslo je 1? [5℄28. Pro kaºdé p°irozené n sestrojte graf, který má p°esn¥ n automor�sm·(v£etn¥ popisu, jak p°íslu²né automor�smy vypadají, a d·kazu, ºe jiné uºnejsou). [4℄29. Jsou kaºdé dva (n − 2)-regulární grafy na n vrholeh izomorfní? [2℄30. Dokaºte, ºe kaºdý (kone£ný) graf je izomorfní n¥jakému indukovanému pod-grafu (nekone£ného) grafu X = (N, E), kde {m, n} ∈ E ⇔ NSD(m, n) > 1(tedy vrholy X jsou p°irozená £ísla, a hrany spojují soud¥lná £ísla.) [3℄31. Pro kaºdou dvojii p°irozenýh £ísel n, k, která spl¬uje podmínky n ≥ k+1a 2|kn, sestrojte k-regulární graf na n vrholeh. [4℄32. Najd¥te v²ehny grafy bez esty délky 4 (a dokaºte, ºe jiné neexistují). [4℄33. Najd¥te v²ehny grafy bez indukované esty délky 2 (a dokaºte, ºe jinéneexistují). [4℄34. Popi²te v²ehny grafy bez sudýh kruºni (a dokaºte, ºe jiné neexistují). [5℄35. a) Spo£ítejte po£et kruºni délky k v grafu Kn. [1℄b) Spo£ítejte po£et kruºni délky k v grafu Km,n. [2℄) Pro které k je p°i pevném n po£et kruºni délky k v Kn nejv¥t²í? [3℄36. Kolik maximáln¥ hran m·ºe mít graf s n vrholy a k komponentami? [3℄37. V závislosti na n spo£ítejte po£et komponent grafu, jehoº vrholy jsou po-lí£ka ²ahovniea) 2 × nb) 3 × na hrany spojují polí£ka, mezi kterými lze táhnout kon¥m. [3℄4



38. Dokaºte, ºe kaºdý strom na n vrholeh má nezávislou mnoºinu velikostiaspo¬ ⌈n
2
⌉. [1℄39. Strom na 4152 vrholeh má pouze vrholy stupn¥ 1 a 3. Kolik m·ºe mítlist·? [2℄40. Dokaºte, ºe v kaºdém souvislém grafu G s aspo¬ t°emi vrholy existují dvar·zné vrholy u, v takové, ºe grafy G − u, G − v a G − u − v jsou v²ehnysouvislé. [3℄41. Bu¤ T strom s n ≥ 2 vrholy. Pro i = 1, 2, . . . , n ozna£me po£et vrhol· Tstupn¥ i jako pi. Dokaºte, ºe platí

p1 − p3 − 2p4 − 3p5 − · · · − (n − 2)pn = 2. [2℄42. Dokaºte, ºe hrany kaºdého souvislého grafu se sudým po£tem hran je moºnézorientovat tak, aby vstupní stupe¬ kaºdého vrholu byl sudý. [4℄43. Uvaºujme ²ahovnii n × n, kde 2n polí£ek je obarveno mod°e. Ukaºte,ºe je moºné postavit v¥º na n¥jaké modré polí£ko, pak st°ídav¥ táhnoutvodorovn¥ a svisle, vºdy jen na modrá polí£ka, a po kladném po£tu tah· sevrátit na po£áte£ní polí£ko. [4℄44. Pan profesor p°edvádí d·kaz v¥ty, která je ekvivalení výrok· V1, V2, . . . , Vn.Kaºdý krok d·kazu v¥ty je d·kaz n¥jaké implikae Vi ⇒ Vj . �ekneme, ºed·kaz je zbyte£n¥ dlouhý, pokud n¥jaký jeho krok lze vynehat. Jaká jemaximální délka d·kazu, který není zbyte£n¥ dlouhý? [3℄45. Uvaºujme situai jako v úloze 1, kde místo ty£e se zábranami je kruhováobru£ délky 100 m. Na obru£i je op¥t 25 mraven·, jeden z nih je Ferda.Kde se bude Ferda naházet za 100 sekund? [3℄46. Dokaºte, ºe kaºdý souvislý eulerovský rovinný graf lze nakreslit do rovinyjedním uzav°eným nek°íºíím se tahem (tah se m·ºe jen "dotýkat" ve vr-holeh). [5℄47. a) Dokaºte, ºe dopln¥k rovinného grafu s 11 vrholy není rovinný. [1℄b) Pro o nejv¥t²í k < 11 rozhodn¥te, zda existuje rovinný graf na k vrho-leh, jehoº dopln¥k je rovinný. [2(k-7)℄48. Pro o nejv¥t²í konstantu c dokaºte: Kaºdý souvislý graf s n vrholy a n+ chranami je rovinný. [2℄49. Dokaºte, ºe kaºdý rovinný graf, jehoº vrholy mají v²ehny stupe¬ aspo¬
5, má aspo¬ 12 vrhol·. [2℄5



50. Rozhodn¥te, zda následujíí graf (°íká se mu graf inidene Fanovy ro-viny) je rovinný: bipartitní graf s vrholy 1, 2, . . . , 7, a, b, . . . , g, kde vrholy
a, b, . . . , g (reprezentujíí p°ímky) postupn¥ sousedí s následujíími troji-emi ostatníh vrhol· (které reprezentují body): 123, 345, 561, 147, 257,
367, 246. [3℄51. Nakreslete na torus (povrh pneumatiky) následujíí grafy bez k°íºení hran:a) K7, [3℄b) K3,6. [2℄Torus m·ºete reprezentovat nap°. jako obdélník, kde se k sob¥ slepí prot¥j²ístrany (hrany grafu pak mohou vést i "p°es okraj").52. Dokaºte, ºe následujíí grafy nelze nakreslit na torus bez k°íºení:a) K8, [2℄b) K4,5, K3,7. [3℄M·ºete k tomu pouºít variantu Eulerovy formule pro torus: E ≤ V + F(rovnost by platila pro taková nakreslení souvislýh graf·, kde kaºdá st¥najde deformovat na disk).53. Pro kaºdé n ≥ 3 najd¥te graf na n vrholeh, který jea) rovinný a má maximální moºný po£et hran, [2℄b) bipartitní, rovinný a má maximální moºný po£et hran. [2℄54. Dokaºte, ºe kaºdý vn¥j²kov¥ rovinný graf lze dob°e obarvit nejvý²e t°emibarvami. (Vn¥j²kov¥ rovinný graf je takový, který má rovinné nakresleníse v²emi vrholy na hranii vn¥j²í st¥ny. Na hranii vn¥j²í st¥ny se mohoun¥které vrholy a hrany opakovat.) [4℄55. Dokaºte, ºe pro ºádné n ≥ 1 nelze z n nekonvexníh £ty°úhelník· poskládatkonvexní mnohoúhelník. (�ty°úhelníky se p°i skládání nesmí p°ekrývat.) [4℄
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