Priklady z Diskrétni matematiky - ZS 2008 /2009

1. Na vodorovné ty¢i dlouhé 1 metr je 25 mravenci. V Case 0 se kazdy mra-
venec zatne pohybovat rychlosti 1 cm/s podél tyce, a to v jednom ze dvou
moznych smérii (vlevo nebo vpravo). Na okrajich ty€e jsou zabrany, takze
pokud néjaky mravenec dojde na okraj, otoci se ¢elem vzad a pokracuje v
pohybu opa¢nym smérem. Pokud se dva mravenci potkaji, nemohou se vy-
hnout; misto toho se oba oto¢i ¢elem vzad a pokracuji v pohybu opa¢nym
smérem. TTindcty mravenec zleva se jmenuje Ferda a v ¢ase 0 stoji presné
uprostied ty¢e. Kde se bude Ferda nachazet za 100 sekund? Pro¢? [3]

2. Dokazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati
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1=1 i=1

3. Necht F,, je n-ty &len Fibonacciho posloupnosti (tj. Fy = Fy, = 1, F, =
F,_1 + F,_5). Dokaite, 7e pro kazdé p¥irozené n > 4 plati

F3:2F3—1+2F3—2_F3—3-
Zkuste se obejit bez explicitniho vzorce pro F,. [4]

4. Dokazte, ze kazdé piirozené ¢islo n lze jednozna¢né napsat ve tvaru

n:ZFija

7=1
kde iy > 2 a pro kazdé j € {1,2,...,k — 1} je ij41 > 1+ 2. [4]
5. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati
1 n 1 n 1 n n 1 - 1
1-5 5-9 9-13 (An—3)-(4n+1) 4

2]

6. Uvazujme nekonec¢nou Sachovnici, kde kazdé policko mé celociselné sourad-
nice (x,y). Na kazdém poli¢ku se soutadnici y < 0 je jeden hraci kimen. Je-li
ve dvou hranové sousednich poli¢cich P, P, aspon jeden kimen, lze provést
tah, a to nasledovné: vezmeme jeden kdmen z policka P;, preskocime pies
P a polozime jej na néasledujici policko Ps; pritom vSak odstranime jeden
kamen z P5. Je povoleno nashromézdit vic kameni na jednom policku. Ko-
lik nejméné tahi je potfeba, abychom aspoii s jednim kamenem doskocili
na poli¢ko o soutadnicich (0,5)? [5]



7. Na kazdém policku Sachovnice 8 x 8 je nakreslena Sipka v jednom z osmi
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14.

sméru (0°,45°,90°,...,315°), pfitom sméry Sipek ve dvou hranové soused-
nich poli¢cich se lisi nejvyse o 45°. Na policku C4 stoji robot. V kazdém
tahu se podiva na Sipku pod sebou a pfesune se ve sméru této Sipky na jedno
z osmi (hranové & rohové) sousednich poli¢ek (pfipadné mimo Sachovnici,
pokud ho tam Sipka nasméruje, tam se pak zastavi). Kde bude robot po 64
tazich? [5]

. Ve Ztraceném mésté zije 100 obyvatel. Kazdy mé na cele ¢ervenou nebo

modrou tecku, ale barvu své tecky nikdo nezné. Kazdy den vecer se vSichni
obyvatelé sejdou na namésti. Pokud néjaky obyvatel néjakym zpisobem
zjisti barvu své tecky, béhem néasledujici noci se zastteli (a dalsi den vecer uz
na setkani nedorazi). Jednoho krasného dne do mésta zavita pravdomluvny
cizinec, a na veCernim setkani obyvatelim sdéli: "Celkovy pocet modrych
tecek na vagich Celech neni 17, a odejde. Kolik obyvatel ziistane nazivu za
100 dni od pfichodu cizince? [5]
Ukazte, ze kazdou acyklickou relaci na koneéné mnoziné lze rozsitit na li-
nearni usporadéni.

(Relace R na mnoziné X se nazyva acyklickd, pokud pro Zadné k > 1 ne-

existuji prvky x1,xs, ..., 21 € X takové, ze x1Rxy, xoRx3, ..., vp_1Rx) a
xpRxy.) [3]

Necht b, je pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné. Ovéite, ze
1 X 1n
=0 2 g
k=0
kde e = >, % Mizete k tomu pouzit rekurenci

n—1 7’1,—1
bnzz< A )bk.

[3]

Necht R a S jsou relace ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, zda také

RNS, RUS, R, Ro S je nutné ekvivalence. [6]
Necht R a S jsou (neostra) ¢asteéna usporadani na mnoziné X. Rozhodnéte,
zda také RNS, RUS, R, Ro S je nutné ¢asteéné usporadani. [6]
Najdéte nejdelsi fetézec a antifetézec v mnoziné {1, 2, ..., n} ¢asteéné uspo-
fadané relaci délitelnosti a dokazte, Ze delsi neexistuji. [4]
Najdéte nejdelsi antifetézec v mnoziné P({1,2,...,n}) ¢astetné usporadané
relaci podmnoziny (C) a dokazte, Ze delsi neexistuje. [5]
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Rozhodnéte, zda kazdy dostatecné veliky ¢tverec n x n lze vydlazdit ¢tver-
covymi dlazdicemi o rozmérech

a) 2x2a3x3 [5]
b) 7TX7,8%x8a9x9 5]
Secdtéte .
2.
> ()
k=0
2]
Sectéte

[3]

Necht n > 3. Dokazte, ze soucet vnitinich thli v libovolném konvexnim
n-uhelniku (v8echny vnitini thly jsou mensi nez 180°) je (n — 2) - 180°. [2]
Dokazete to i pro obecny (ne nutné konvexni) n-tithelnik? [4]

Necht S je relace soudélnosti na mnoziné N\ {1}, t.j.
mSn < NSD(m,n) > 1.
Je S (neostré) ¢astecné usporadani? Je S ekvivalence? [2]

Kolik je v konvexnim n-uhelniku prusec¢iki thlopri¢ek, pokud se zadné tii
uhlopficky neprotinaji v jednom bodé&? [2]

Kolik nejvyse stielcii 1ze rozmistit na ¢tvercovou Sachovnici n X n, aby se
zadni dva vzajemné neohrozovali? (St¥elec miize tahnout o libovolny pocet
poli¢ek sikmo po uhlopfickach.) [4]

K jednéani u kulatého stolu se seslo 47 trollu a 47 trpasliki. Kolika zptsoby
si mohou sednout, kdyz rozesazeni, ktera se lisi jen pootoc¢enim, povazujeme
za stejna? (Trollové jsou vSichni stejni, stejné tak trpaslici.) [4]

Kolik maximalné hran miZe mit graf s n vrcholy a k& komponentami? [3]

Najdéte v8echny grafy bez cesty délky 4 (a dokazte, Ze to jsou opravdu
v8echny). [4]

a) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K, a v grafu K, .. [1+2]
b) Pro které k je pfi pevném n pocet kruznic délky k v K, nejvétsi?  [3]
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Pro kazdou dvojici prirozenych ¢isel n, k, ktera spliuje podminky n > k41
a 2|kn, sestrojte k-regularni graf na n vrcholech. [4]

Najdéte vSechny grafy bez indukované cesty délky 2 (a dokazte, Ze to jsou
opravdu vSechny). [4]

Dokazte, ze kazdy graf G = (V, E) obsahuje bipartitni podgraf s aspoi
|E|/2 hranami. [pfedvedeno na cviceni]

Popiste v8echny grafy bez sudych kruznic (a dokaZte, Ze to jsou opravdu
v8echny). [5]

Pro kazdé pfirozené n sestrojte graf, ktery ma piesné n automorfismu
(v€etné popisu, jak pfislusné automorfismy vypadaji, a dikazu, Ze jiné uz
nejsou). [4]

Strom na 4152 vrcholech méa pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik ma listia?

[1]

Dokazte, ze v kazdém souvislém grafu GG s aspon t¥emi vrcholy existuji dva
vrcholy u, v takové, ze grafy G —u, G —v a G —u — v jsou vSechny souvislé.

[3]

Dokazte, ze kazdy (kone¢ny) graf je izomorfni néjakému indukovanému pod-
grafu (nekone¢ného) grafu X = (N, E), kde {m,n} € E < NSD(m,n) > 1
(tedy vrcholy X jsou pfirozend &isla, a hrany spojuji soudélna ¢éisla.)  [3]

Jsou kazdé dva (n — 2)-regularni grafy na n vrcholech izomorfni? [2]

Dokazte, ze kazdy strom na n vrcholech mé nezavislou mnozinu velikosti
¥ [n
aspoil [§]. [3]

Bud T strom s n > 2 vrcholy. Pro i = 1,2,...,n ozna¢me pocet vrcholi T
stupné i jako p;. Dokazte, ze plati

P1—Ps—2ps—3ps — - — (n—2)p, = 2.

2]

Uvazujme Sachovnici n X n, kde 2n poli¢ek je obarveno modie. Ukaite,
Ze je mozné postavit véZ na néjaké modré policko, pak stiidavé tahnout
vodorovné a svisle, vZdy jen na modra polic¢ka, a po kladném poctu tahu se
vratit na pocate¢ni policko. [4]

Zjistéte, kdy je posloupnost (3,3, ..., 3, 1) skore néjakého grafu (v zavislosti
na poc¢tu €¢lentd). V kladnych p¥ipadech najdéte ptiklad takového grafu. [3]
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Kolik minimélné ¢lentd rovnych 1 je potfeba pfidat k posloupnosti (n, . . ., 3,
2), kde n > 2, aby vysledna posloupnost byla skore n&jakého grafu?  [6]

Dokazte, ze kazdy souvisly eulerovsky rovinny graf 1ze nakreslit do roviny
jednim uzavfenym nekiiZicim se tahem (tah se muze jen "dotykat" ve vr-
cholech). [5]

Dokazte: orientovany graf G mé uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz
G je silné souvisly a vstupni stupen kazdého vrcholu je roven jeho vystup-
nimu stupni. Také dokazte variantu pfedchoziho tvrzeni, kde silné souvislost
je nahrazena slabou souvislosti. [5]

a) Dokazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy neni rovinny. [1]
b) Pro co nejvétsi k& < 11 rozhodnéte, zda existuje rovinny graf na &k vrcho-
lech, jehoz doplnék je rovinny. [2(k-7)]

Pro co nejvétsi konstantu ¢ dokazte: Kazdy souvisly graf s n vrcholy a n+c
hranami je rovinny. [2¢]

UvaZujme hraci kostky (tvaru krychle), které maji na kazdé sténé napsano
néjaké prirozené {islo (¢isla se mohou opakovat). Rekneme, 7e kostka X je
lepsi nez kostka Y, pravé kdyz plati, Ze pfi sou¢asném hodu obéma kostkami
s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2 padne na X vétsi ¢islo neZ na Y. Sestrojte
hraci kostky X,Y, Z tak, aby X byla lepsi nez Y, Y lepsi nez Z a Z lepsi
nez X. [4]

Dokazte, ze kazdy rovinny graf, jehoz vrcholy maji vSechny stupen aspon
5, mé aspoi 12 vrcholu. [2]

Rozhodnéte, zda nésledujici graf (¥ikd se mu graf incidence Fanovy ro-
viny) je rovinny: bipartitni graf s vrcholy 1,2,...,7,a,b, ..., g, kde vrcholy

a,b,..., g (reprezentujici pfimky) postupné sousedi s nasledujicimi troji-
cemi ostatnich vrcholu (které reprezentuji body): 123, 345, 561, 147, 257,
367, 246. 3]
Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) nasledujici grafy bez kiiZeni hran:
a) K7, [3]
b) Ksg. [2]

Torus miizete reprezentovat napt. jako obdélnik, kde se k sobé slepi protéjsi
strany (hrany grafu pak mohou vést i "pfes okraj").

Dokazte, ze nasledujici grafy nelze nakreslit na torus bez kiizeni:

a) Kg, [2]
b) K4’5, K377. [3]
Miuzete k tomu pouzit variantu Eulerovy formule pro torus: £ < V + F
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(rovnost by platila pro takova nakresleni souvislych grafii, kde kazda sténa
jde deformovat na disk).

Pro kazdé n > 3 najdéte graf na n vrcholech, ktery je
a) rovinny a ma maximéalni moZny pocet hran, [2]
b) bipartitni, rovinny a ma maximélni mozny pocet hran. [2]

Dokazte, ze kazdy vnéjskové rovinny graf 1ze dobie obarvit nejvyse tfemi
barvami. (Vné&jskové rovinny graf je takovy, ktery méa rovinné nakresleni
se vSemi vrcholy na hranici vnéj$i stény. Na hranici vnéjsi stény se mohou
nékteré vrcholy a hrany opakovat.) [4]



