Kapitola 1

Jak zrychlovat programy?

Zde si predvedeme efektivni programovaci techniky.

Asymptoticky rychlejsim algoritmem zrychlime program nejvice.

Uvedeme i praktické informace, kterymi program zrychlime 2krdat, Skrdt, ale nékdy
1 10krdt.

Moznosti je nékolik. Nejprve je ale potieba zjistit, ve které ¢asti programu stra-
vime nejvice ¢asu. Tim zjistime, kterd ¢ast je tzkym hrdlem (bottle neck), a tu
budeme zrychlovat. Pokud budeme zrychlovat ¢ast, ve které vypocet stravi jen
2% celkového cGasu, tak si celkové moc nepomtizeme. Akorét ztratime spoustu ¢asu
programovanim tUprav. Lepsi je se zamérit na proceduru, ve které stravime 80%
celkového ¢asull]

Zjistit, ve kterych funkcich stravime nejvice ¢asu, je dnes velmi jednoduché.
Nemusite nic programovat. Staci pouzit nastroj, ktery se jmenuje profiler. Byva
soucasti vyvojového prostfedi. Spustite profiler spole¢né se svym programem a rov-
nou sledujete prehledné statistiky, kolikrat byla spusténa ktera funkce a kolik ¢asu
jste v ni stravili.

Zlaté pravidlo pro optimalizace kédu zni: ,Hrajte si s tim, vyzkousejte vSechno
mozné, porovnejte to a nakonec vyberte to nejlepsi feseni.“ Radéji jesté jednou
které ¢asti programu ma smysl optimalizovat a které ne.“

Nejvétsich zrychleni dosdhneme lepsim algoritmem. Teprve nakonec, kdyz uz
lepsi algoritmus nevymyslime, nebo kdyz si dokonce dokézeme, Ze lepsi algoritmus
neexistuje, ma smysl se vrhnout na optimalizaci zdrojového kédu a optimalizaci
programu pro hardware a operac¢ni systém.

Upozornéni: kusy kédu algoritmii v této knize nejsou vidy ty nejefektivnéjsi
a nejelegantnéjsi. Je to z toho divodu, ze cilem této knihy je hlavné jednoduse a
srozumitelné prezentovat grafové algoritmy. Jejich elegantni implementace uz hodné
zavisi na konkrétnim programovacim jazyce.

1.1 Predpocitani si vysledku do paméti
Nejrychlejsi program fesici zadany problém je ten, ktery nic nepocitd a rovnou

vypise spravny vysledek. Zda se vam to nemozné? Vysledky si mizeme spocitat
dopredu a ulozit si je do tabulky. Tabulku mtizeme vlozit bud pfimo do zdrojového

1Pravidlo 80 na 20. Toto pravidlo ¢asto pouzivaji ekonomové a manazefi p¥i svjch rozhodnutich.
Empiricky je ovéreno, ze zhruba 80% zakaznikl prinese 20% zisku a 20% zakaznikd pfinese 80%
zisku. Na které zakazniky se mame zamérit? Zkuste se zamyslet nad tim, jak toto pravidlo mize
vyuzit programéator.
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kédu programu (jako statické inicializované polef] nebo ji mizeme na zacatku pro-
gramu nacist ze souboru. Dalsi moznosti je, Ze tabulku vygenerujeme po spusténi
programu a ozelime kratké zdrzeni.

Nalezeni vysledku v tabulce a jeho vypsani nam casto zabere jen konstantni
Cas, pripadné ¢as umérny velikosti odpovédi. Ovsem méa to jednu mouchu. Zatim
jsme tise predpokladali, ze vysledky ptujdou poskladat do tabulky a ze tabulka bude
rozumné velka. To nemusi byt u kazdé tlohy splnéno. Ne kazda tiloha je pro pred-
pocitani vysledkia vhodna. Naptiklad feseni tulohy, kterd na vstupu dostane velky
graf, se bude do tabulky ukladat Spatné. Na druhou stranu tloha, ktera dostane
¢islo n € {1,...,1000} a m4 spocitat f(n) pro néjakou slozitou funkci f, vhodné
je. Pfedpo¢itané hodnoty f(n) si hravé ulozime do pole velikosti 1000.

Piiklad: (HaSovéni do nafukovaciho pole) — viz. nafukovaci pole v kapitole 77
o amortizované Casova slozitosti. Je spousta moznosti, jak zvolit hasovaci funkci.
BéZné se pouziva funkce, kterou pocitdme x modulo prvocislo p. Pfi nafukovani pole
na velikost 2n bychom pottebovali znat nejvétsi prvocislo mensi nebo rovno 2n. Jak
takové prvocislo rychle najit? Otazka je, pro¢ ho vibec béhem nafukovani pole
hledat. Mizeme si preci dopiedu pro kazdou velikost pole najit vhodné prvocislo a
ulozit si ho do tabulky.

1.2 Vypocet hodnoty na zakladé predchozi

Uloha: Dostaneme polynom P(z) = az?+bx+c, kde a, b, ¢ € Z jsou predem znamé
konstanty. Pro vSechna = € {1,2,...,n} bychom chtéli spoc¢itat hodnotu polynomu.
Napfiiklad proto, abychom si mohli nakreslit graf funkce P(x).

Reseni: (Hornerovo schéma) Pro kazdé x spo¢itdme hodnotu P(z) Horne-
rovym schématem. Hornerovo schéma vychézi z moznosti castecné povytykat x.
Dostaneme P(z) = (((a)z + b)x + ¢). Uzévorkovani ndm déva ndvod, jak vyhod-
notit polynom v bodé z. Budeme postupovat v cyklu, zacneme od nejvnitinéjsi
zavorky. V kazdém kroku pfenasobime vnitini zavorku hodnotou z a pfi¢teme k ni
odpovidajici konstantu.

Pro vyhodnoceni polynomu ve vech x € {1,...,n} budeme 2n krat nisobit a
2n krat scitat.

Reseni: (vypocet hodnoty na zakladé piredchozi) Tentokrat zkusime hod-
notu P(x + 1) spoditat na zdkladé pfedchozi hodnoty P(x). Pro vypoéteni P(1)
potfebujeme jen dvakrat séitat. P(z + 1) = a(x + 1)2 + b(x + 1) + ¢ = P(z) +
(2a)x + (a + b). Pro vypocet P(x + 1) tedy uplné stacéi, kdyz k pfedchozi hodnoté
P(z) pfi¢teme (2a)z + (a + b). Oznaéime Q(z) = (2a)x + (a + b). Zbyva ukazat,
jak rychle spo¢itat hodnotu Q(x). Spoéteme ji stejnym trikem. Pro vypocet Q(1)
nam stadi t¥i s¢itani. Pro vypocet hodnoty Q(x+ 1) na zdkladé pfedchozi ndm staci
jednou séitat, protoze Q(z + 1) = Q(x) + 2a.

Plll:=a+b+¢ Q[l]:=3a+b
for i =2 tondo
Pli] :=P[i — 1] + Q[ — 1]
Qlé] := Q[ — 1] + 2a

Takto vypocitdme hodnotu P(x) ve vSech bodech z € {1,...,n} pomoci pou-
hych 2n 4+ 5 séitz’miE] Pokud by a, b, ¢ byly opravdu predem zndmé konstanty a

2Pomocny program, ktery predpodita vysledky do tabulky, miize rovnou vypisovat zdrojovy
kéd pro vlozeni tabulky.

Takze je ve skutecnosti druhy vypocet jesté rychlejsi, nez se zda.
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ne proménné, tak mizeme uSettit i téch prvnich 5 s¢itani tim, Ze si P(1), Q(1)
predpocitame.

Dokézete tilohu zobecnit pro vyhodnocovani polynomu stupné 3, stupné 4 nebo
obecné pro polynomy stupné k7

1.3 Vyuziti predchozich hodnot

Palindrom je slovo které se Cte stejné zepfedu i pozpatku. Pfikladem palindromi
jsou fetézce: ,madam*, ,mam", ,rotor“, ,kuna nese nanuk®, ,kobyla ma maly bok*
(po vynechani mezer).

Uloha: (Nejdelsi palindrom) Na vstupu dostanete iétézec n znaki. Navrhnéte
algoritmus, ktery v fetézci co nejrychleji nalezne nejdelsi palindrom.

Reseni:(jednoduché kvadratické) Kazdy palindrom mé sviij stied kolem
kterého je symetricky (leva ptilka palindromu je zrcadlovym obrazem pravé ptlky).
Stredy palindromu jsou dvou druht. Palindromy liché délky maji uprostied pismeno,
palindromy sudé délky maji uprostied mezeru mezi pismeny.

Reseni, které nas hned napadne, je vyzkouset viechny mozné stiedy a z kazdého
stfedu expandovat dosud nalezeny palindrom do stran. Takové feseni mé v nejhor-
§im piipadé ¢asovou slozitost O(n?). Piikladem fetézce, na kterém algoritmus do-
sahneme kvadratické casové slozitosti je fetézec se samych a, napiiklad aaaaaaaaa.

Reseni: (v linearlnim &ase) Jak se d4 predchozi algoritmus vylepsit, abychom
doséhli linealni casové slozitosti? Zakladni myslenka ztstane stejnd, chceme pro
vSechny stfedy s vyplnit

d[s] = délka nejdelsiho palindromu se stfedem s.

Ale jak to udélat? Podivejme se nejprve na maly piiklad. Pfedpokladejme, Ze
uz jsme nalezli nejdelsi palindrom se stfedem na pozici s. Rikejme mu aktualni
master-palindrom. Na obrazku je vyznacen tuéné, mé délku 7 znakt a jeho stied je
na pozici 6.

—_ — W
w —» T
—_ —>
N — 0
N —
~ —» O
N —

d[] =

Jaké hodnoty vyplnit do d[7], d[8],. .. ? Kdybychom tyto hodnoty hledali expanzi,
tak se vratime zpatky ke kvadratické casové slozitosti. Vyuzijeme maly trik, kterym
je zrcadleni. Protoze je prava pilka palindromu zrcadlovym obrazem levé piilky
palindromu, plati d[s + i] = d[s — i] pokud pravy okraj ozrcadleného palindromu
nepfesdhne pravy okraj master-palindromu.

Na obrazku je pravy okraj master-palindromu vyznacen ¢arou. Ta zaroven od-
déluje oblast Tetézce ze vstupu, kterd jesté nebyla prozkouména. V prikladu na
obrazku mizeme nastavit d[7] := 1. Podobné d[8] := 3, ale to je§té nemusi byt
délka nejdelsiho palindromu se stfedem na pozici 8. Tento palindrom délky 3 se
dotyka ¢ary oznacujici neprozkoumanou oblast a proto mozné pujde rozsitit.

Pro vSechny stiedy, jejichz palindromy jsou celé uvniti aktualniho master-palindromu,
miZeme nastavit d[s + i] := d[s — i]. Prvni stfed z leva, jehoZz palindrom se dotyké
nebo prekracuje hranici master-palindromu, se stane stfedem S nového master-
palindromu.
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Novy master-palindrom nalezneme expanzi do stran. Nemusime zacinat uplné od
zaCatku. Uz vime, ze d[S] znaki kolem st¥edu S tvofi palindrom a proto staéi tento
palindrom rozsifovat do stran. Prvni znak fetézce ze vstupu, na ktery ,sdhneme*,
bude ten napravo od posledniho znaku ptvodniho master-palindromu (prvni znak
za Carou).

Algoritmus zacne s master-palindromem, jehoz stied je na prvnim znaku fe-
tézce ze vstupu. Postupné hleda nasledujici master-palindromy a za kazdy master-
palindrom vyplni piislusny tusek pole d[ - |. Na zavér uz jen staci najit maximalni
hodnotu v tomto poli.

Algoritmus mé linedlni ¢asovou slozitost, protoze na kazdy znak fetézce ze
vstupu sdhneme nejvyse dvakrat a protoze kazdé policko pole d[ - ] vypliiujeme
jen jednou.

Poznamka: Nezapomerite, Ze palindromy maji dva druhy stiedt. Jedny lezi na
pozici pismenka a druhé mezi sousednimi pismenky.

1.4 Priimé generovani vysledka

Uloha: Mnozina M obsahuje pouze takova pfirozena ¢isla, ktera nejsou délitelna
jinym prvocislem nez 2, 3 a 5. Vypiste co nejrychleji prvnich n nejmensich ¢isel
mnoziny M.

Reseni: Prvni fesenti, které ¢lovéka napadne, je prochazet postupné viechna pii-
rozena Cisla a testovat, zda nejsou délitelnd jinym prvocislem nez 2, 3 a 5. Nebudeme
si vysvétlovat detaily tohoto FeSeni a radéji si ukdzeme daleko rychlejsi feseni.

Reseni: Nejprve ucinime nékolik pozorovani. Teprve v poslednim odstavci si
ukazeme, jak provést jednu iteraci algoritmu.

Mnozina M obsahuje pouze ¢isla tvaru 2¢375%, pro viechny mozné indexy i, j, k >
0. Dejme tomu, ze uz jsme vypsali prvnich s ¢&isel mq, mo, ms, ..., mgs mnoziny
M. Vydélenim cisla mg4; jednim z c¢isel 2,3,5 dostaneme mensi ¢islo patiici do
M, které uz bylo vypsano. Proto nasledujici ¢islo ms11 dostaneme tak, ze jedno z
predchozich ¢isel m; pro i < s vynasobime bud 2 nebo 3 a nebo 5.

Protoze mi; < mo < m3g < ..., tak i 2my; < 2mso < 2mgz < .... Najdeme si
takovy index I, ze 2m; < mg pro vSechna ¢ < I a 2m; > mg pro vSechna ¢ > 1.
Podobné pro ¢isla tvaru 3m; a 5my, najdeme indexy J a K.

Nasledujici ¢islo, které méme vypsat, je msy1 = min{ 2my,3ms, 5mg }. Az ho
vypiseme, tak staci posunout prislusny index o 1. Tim nastavime indexy I, J, K
na spravnou hodnotu. Pro vypis dalsiho ¢isla mizeme postup zopakovat.

1.5 Predzpracovani dat

Vypocet muzeme Casto zrychlit tim, ze si vstupni data nejprve upravime do vhodné
podoby, pripadné si néco dalsiho predpocitame a teprve z téchto dat pocitame
vystup. Cely vypocet tedy rozdélime do dvou fazi — predzpracovani a vlastniho
vypoctu.

Uloha: (nejéast&ji se vyskytujici &islo) Dostanete pole obsahujici n celych
¢isel a mate vypsat cislo, které se v poli vyskytuje nejcastéji.

Reseni: Hloupé feseni si pro kazdy prvek pole spoéita, kolikrat se v poli vysky-
tuje (pro kazdy prvek projde celé pole), a vybere ten s nejvétsim poctem vyskyti.
Jeho ¢asova slozitost je O(n?).

Reseni: Urcité vas napadne nejjednodussi mozné piedzpracovani a to je setii-
déni dat. Setfidit pole umime v ¢ase O(nlogn). Potom bude k nalezeni nejcastéji se
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vyskytujictho ¢isla stacit jen jeden priichod pole. Ten probéhne v éase O(n). Celkem
toto FeSeni zabere ¢as O(nlogn).

Uloha: (nejvétsi jedni¢kova podmatice) Matice A velikosti n x m obsahuje
nuly a jednicky. Podmatice je souvisly obdélnikovy vyiez z matice A (uréeny levym
hornim a pravym dolnim rohem). Jedni¢kovd podmatice je podmatice obsahujici
samé jednicky. Najdéte nejvétsi jednickovou podmatici matice A.

111011111
010010010
A*101111111
110111000
010111111
011011011

Na obrazku je matice A velikosti 6 x 9. Nejvétsi jednickova podmatice obsahuje
9 jednicek a jeji levy horni roh lezi na pozici (3, 4)E]

Reseni: Nejjednodussi feseni vyzkousi viechny mozné polohy levého horniho i
pravého dolniho rohu a pro jimi uréenou podmatici zkontroluje, jestli se sklada ze
samych jednicek. Této kontrole budeme jednoduse fikat testovani podmatice.

Vsech moznych poloh levého horniho rohu je mn. Stejné tak i poloh pravého
dolniho rohu. Otestovani, jestli se jimi urcena podmatice sklada ze samych jednicek
vyzaduje priichod celé podmatice a trva v nejhorsim ptipadé éas O(mn). Celkem je
¢asova slozitost tohoto feseni O(m3n3).

ReSeni: Zamysleme se nad tim, co je na vySe uvedeném FeSeni neefektivni.
Casto testujeme podmatice, které se prekryvaji. Testovani priiniku obou podmatic
by stacilo délat jen jednou. Chceme-li se vyhnout opakovanému testovani nékterych
podmatic, tak si vhodné predzpracujeme vstupni data. Ke kazdé jednicce si spoci-
tame, kolik jednicek lezi v souvislé fadé pod ni. Tento pocet k jednicce pficteme.
Ziskané udaje si miizeme ulozit pfimo do matice A (nepotfebujeme pomocnou da-
tovou strukturu), protoZe nuly zistanou tam, kde byly a misto jedni¢ek budeme
mit v matici uloZzena nenulova cisla.

7Z matice A = dostaneme matici B =

_ o~
O~ Rk O
e i
O = ==
— O =N
O = NN O
— N O
S~ kW

Toto predzpracovini ndm zabere ¢as O(mn). Staéi kazdym sloupcem projit jed-
nou od zdola nahoru, nuly ponechat beze zmény a ke kazdé jednicce pri¢ist hodnotu
prvku leziciho pod ni.

Jak hledat nejvétsi jednickovou podmatici? Opét vyzkousime vSechny polohy
levého horniho rohu (mn mozZnosti). Pro kazdy levy horni roh budeme zkoumat
v8echny mozné polohy pravého horniho rohu (az m moznosti). Pravy horni roh lezi
ve stejném radku jako levy horni roh a mezi obéma rohy nesmi lezet zddna nula,
jinak podmatice nebude jednickova.

Kdyz uz budeme znét levy i pravy horni roh podmatice, jak zjistime velikost
nejvétsi podmatice s témito rohy? K tomu vyuzijeme pfedvypoctu. Kazdé ¢islo v
tfadku mezi levym a pravym hornim rohem urcuje velikost souvislého tiseku jednicek
leziciho ve sloupci pod nim (véetné jeho pozice). TakZe sta¢i vzit minimum z téchto
¢isel. Velikost nejvétsi jednickové podmatice urcené hornimi rohy bude soucin tohoto
minima a vzdalenosti mezi hornimi rohy.

4Pozor, pozice se udava jako (fadek, sloupec) — jak uz je u matic zvykem. Je to naopak ne#
souradnice (z,y).
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Nyni shrneme, jak bude probihat cely vypocet. VyzkouSime vSechny mozné po-
zice levého horniho rohu. Pro kazdy levy horni roh staci postupovat vpravo, dokud
nenarazime na nulu nebo na pravy okraj matice A. V prubéhu postupu zkousime
polohy pravého horniho rohu a pocitame celkové minimum na zakladé ptedchozi
hodnoty.

Vlastni hledani jednickové podmatice bude trvat éas mn - O(m) = O(m?n).
Dohromady s ptedzpracovanim toto feSeni vyzaduje ¢as O(m?n).

Reseni: Predchozi feseni miizeme jesté zrychlit. Provedeme jesté jedno predzpra-
covani a spoc€itame si i pocet jednicek lezicich nad kazdou pozici. Kromé matice
B = (b;;)7, kde b;; je délka souvislého tiseku jedniéek za¢inajictho na ij a lezictho
pod pozici ij, si vytvofime matici C' = (c;;)7, kde ¢;; je délka souvislého tseku
jednicek zacinajiciho na ij a leziciho nad pozici ij. Obé pfedzpracovani stihneme
provést v éase O(mn).

Klicovym pojmem pro celé feSeni je vyznacnd pozice. Pozice ij je vyznacnd,
pokud za prvé a;; = 1 a za druhé bud a; ;_1 = 0 nebo a; ;1 lezi mimo matici A.
Jinymi slovy na vyznacéné pozici lezi 1 a vlevo vedle ni je bud 0 a nebo je pozice ij
na levém okraji matice A.

Kazda maximélni jednickova podmatice nejde rozsitit o sloupec doleva, protoze
se vedle jeji levé hranice nachéazi 0 a nebo uz tam kon¢i matice A. To ale neznamena
nic jiného, nez ze levy sloupec kazdé maximalni jednickové podmatice obsahuje
vyznacnou pozici.

Jak bude probihat hledani nejvétsi jednickové podmatice? Pro kazdou vyznacnou
pozici prozkouméame vSechny jednickové podmatice, které ji obsahuji ve svém levém
sloupci. Provedeme to nasledovné. Za¢neme ve vyznacné pozici ¢5. Postupné budeme
prochézet doprava, dokud nenarazime na nulu nebo pravy okraj matice A. V kazdém
kroku, tedy na pozici ik, k > j, zjistime velikost nejvétsi jednickové podmatice
obsahujici ob€ pozice ij, ik. To provedeme stejné jako v predchozim feSeni. Najdeme
b= min{bi,j, bi,j+17 e 7bi,k—1a bi,k} ac = min{cm, Cij4+1y-+-5Cik—1, Ci,k}~ Velikost
nejvétsi takové jednickové podmatice bude (b+c—1)-(k—j+1). VSechny pozice, na
které jsme pfi postupu vpravo z vyznacné pozice vstoupili, nemohou byt vyznacéné,
protoze vlevo vedle nich lezi 1.

Kdyz si vse ddme dohromady, tak staéi matici A prochazet po fadcich zleva
doprava. V kazdém kroku jsme v jednom ze 3 stavii. Bud stojime na nule, nebo na
vyznacné pozici a nebo rozsifujeme predchozi vyznacnou pozici doprava. V kazdém
kroku délame jen konstantné mnoho prace. Proto bude nalezeni nejvétsi jednickové
podmatice trvat jen ¢as O(mn) + O(mn). To je obdivuhodné zrychleni, ne?

1.6 Odstranéni rekurze

Nejprve pripomernime zékladni znalost o fungovani rekurze a predavani parametra.
Rekurze je realizovana zésobnikemﬂ Vsechny rekurzivné volané funkce se ukladaji
na zasobnik. Na zasobniku se pro kazdou volanou funkci vytvori zédznam, ktery
obsahuje informace o volané funkci a pfedané parametry. Po jejim skonceni se tento
zdznam odebere ze zdsobniku a program se podle pfedchoziho zdznamu (ten co je
na vrcholu zdsobniku) vrati k pfedchozi funkei, a to do mista za rekurzivni volani
prévé probéhlé funkce.

Vsechny parametry volané funkce se kopiruji na zasobnik a odtamtud je volana
funkce teprve vyuziva. Rika se tomu preddvdni parametrii hodnotou. Pokud bychom
chtéli volané funkci predat pole, tak se nejprve celé pole zkopiruje na zasobnik a

5Tak zvany STACK. Vétsinou lezi na zacatku paméfového prostoru programu. Z druhé strany
proti nému roste HEAP — pamét kterd je pridélovana dynamicky alokovanym proménnym.
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teprve pak s nim zacne funkce pracovat. Abychom se vyhnuli zbyteénému kopiro-
vani, tak mizeme pouzit preddvdini parametri odkazem. To funguje tak, ze funkci
preddme pouze ukazatel na pfedévané pole (adresu paméti, kde pole bydli). Misto
kopirovani celého pole tedy staci ulozit na zasobnik jeden ukazatel.

V nékterych pripadech mtzeme rekurzi odstranit tim, Ze ji nahradime jednodu-
chym cyklem.

Naptiklad funkci faktoridl naprogramovanou pomoci rekurze nahradime for-
cyklem. USetiime cas za volani funkce véetné preddvani parametri. Druhou vy-
hodou je paméfova tspora. Zasobnik, pies ktery se rekurzivni volani realizuje, za-
bere pamét O(n). M4 to jesté jednu vyhodu. Pro cyklus muze piekladaé¢ uplatiiovat
optimalizace (predikce podminky), kdezto pro rekurzivni voléni ne.

Faktorial(n): Faktorial(n):
if n > 1 then fakt =1
return(n-Faktorial(n — 1)) for i:=2tomndo
else fakt == fakt - i
return 1 return fakt

Ne vzdy miizeme rekurzi nahradit cyklem. Co ale funguje vzdy je nahrazeni
rekurze vlastnim zasobnikem. Jak jsme si uz vysvétlili, rekurze je uz sama o sobé
realizovana zasobnikem. Na ten se ale ukladaji Gplné vSechny funkce, které pro-
gram rekurzivné vola. Kazda rekurzivné volana funkce ma jiny pocet rizné velkych
parametri. Proto se na tento zdsobnik uklada vice informaci, nez je v nékterych
pripadech potieba. Z téchto a jesté i dalSich divodd muzeme realizaci vlastniho
zésobniku néco udetiit ]

Podobného efektu docilime i spravnou volbou programovaciho jazyka, nepouzi-
vanim véci, které nejsou potieba (napiiklad objektﬁ)m

1.7 Odstranéni opakujicich se vypoctu

Fibonacciho ¢islo F;, je urceno rekurenci nasledovné: Fy = 0, Fy = 1 a F,, =
F,_1+ F,,_2 pro n > 2. Fibonacciho ¢isla jsou 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... Pokud bychom
naprogramovali funkci vracejici n-té Fibonacciho ¢islo pomoci rekurzeﬂ tak prepsa-
nim do for-cyklu dosdhneme podstatného zrychleni, které je zptisobeno odstranénim
opakujicich se vypocti.

Fib(n): Fib(n):
if n > 1 then F[0]:=0
return(Fib(n — 1)+Fib(n — 2)) F[1]:=1
else for 1:=2tondo
return n Fli] :=F[i — 1] +F[i — 2]

return F[n]

Na naésledujicim obrazku je strom vétveni rekurzivniho feseni. Zkuste si podle
né&j pocitat ]

6Zkuste si napiiklad zméfit, jak dlouho pobé&zi quicksort naprogramovany pomoci rekurze a jak
dlouho pobézi quicksort realizovany pomoci zasobniku.

7To byste se divili, jak ¢asto studenti programuji i trividlni véci v objektech. Jakoby nic jiného
neuméli. Napisi dvakrat tolik fadek zdrojového kédu, ktery je navic pomalejsi.

8To je typicky odstrasujici piiklad.

9Kolega Kryl o efektivnosti algoritmii ¥ika: ,Zkuste si podle toho algoritmu podéitat. A to
doslova. Nevynechejte jediny ptikaz. Pokud se pfi tom poblijete, tak to neni efektivni.*.
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[Fib(2)| [Fib(1)|  [Fib(1)] [Fib(0)]

Fib(1) | [Fib(0)

Z obrazku vidime, Ze jsme Fy pocitali jednou, Fy také jednou, F3 dvakrat, Fj
trikrat a F; pétkrat. Pripominaji vam tyto ¢isla néco? Od toho pozorovani uz neni
daleko k tomu, abychom ukazali, ze rekurzivni feSeni ma ¢asovou slozitost alesponi
Q(F,). O Fibonacciho ¢islech je zndmo, ze F,, = ¢", kde ¢ = 1+T‘/5 Neni tézké uké-
zat, ze rekurzivni FeSeni mé Gasovou slozitost O(¢™). O proti nému mé nerekurzivni
feSeni jen linealni ¢asovou sloiitostm Dosali jsme tedy exponencialniho zrychleni.
A svéte div se, nejlepsi feSeni s asovou slozitosti O(logn) je jesté exponencialné
kréat rychlejsi! (viz. cvifeni).

Odstranéni opakujicich se vypocta tim, Ze si je ulozime do tabulky, je jedna ze
zédkladnich myslenek dynamického programovani (viz kapitola 77).

1.8 Optimalizace pro hardware a operac¢ni systém

Fungovani hardwaru je jedna velkd magie.

Tuto optimalizaci nejéastéji provadime tim, Ze optimalizujeme zdrojovy kdd.
Prikazy a moznosti prekladace uvedené v této sekci funguji napfiklad prekladaci
gece.

Casto bereme pocita¢ jen jako Gernou skiitiku, kterd dobfe poéita, a nezajimame
se o to, jak funguje vevniti. Pokud ale chceme psat optiméalni kéd, tak se neobejdeme
bez hlubs$ich znalosti chovani hardwaru a fungovani opera¢niho systému. Jinak se
nam muze stat, ze budeme nasi cerné skiinice hazet klacky pod nohy a ona bude

Nejprve bychom si méli rozmyslet, jestli je optimalizace kédu dané ¢asti pro-
gramu opravdu nutna. Optimalizace totiz casto svadi programéatory k takzvanym
,prasarnam*, které dokonale zneciteliiuji zdrojovy kdd. Necitelny kod miize pékné
potrapit dalsi ¢tenafe, nebo po par tydnech i nas samotné. Navic se zvySuje riziko,
7e n€kde udélame chybu.

Optimalizace zdrojového kédu ma smysl, pokud je dany kus kédu ,,azkym hr-
dlem (bottle neckem)* celého programu a pokud zvlddneme kéd optimalizovat 1épe
nez pfekladaéB Priznejme si, ze dnesni prekladace jsou na optimalizace profici.
Je tézké byt lepsi. Optimalizace kédu se vétsinou pisi pifmo v Assembleru. Casto
dosahuji zrychleni tim, Ze vyuziji i specializované instrukce procesoru/grafického
procesoru, které se bézné nepouzivaji (pfipadné poc¢itaji paralelné — bud na neza-
vislych obvodech téhoz procesoru a nebo klidné i na vice procesorech, CPU, GPU
— graphical processing unit, ...).

10Poznamenejme, Ze u nerekurzivniho feeni mizeme jesté snizit pamétovou slozitost, protoze
si stac¢i misto celého pole pamatovat posledni dvé hodnoty.

HNapiiklad prekladaé¢ gcc uz déla fadu zakladnich optimalizaci sam od sebe. Uroveti optimalizaci
muzete nastavit pomoci parametru na vstupu.
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1.8.1 Jak to funguje uvnitf pocitace?

Jak to zhruba funguje uvniti cerné skrinky? Procesor funguje na urcité frekvenci.
Frekvence procesoru je pocet takt za vtefinu. Kazdy procesor méa svoji instrukéni
sadu. To jsou piikazy (instrukce), které jsou ,zadratované* do elektrickych obvodi.
Kazda instrukce trva jiny pocet taktt. Nékteré instrukce trvaji jeden takt, jiné
tfeba az 150 taktd. Aby to nebylo jednoduché, tak ma kazdy typ procesoru jinou
instrukéni sadu. Nékteré instrukce mohou byt spoleéné pro vice typt procesori, ale
pro zménu mohou trvat jiny pocet takti (a to i vyrazné).

Procesor potiebuje komunikovat s paméti. Rychld pamét je drahd a proto je
pamét rozdélena do hierarchie podle klesajici rychlosti, ale rostouci velikosti: regis-
try procesoru, cache procesoru, rozsifena pamét’E pamét na pevném disku. Prvni
dvé paméti jsou pro bézného programatora skryté, ale jsou vyrazné rychlejsi nez
rozsfiena pamét[?| Rozsifena pamét je zase vyrazné rychlejsi nez pevny disk.

Procesor pracuje pouze s registry a s cache. Pokud potfebuje proménnou z rozsi-
fené paméti, tak si ji nejprve necha nahrat do cache (v cache se vytvoi{ kopie) a tam
s nf pracuje (s rychlejsim piistupem). Casto se stane, Ze s proménnou pracuje vice
nez jednou. Procesor pracuje pouze s lokalni kopii v cache. Hodnota odpovidajici
proménné v rozsifené paméti se zatim neaktualizuje. Aktualizace rozsifené paméti
probéhne az v momenté, kdy chceme jeji lokalni kopii v cache zrusit a uvolnit.

Cache Casto funguje na principu LRU (Least Recently Used). To znamena, ze
pokud uz je cache plnd a dal$i proménna se do ni nevejde, tak posledni dobou
nejméné pouzivana proménnd uvolni misto nové prichozi proménné. P¥i vymazani
proménné z cache se pfepise jeji aktualni hodnota zpatky do externi paméti]E”E

Prekladaé¢ sam provadi urcité optimalizace kédu. Ovsem nic neni dokonalé. Pte-
kladac¢ se snazi pochopit strukturu kédu a kdyz najde néco, co umi vylepsit, tak
to vylepsi. Stale se ale vyplati optimalizovat si ¢asové narocné ¢asti saim. Preci jen
toho o fungovani algoritmu vime vice nez prekladac, ktery to musi rozpoznat ¢i
odhadnout ze zdrojového kédu. Na druhou stranu pouzitim vlastnich optimalizaci
mizeme zablokovat optimalizace, které mohl provést prekladac (zneprihlednili jsme
mu tim kéd) a ve vysledku mizeme dostat pomalejsi kéd.

To je v8e, co si k fungovani ¢erné skiinky fekneme. Blizsi zdjemce odkazuji na
literaturu o operacnich systémech, hardwaru a prekladacich.

Jestli ale nevite, jak to na vaSem pocitaci s vasim prekladacem vaseho oblibe-
ného programovaciho jazyka opravdu funguje, tak si s tim hrajte. Experimentujte.
Napiste si vlastni programek, ve kterém si zméftite, jak dlouho které pfikazy trvaji.
(Dobry programétor by mél védét, jak dlouho trvd séitdni oproti nésobeni. Jak
pomalé je ¢teni z disku, apod.)

1.8.2 Zasady pro psani efektivniho kédu

Ackoliv je situace slozita, je par zasad, kterych se mizeme drzet, abychom psali
efektivni kéd. V nasledujicim textu pouzivame slovo ,drahy“ ve vyznamu casové
narocny.

e Pristup do paméti je drahy. Méli bychom se snaZit vejit do cache. Pripadné
bychom méli nejprve dokoncit praci s proménnymi, které uz jsou v cache,
a pak se teprve vrhnout na nova data. Naptiklad pokud pracujeme s hodné

12Rozsifené paméti bézné fikame ,RAM.

13T¥eba az desetkrat.

14 P¥i optimalizaci kédu miizeme specidlnimi piikazy uréit, které proménné se maji/nemaji
ukladat do cache.

15 Pokud piseme kéd v assembleru, tak mtZzeme uréovat pfifazeni registrii proménnym. Bézné
to za nas udéla preklada¢. A musime uznat, ze to déla dobre.
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dlouhym polem, tak je rychlejsi délat vice prace na malych kusech, nez vicekrat
prochazet celé pole.

Varovani: V predchozich doporucenich jsme uvadeéli slova jako velky, maly
apod. Ta spravna velikost neni univerzalni, ale je na kazdém pocitaci jina.
Proto je nejlepsi experimentovat s riaznymi hodnotami parametra a vybrat tu
optimalni. Dalsi pfipominkou je, Ze nékterad zlepseni se vyplati az na hodné
velkych datech.

Pokud potfebujeme vynulovat ¢i prekopirovat velky kus paméti, tak je lepsi
pouzit funkce k tomu uréené (memset, memcopy).

Pokud se vSe nevejde do cache, tak mutze byt rychlejsi, kdyz si jednoduché
véci dopocitame znova, nez kdyz je hledame v rozsirené paméti.

e Zapisovani a ¢teni ze souboru je drahé. Pfipomernime, Ze vypisovani na
obrazovku se chova stejné jako zapis do souboru a tudiz, je také celkem drahé.
Hodné pomuze zavedeni bufferti. Potom staci zapisovat do souboru méné krat
a po vétsich kusech. To vede k vyraznému zrychleni. Také miizeme vyuzit
moznosti, namapovat si kus souboru do paméti, a s nim teprve pracovat.

e Podminky jsou drahé. Aby procesor fungoval rychleji, tak si nékteré véci
predpocitava. Naptiklad vi, Ze o par instrukci dal bude potiebovat urcitou
proménnou, tak si ji uz dopfedu zacne nahravat do cacheE Pokud je ale
nésledujici nezpracovand instrukce podminka (vétveni programu), tak se do-
predu nevi, jak dopadne a tudiz nevime, co si predpocitat. Procesor se ¢asto
pfipravuje na obé varianty a po vyhodnoceni podminky nepotiebnou variantu
zahodi. Tim promarni ¢ast svého casu.

Piiklad: Mdme proménnou a obsahujici bud 0 nebo 1. Pokud potiebujeme
zménit jeji hodnotu na opac¢nou, tak se d4 podminka s kédem nalevo piepsat
na kéd napravo

ifa=1thena:=0 a:=1—a
elsea:=1

e Registry procesoru jsou dnes 64-bitové, proto je lepsi zpracovavat data po 64

bitech a ne po mensich dilech. Toho se d& vyuzit napfiklad pfi zpracovavani
Fetézcl, obrazku a dalsich médii.
Z podobnych divodi se pamét zarovnava na 64 bitti. To znamend, Ze prvni
bit proménné zac¢iné na bitu v paméti, ktery je délitelny 64. Pro jednoduchost
si mlizeme predstavit, ze pamét funguje jako pole 64-bitovych polozek. Po-
kud bychom chtéli pfistoupit k nezarovnané 64-bitové proménné, tak budeme
muset precist dvé policka pole a z nich si vytahnout potfebné bity.

e Nékteré aritmetické operace jsou drahé. Napiiklad déleni. Déleni moc-
ninou dvojky, se da obejit bitovym posunem doprava (bitovd operace shift
doprava). Déleni zndmou konstantou uz ale stejnym zptisobem optimalizuje
preklada¢. Problém nastava, kdyz délime dopfedu neznamou promeénou. To
se pri kompilaci programu optimalizovat neda.

Celkoveé je dobré se déleni vyhnout. Naptiklad misto vypoc¢tu hashovaci funkce
modulo prvocislo, kde se prvocislo spocitd az za béhu programu a ulozi do pro-
ménné, si mizeme dopfedu zjistit vSechna prvocisla, které budeme pouzivat.
Pfi vypoctu hashovaci funkce pouzijeme switch, kterym se podle prvocisla

16Leckdy natazeni proménné do cache trva déle nez samotny vypocet. Oviem zalezi na tom, co
s proménnou poéitdme. Nékteré zbésilé vypocty (instrukce) trvaji mnohem déle nez natahovéni
proménné do cache.

17V takto jednoduchych piipadech to za nas udéla optimalizator piekladace.
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rozsko¢ime na optimalizovanou rutinu moduleni (modulo konstanta — optima-
lizace pfi déleni konstantou uz provede piekladac).

e K zajimavym trikiim patii pouziti zarazky. Napiiklad kdyZ prochazime pole
velikosti N a hledame hodnotu z, tak bézné v podmince cyklu kontrolujeme
dvé véci: jestli index aktualniho policka neprekrocil N a jestli neni hodnota
aktuélniho policka rovna x. Hledani miizeme zrychlit tim, Ze si do pole na
pozici N+1 ulozime x, které bude fungovat jako zarazka. Potom mame jistotu,
ze x vzdy najdeme, a mizeme podminku v cyklu zjednodusit na test, jestli
neni hodnota aktualniho policka rovnd x. AZ x najdeme, tak se podivame, na
kterém indexu lezi. Podle toho zjistime, jestli jsme x nasli a nebo jen netispésné
dosli az na konec pole.

e Mezi dalsi triky patfi pouZiti inline funkci, nahrazeni jednoduchych funkci
makrem (napf. pro vypocet minima, maxima, absolutni hodnoty apod.)

1.9 Spousta dalSich moZnosti

Moto: ,Vse co se ucime, se ucime tim, Ze to déldme.“

Reste pifklady z KSP (korespondenéni seminaf z programovani), programéator-
skych olympidd ¢i soutézi ACM programming contest a ucte se tim nové finty a
triky. Jejich zadani najdete na webu. Mizete ho Fesit i mimo soutéz, prosté jen pro
radost. U prvnich dvou najdete na webu i vzorové feseni.

1.10 Priklady

1. (Vyhodnocovani polynomu) V sekci o vypoctu hodnoty na zakladé pfedchozi
jsme si uk4zali, jak rychle spo¢itat hodnoty polynomu P(x) = az? + bx + ¢
ve v8ech bodech z € {1,...,n}. Potfebovali jsme je znat napiiklad proto,
abychom si nakreslili graf funkce. Ale co kdybychom si chtéli nakreslit pfesnéjsi
graf funkce P(z)? Co kdybychom chtéli znét hodnotu P(x) ve vSech bodech
0,0.1,0.2,0.3,...,n? Jak to co nejrychleji spocitat?

2. (Vypocet hodnoty na zakladé predchozi) Je dana posloupnost celych éisel.
Délka posloupnosti neni zndma. Posloupnost mize byt i tak dlouhd, Ze se
nevejde do paméti, ale jen na pevny disk.

(a) (Usek posloupnosti s nejvétsim souctem) Naleznéte v posloupnosti sou-
visly tsek s nejvétsim souctem. Vystupem algoritmu bude jen hodnota
nejvétsiho souctu. Napiiklad pro posloupnost 13 —11 —-582 —3 4 —8
bude vysledkem 11 (to je délka tseku 8 2 —3 4).

(b) (Nejdelsi hladky tsek posloupnosti) Urdete délku nejdelsiho souvislého
useku, v némz se libovolnéd dvé éisla 1isi pouze o 1. Naptiklad pro po-
sloupnost 576 77 8 8 79 99 bude vysledkem 5 (to je délka tseku 7 7
88 7).

(c¢) (Nejdelsi D-hladky tisek posloupnosti) Uréete délku nejdelsiho souvislého
tseku, v némz se libovolné dvé ¢isla lisi pouze o D.

Ndpovéda: existuje FeSeni s Gasovou slozitosti O(n).
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3. (Pfimé generovani vysledku) Mnozina @) obsahuje pouze takovd piirozend
c¢isla, ktera nejsou délitelnd ani jednim z prvocisel 2, 3 a 5@ Vypiste co
nejrychleji n-té nejmensi ¢islo mnoziny Q.

(a) Zkusme si to nejprve zjednodusit. Co kdybychom chtéli vypsat n-té
nejmensi pfirozené ¢islo, které neni délitelné 27 Je to moc jednoduché?
Tak jak co nejrychleji vypsat n-té nejmensi prirozené cislo, které neni
délitelné 2 ani 37

(b) Vyfeste tlohu pro zadana prvocisla 2, 3 a 5. Umite odpovédét v case
0O(1)? Pokud ano, tak jesté dokazte, ze je odpovéd spravné. To je, Ze jste
zadné ¢islo mnoziny () nevynechali.

(c) Zobecnéte feSeni ulohy pro k ruznych prvocisel.

4. (Rozklad ¢isla na soudet tfetich mocnin) Rozlozte ¢islo n € N na soudet dvou
tfetich mocnin pfirozenych c¢isel. Jinymi slovy najdéte a,b € N spliujici n =
a® + b3. Vypiste vSechna feseni.

(a) Nékdo by mohl najit nasledujici feseni. Prochdzime vSechna mozna a €
{0,1,...,|¥n|} a pro kazdé a spoc¢teme v/n — a3. Pokud bude vysledek
celociselny, tak jsme nalezli feseni. Toto TeSeni je samoziejmé spravné a
mé ¢asovou slozitost O(/n).

Zkuste ale vymyslet FeSeni, ve kterém budeme pocitat pouze s celocisel-
nymi proménnymi a vystacime si se s¢itanim a nasobenim. Da se vymys-
let FeSeni s ¢asovou slozitosti O(/n).

(b) Obé feSeni naprogramuje a porovnejte, jak rychle poéitaji pro konkrétni
n. Vyvodte z toho zavér, jestli je opravdu vyhodnéjsi pocitat v celoci-
selnych proménnych, nebo jestli to vyjde stejné, jako kdyz pocitame v
plovouci ¢arce a navic poc¢itdme funkce jako je odmocnina.

5. (Kruznice) Na kruznici je rozmisténo n bodt. Vzdalenost dvou bodi budeme
mérit po obvodu kruznice. Vzdélenosti libovolnych dvou bodt jsou celoci-
selné. Za¢neme v nejvyssim bodé a body si ocislujeme ¢isly 1 az n po sméru
hodinovych ruéi¢ek. Pro kazdé dva sousedni body (v pofadi podle oéislovani)
dostanete jejich vzadjemnou vzdélenost. Napiiklad pro kruznici s 5 body, mi-
Zete dostat vzdalenosti d(1,2) = 1, d(2,3) = 4, d(3,4) = 2, d(4,5) = 5,
d(5,1) =2.

(a) Rozhodnéte, jestli na kruznici existuji dva body takové, Ze jejich spojnice
prochézi stfedem kruznice. Pokud ano, tak takovou dvojici bod vypiste.
V piikladu kruznice s 5 body bychom mohli odpovédét (1,4), ale také
(3,5), protoze jejich spojnice prochazi stfedem kruznice.

(b) Rozhodnéte, jestli na kruznici existuji ¢tyfi body takové, ze tvofi étverec.
Pokud ano, tak takové 4 body vypiste.

Ndpovéda: Existuje FeSeni s ¢asovou slozitosti O(n).

6. (Fibonacciho ¢isla pfes mocnéni matic) Fibonacciho éisla jsou 0, 1, 1, 2, 3,
5, 8, ...Jsou definovany rekurenci Fy =0, Iy =1a F, = F, 1+ F,_5 pro
n > 2. Rovnost F} = F} a F5 := F| + Fy mizeme zapsat i pomoci matice:

18Pozor na odlisnost od ukazkové tlohy ze sekce o piimém generovani vysledku. Tam jsme
vyzadovali, aby ¢islo x € M bylo délitelné pouze prvocisly 2, 3 a 5. Tady vyzadujeme, aby nebylo
délitelné ani jednim z prvocisel 2, 3 a 5. Neni pravda, ze Q@ = N\ M, protoze napiiklad &islo
21 = 7 - 3 nepatfi ani do jedné mnoziny.
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Ozna¢me tuto matici tvaru 2 x 2 jako A. Pro vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla
tedy staci vymyslet, jak se da rychle spocitat n-t4 mocnina matice A.

Podobné

(a) Ukazte, Ze n-t4 mocnina libovolné matice B velikosti 2 x 2 se d4 spocitat
v ase O(logn).
Ndpovéda: Zamyslete se nad tim, jak byste poéitali B2, B4, B2.

(b) Jak rychle dokdzete spocitat ¢islo X,,, které je urc¢eno néasledujici reku-
renci: Xg =a, X1 =b, Xo =ca X,, =dX,,_1 +eX,_o+ fX,_3 pro
n > 3. Cisla a, b, ¢, d, e, f jsou pevné dané konstanty.

(c¢) Fibonacciho ¢isla se daji spoéitat i podle nasledujiciho vzorce:

s L (1B 1 (1-4B)"
"5 2 NG 2

Ukazte, jak tento vzorec souvisi s vlastnimi ¢isly matice A.

Nebylo by rychlejsi pocitat Fibonacciho ¢isla pfimo z tohoto vzorce nez
pfes mocnéni matic? Nebylo. Cisla ve vzorci jsou iraciondlni a jejich
vypocet s dostatecnou presnosti by byl stejné pracny jako mocnéni matic.
Vyzkousejte si to naprogramovat

Ndpovéda: Jakd jsou vlastni ¢isla matice A?

Poznamka: Kdyz si vzorec vycislite, tak zjistite, ze F), je priblizné 0,44 -
(1,61™ + (—0,61)™). Proto mtizeme F, podcitat jen jako 0,44 - 1,61" a
vysledek zaokrouhlit na nejblizsi celé ¢islo.

7. (Poc¢itani prvnich n prvoéisel) Napiste program, ktery vypiSe na obrazovku
prvnich N := 1000 prvocisel. U kazdého pristupu odhadnéte ¢asovou slozitost.

(a) Prochézejte postupné ¢isla 1, 2, 3,... (prochdzeni kandidatt) a aktualné
testované ¢islo k zkousejte délit viemi &isly 2,3,...,vk (testovani prvo-
C¢iselnosti).

(b) Jak miZzeme piedchozi vypoéet zrychlit? Ukladejte si nalezena prvodéisla
do paméti a pii testovani prvociselnosti zkousejte délit testované ¢islo &
pouze dosud nalezenymi prvodisly.

(c) Jak to urychlit jesté vice? Mizeme pfedem zamitnout nékteré kandidéty.
Napftiklad vSechna sudé cisla kromé 2 urcité nebudou prvocisly. Jak se
daji rychle generovat kandidati, ktefi nejsou délitelni 2 ani 37

19V algebie se muzete dozvédét, ze poéitani s celymi &isly, ke kterym ptriddme iracionélni &islo
tvaru y/a miizeme nahradit po¢itdnim s maticemi velikosti 2 x 2. Hovofime o okruhu celych &isel
a okruhu celych ¢isel rozsiteném o +/a.
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Pro odhad ¢asové slozitosti se vam bude hodit védét, ze pocet prvocisel men-
sich nez n je m(n) = n/lnn.

8. (Nejvétsi spolecnd podmatice) Dostaneme dvé matice A a B obsahujici pfiro-
zena Cisla.

(a) (nejvétsi spoleénd podmatice lezici na stejné pozici) Predpokladejte, zZe
obé matice maji stejnou velikost n x m. Najdéte nejvétsi obdélnik urceny
levym hornim a pravym dolnim rohem takovy, aby podmatice matic A
a B urcené timto obdélnikem obsahovaly stejna ¢isla.

(b) (nejvétsi spoleénd podmatice lezici na libovolnych pozicich) Tentokrat
mohou mit matice A a B ruzné velikosti. Najdéte rozméry obdélnika s
nejvétsim moznym obsahem takové, aby matice A, B obsahovaly pod-
matice téchto rozmeéri, které jsou stejné.

Rozmyslete si, o kolik slozitéjsi by bylo zaroven vypsat i polohy spolec-
nych podmatic.

9. (Podmatice s nejvétsim souctem) Dostanete matici A velikosti nxm obsahujici
prirozend cisla. Najdéte podmatici s nejvétsim souctem.



	Jak zrychlovat programy?
	Predpocítání si výsledku do pameti
	Výpocet hodnoty na základe predchozí
	Vyuzití predchozích hodnot
	Prímé generování výsledku
	Predzpracování dat
	Odstranení rekurze
	Odstranení opakujících se výpoctu
	Optimalizace pro hardware a operacní systém
	Jak to funguje uvnitr pocítace?
	Zásady pro psaní efektivního kódu

	Spousta dalších mozností
	Príklady


