Kapitola 1

Grafty a stromy

Co je to graf? Grafem v teorii graf myslime néco jiného nez je graf funkce nebo
napiiklad sloupcovy graf. Graf G je dvojice (V,E). Prvkim mnoziny V fikdme
vrcholy a prvkim E C {{u,v}|u,v € V } hrany.

Hrana e € F je neuspotfaddand dvojice vrcholt, tedy e = {u,v} pro u,v € V.
Vrcholy u, v jsou konce hrany e. Protoze v € e, tak fikdme Ze v nélezi do e, nebo
pouZijeme cizi slovo a fekneme, Ze v je incidentni s e. Casto existenci hrany vyja-
dfujeme slovy: ,vrcholy u, v jsou spojeny hranou e“, .z u vede hrana do v*, ,vrchol
u sousedi s vrcholem v“. Vrcholy, se kterymi je vrchol u spojen hranou, se nazyvaji
sousedi vrcholu u. Mnozinu vsech neuspofadanych dvojic vrcholi V' budeme znacit

‘2/) Potom se da& napsat, ze E C (‘2/)

Ackoliv je graf abstraktni pojem, ¢asto ho kreslime na papir. Vrcholy kreslime

jako ,puntiky“ a hrany jako ¢ary, které je SpOJU.Jl

L Ak

Grafem muzeme jednoduse zachytit celou fadu souvislosti mezi riznymi objekty:

Vztahy mezi lidmi. Vrcholy grafu jsou lidé, konkrétné V' = ( Adéla, Franta,
Kéaca, Lukas, Marek, Silvie ). Dva lidé jsou spolu spojeny hranou, pokud mezi sebou
maji urcity vztah. Naptiklad pokud spolu kamaradi.

Barveni mapy. ZjednodusSeni struktury ndm miiZze pomoci lépe a prehlednéji
vytesit pozadovany problém. Napiiklad chceme obarvit mapu Jizni Ameriky tak,

1Protoze takovych dvojic je presné (“2/‘).
2Nakresleni grafu je pfesné definovany pojem, o ktery se miizeme opiit v ditkazech. To uz ale
patii k pokrocilejsi matematice.
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aby sousedn{ staty mély jinou barvu (jinak by na prvni pohled vypadaly jako 1
velky stét). Nejprve si vytvofime pomocny graf. Do kazdého stdtu umistime vrchol
(napiiklad do hlavniho mésta) a vrcholy dvou stéti spojime hranou, pokud spolu
sousedi. Ted staci obarvit vrcholy grafu tak, aby vrcholy spojené hranou mély riz-
nou barvu.

Silniéni sit si také mfizeme zjednodusend zachytit grafem. Kiizovatky znazor-
nime jako vrcholy, a silnice, které je spojuji, jako hrany.
Dalnice Molonvays

Rychlesini sinice Expressways

F o
»d
A Celostain sinice National roads
~
O

Regiondlni silnice Regional raads
Hranica GR Berdars of the Czach Republic

Kazda silnice ma svoji délku. Tuto délku mizeme piipsat ke kazdé hrané. Do-
staneme tim ohodnoceny graf. Ohodnoceny graf G je graf G = (V, E), ke kterému
pridame funkci h : B — R, ktera kazdé hrané e pfifadi hodnotu h(e).

Teoreticky by se mohlo stat, ze dvé krizovatky budou spojeny dvémi ruznymi
silnicemi. Jinymi slovy, mohlo by se stat, ze dva vrcholy budou spojeny dvémi riz-
nymi hranami. BéZné grafy nam neumoznuji takové véci zachytit. Museli bychom
pojem grafu zobecnit tak, Ze kazdé hrané prifadime jeji nasobnost N : E — N. Na-
sobnost vyjadiuje, kolikrat je hrana v grafu zastoupena. Tim dostaneme multigrafy.



Jiné zavedeni multigrafti pracuje se zobrazenim, které kazdé hrané pritadi dva
vrcholy, které jsou jeji konce. To uz je blize tomu, jak multigrafy pouziva progra-
mator.

multigraf

V nékterych aplikacich se miZeme pouZziti multigrafit (a ndsobnych hran) vy-
hnout tim, Ze na jednu hranu umistime fiktivni vrchol/kfiZovatku, ktery hranu
rozdéli na dvé.

‘Web. Chtéli bychom si znazornit ,strukturu“ webovych stranek. Vrcholy grafu
budou webové stranky. Dva vrcholy (webové stranky) spojime hranou, pokud z
jedné stranky vede odkaz do druhé. Jak je ale vidét, tento vztah neni symetricky. Ze
stranky A muze vést odkaz na stranku B, ale naopak uz to platit nemusi. Abychom
lépe zachytili strukturu webu, tak z kazdé hrany udélame Sipku. Z vrcholu A povede
Sipka do vrcholu B, pokud ze stranky A vede odkaz na stranku B. Dostaneme tim
orientovany graf.

http://moje.cz

Orientovany graf je graf, kde kazdé hrané udélime orientaci. Na obrazku se da
Fici, Ze z hran udélame Sipky. Formalné, orientovany graf G = (V, E), kde V jsou
vrcholy a E C V' x V jsou hrany. Hrany jsou orientované, v prvnim vrcholu zac¢inaji
a ve druhém konéi. Proto (u,v) # (v, u).

V orientovanych grafech se mize stat, ze existuje hrana zy € F, ale i yx € E.
Dokonce se muze stat, ze v grafu bude hrana zax € E. Takovym hranam fikdme
smycky.

http: / /myhomepage com

http: //thelrpage com

Odkud pochazi nazev hrana, vrchol? Pochézi z mnohosténii. Mnohostény,
napfiklad krychle, maji také vrcholy a hrany. Vrcholy jsou body a hrany jsou tsecky
spojujici dva vrcholy. Jak spolu souvisi mnohostén a graf? Ke kazdému mnohosténu
muZeme najit graf popisujici jeho strukturu. Pfedstavte si mouchu, které si sedne na
sténu velké sklenéné krychle. Skrz sklenénou krychli moucha uvidi obrazek napravo.
Ten odpovidéa nakresleni grafu.

il

I
I
I
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Znaceni pouzivané této knize. Pokud mluvime pouze o grafu, tak myslime
oby¢ejny neorientovany graf. Kdyz bychom chtéli mluvit o jiném grafu, tak to vzdy
zdiraznime.

Protoze budeme grafy pouZivat hodné ¢asto a vétSinou budeme pracovat jen s
jednim grafem G, tak budeme pocet vrcholi grafu G oznacovat pismenem n a pocet
hran pismenem m. Také budeme zjednodusené psat uv € E misto {u,v} € F a v
orientovanych grafech uwv € E misto (u,v) € E.

1.1 Grafové pojmy

Abychom mohli s grafy pracovat a jednodusSe popsat, co s grafem délame, potiebu-
jeme znat zakladni grafové pojmy.

e Izomorfismus: Izomorfismus neni nic jiného néz pirejmenovani vrcholi. Graf
G je izomorfni s grafem H préavé tehdy kdyz existuje bijekee f : V(G) — V(H)
takovd, ze zy € E(G) <> f(x)f(y) € E(H).

b a
1 4
p 5 ¢ !
3 6 d e

Jsou vysSe nakreslené grafy izomorfni? Najdéte bijekci.

e Doplnék grafu: Doplnék grafu G (znacime G) je graf (V(G),E), kde E =
(V(2G)) \ E(GQ) = {zy|zy ¢ E(G)}. Jinymi slovy, hranami doplitku G jsou
yhehrany“ grafu G.

!

e Stupen vrcholu: Stupen vrcholu v v grafu G je pocet jeho sousedi:

deg v := |{vz € E(G) : proVz € V}|.

e Podgraf grafu: H je podgraf grafu G (zna¢ime H C G) pravé tehdy kdyz
H je graf a V(H) C V(G), E(H) C E(G). Jinymi slovy, podgraf H vznikne
z grafu G vymazanim né€kterych hran a nékterych vrchold véetné hran z nich
vedoucich. Obracené bychom mohli ¥ici, ze G je nadgraf grafu H. Misto ,H
je podgraf G“ nékdy fikadme, ze graf G obsahuje H.

e Indukovany podgraf: H := G[W] je podgraf grafu G indukovany mnoZinou
W C V pravé tehdy kdyz V(H) =W C V(G) a E(H) C E(G)N (v;/) Jinymi
slovy, graf G[W] vznikne z G vymazanim vrcholi V' \ W v¢etné hran z nich
vedoucich. Pokud nechceme mnozinu W vyslovené uvadét, tak fekneme, ze H
je indukovany podgraf grafu G (indukovany néjakou mnozinou, ktera se stane

V(H)).

A B A B A ~ B
graf G podgraf Hy podgraf Ho
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Na obrazku je graf G, jeho indukovany podgraf H; = G[{4, B, C}] a podgraf
Hjy C G, ktery neni indukovanym podgrafem.

e Jednoduché operace na grafu G = (V, E):

1. pfidani hrany: G + e := (V, E U {e})
2. smazani hrany: G — e := (V, E \ {e})
3. smazani vrcholu: G — v := (V\ {v},E\ {vw € E : proVw € V})

e Hranové maximalni graf: Graf G je hranové mazximdlni pro n&jakou gra-
fovou vlastnost A, pokud G spliuje vlastnost A a zadny z grafu G + xy,
zy & E(G), uz ji nesplituje.

nosti naleznete v nasledujici sekci s grafovou botanickou.

e Maximalni/minimélni graf: Graf G je mazimdini/minimdlni pro néjakou
grafovou vlastnost A, pokud G spliluje vlastnost A a zadny nadgraf/podgraf
uz ji nespliuje.

V algoritmech ¢asto hleddme maximélni/minimalni graf s urcitou vlastnosti.
Jak ale grafy porovnavame? Ktery je mensi a ktery veéts$i? Za usporadani
na grafech bereme relaci byti podgrafem. Relace byti podgrafem je relace
castecného uspofédéniﬂ Podivejme se ptiklad na obrazku. Napravo mame 6
podgrafi grafu G, ktery je nalevo (velky graf).

e H,y H»
/.\ //

Pro grafy G, Hy, Hy plati H, € H; C G. Podobné Hs; C H, C Hjs. To
urcuje usporadani na podgrafech. Ne kazdé dva podgrafy jsou porovnatelné,
napiiklad Hy a Hs (ani jeden neni podgrafem druhého).

Pozor, je potieba rozlisSovat dva pojmy — maximalni a nejvétéiE] Prvek je
maximéalni, pravé tehdy kdyz neexistuje zadny vétsi. Prvek je nejvétsi, pravé
tehdy kdyz je vétsi nez vSechny ostatni. Podobné pro minimalni a nejmensi
prvek.

Na obrazku je G nejvétsim podgrafem, protoze obsahuje vSechny ostatni jako
podgraf. Podgrafy H, a Hs jsou miniméalnimi neprazdnymi podgrafy, ale
ani jeden z nich neni nejmensi neprazdny podgraf. Nejmensim podgrafem je
prazdny podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy, ale ani 1 hranu.

Jako zékladni ucéebnici teorie grafi mizeme doporucit Matouska, Nesettila: Ka-
pitoly z diskrétni matematiky [2]. Pro pokro¢ilejsi teorii anglickou udebnici Diestel:
Graph Theory [1].

3Relace R je cdstecné uspordddni, pokud je reflexivni (x Rz pro kazdé x), antisymetricka (zRy
a yRx = z = y pro kazdé z,y) a tranzitivni (xRy a yRz = xRz pro kazdé z,y, z). Vice napfiklad
viz Matousek, Neset¥il [2].

4 Angli¢tina pro to ma dva pojmy maximal a maximum.
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1.2 Grafova botanicka

Grafy, které spliuji ur¢itou vlastnost, maji sviij nazev. Mezi zakladni ,,druhy“ grafa
patii:

e Uplné grafy Uplny graf obsahuje viechny mo#né hrany: K,, = ([n], ([g‘])),
kde [n] ={1,2,...,n}.

IPETRANER V<

e Cesty: Cesta je neprazdny graf P = (V,FE), kde V. = {zg,21,...,2%} a
E = {zox1,2122, Tox3, . .., Tp_12k }. Vrcholim xg a xy, Fikdme koncové vrcholy
cesty. Ostatni vrcholy jsou vnitini. Délka cesty je pocet hran na cesté.

° o/. o/.\o P N P o/.\./.\o P

PO 1 2 3 4

e KruZnice: KruZnice je neprazdny graf P = (V, E), kde V = {xg, 21, ..., 21}
a B = {zox1, 2122, 2273, ..., Tp_12k} U {zpzo}. Délka kruinice je jeji pocet
hran.

A, <, G 0 O

Podgrafy grafu G, které jsou izomorfni vySe uvedenym druhtim, ¢asto bereme
jakou soucast grafu. Napriklad cesta v grafu je podgraf izomorfni cesté.

e Cesta v grafu: Cesta v grafu G je podgraf grafu G, ktery je izomorfni cesté.
Nékdy za cestu P v G bereme posloupnost vrcholt (zg, x1, ..., x) takovou,
7e x;_12; € E(G) proi € {1,2,...,k}. Rikdme, Ze cesta P vede mezi vrcholy
To a xp. Proto ji nékdy znacime jako xgPxj. Diky tomu mizeme jednoduse
oznacovat ,podcesty” (pro 0 <i < j <k):

Px; :=(xg...x;)
P o= (x ... xk)

.Z‘iP.I‘j = (.’L‘ICL‘J)
ale i nékteré operace, napiiklad zfetézeni isekt x Py a yQz je cesta zPyQ)z.

e KruzZnice v grafu: Kruznice v grafu G je podgraf grafu G, ktery je izomorfni
kruZnici. Nékdy za kruZznici C' v G bereme posloupnost vrchold (zg, 21, . . ., Tk)
takovou, ze z;_12; € E(G) proi € {1,2,...,k} a zoxy, € E(G).

e Hamiltonovské kruznice: KruZnice je hamiltovnoskd pravé tehdy kdyz ob-
sahuje vSech n vrchola grafu.

e Souvislost grafu: Graf G je souvisly, pokud mezi kazdou dvojici vrcholi
x,y € V existuje cesta.

e Klika v grafu: Klika v grafu G je indukovany podgraf grafu G, ktery je
izomorfni dplnému grafu. Nékdy za kliku bereme pouze podmnozinu vrchola
Q C V(G) takovou, ze kazdé dva vrcholy x,y € @ jsou spojeny hranou zy €
E(G).

5Hovorové ,tpliiaky“.
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e Nezavisla mnozina v grafu: Vrcholy grafu G, mezi kterymi nevede Zadn4
hrana, se nazyvaji nezdvislé. Nezdvisla mnozina W C V(G) v grafu G je mno-
zina navzajem nezavislych vrchold. Podgraf G indukovany nezavislou mnozi-
nou je doplitkem uplného grafu.

e Stromy: Strom T je souvisly graf bez kruznic. Pokud zakadzeme pouze kruz-
nice, ale nevyZzadujeme souvislost, tak dostaneme graf skladajici se z nékolika
stromi. Takovému grafu se ¥ika les. Vrcholy stromu stupné 1 se nazyvaji listy.

O stromech koluje i nékolik grafovych vtipt: Vite, pro¢ pafez neni strom?
Protoze obsahuje kruiniceﬁ A vite, ze souvisly les je strom?

e Kostry: Kostra grafu G je strom T C G na vSech n vrcholech.

e Bipartitni graf: Graf G = (V, E) je bipartitni, pravé tehdy kdyz muZzeme
jeho vrcholy rozdélit do dvou mnozin Vi a Vs tak, ze kazda hrana vede mezi
ViaV, V=V UV, Mnozindm V; a V5 se fikd partity grafu.

Piiklad: V nésledujicim grafu je cesta (B,C,D,E, H,F) vyznalena tucné.
Daéle graf obsahuje kruzmici (D, E,F,G,H,I), ale i kruznici (E,I,F, H). Klika
{E,F,H, I} je vyznaena Sedé a nezavisld mnozina {A, C, E, G} m& vrcholy ozna-
Ceny bile.

F

I H

Rozmyslete si, jestli je vyznacena klika i nezavisla mnozina maximéalni. Také si
rozmyslete, jak vypadd miniméalni souvisly podgraf tohoto grafu.

1.3 Rovinné grafy

Graf ¢asto kreslime do roviny (na papir). Vrcholy kreslime jako ,puntiky“ a hrany
jako ¢ary, které je spojuji. Obrazku fikdme nakresleni grafu do roviny. Graf je ro-
vinng, pokud lze nakreslit na papir bez kiizeni hran. Nakresleni do roviny bez kfizeni
hran se fik& rovinné nakresledni grafu. Jako priklad rovinnych grafti uvedme graf
sousedicich stat Jizni Ameriky, graf silni¢éni sité bez mostu a tuneli.

Pokud dostaneme nakresleni grafu, které neni rovinné, tak to jesté neznamena,
ze graf neni rovinny. Kazdy graf ma fadu Spatnych nakresleni. Pro rovinnost staci,

MV

prekreslit jako na nasledujicim obréazku.

ANV 2

Ted vezme do ruky nitZky a papir, na kterém je nakreslen graf, rozstiithdme
obrazek podél nakreslenych hran. Stény rovinného grafu jsou souvislé kusy roviny,

6letokruhy
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na které se rovina rozpadne. Napfiklad graf na predchozim obrazku vpravo ma 4
stény (3 vnitini a 1 vnéjsi). Pozor, sténa je definovéana pouze pro rovinné nakresleni.

Véta 1 (Eulerova formule) V rovinném grafu G = (V, E) plati
1. |V|I+|S|=|E|+2.
2. |E| <3|V|—6.

Stejnd formule plati o pro konvexni mnohostény (krychle, osmistén, ...). Neni
divu, vzdyf moucha sedici na sténé sklenéného mnohosténu vidi vrcholy a hrany
jako rovinny graf (rozmyslete si, pro¢ je graf rovinny).

Druhé tvrzeni véty je dtsledkem prvniho. M4 velky vyznam pro odhad casové
slozitosti algoritmi pracujich na rovinnych grafech. Ukazuje totiz, ze rovinny graf
nemuze mit pfili§ mnoho hran. Pocet hran je m < 3n — 6 = O(n).

Rada problémii se da v rovinnjch grafech Fesit rychleji nebo jednoduseji nez v
obecnych grafech. Ptikladem je barveni vrchold grafu co nejmensim poctem barev
tak, aby kazdé dva vrcholy spojené hranou méli rtiznou barvu. V obecnych grafech
je to velmi t&zké!]

Véta 2 (o 4 barvach) Vrcholy rovinného grafu lze obarvit 4 barvami tak, aby
Zadnd hrana nespojovala dva vrcholy stejné barvy.

Véta o 4 barvach je jednou z prvnich vét, ktera byla dokazana s pomoci poéitaéeﬁ
Zkuste najit ptiklad rovinného grafu, jehoz obarveni potfebuje alespon 4 barvy.

O rovinném nakresleni grafu. Podivejte se na graf na obrazku. Je to rovinny
graf?

G

Jak poznat, jestli je graf rovinny? Rovinné grafy jsou pomérné krasné cha-
rakterizovany néasledujici vétou.

Véta 3 (Kuratowski) Graf G je rovinng prdvé tehdy kdyZ neobsahuje déleni Ky
nebo déleni K3 3 jako podgraf.

Déleni K5 je graf, ktery vznikne z K5 tak, Ze nékteré jeho hrany podrozdélime.
Podrozdéleni hrany uv € E je nahrazeni hrany uv cestou uPv, kde cesta P obsahuje
samé nové pridané vrcholy (kromé u a v).

Kuratowského véta se da pouzit v teoretickych dikazech nebo pro nalezeni ,cer-
tifikdtu“ nerovinnosti grafu (kdyz se nékdo zeptd, pro¢ graf neni rovinny, tak mu
ukézete déleni K5 nebo Kj 3, které je podgrafem). Algoritmicky je véta téméf ne-
pouzitelna.

"Barveni obecného grafu je NP-tplny problém.
8Pocita¢ nalezl 4-obarveni mensich grafti z ditkazu, pomoci kterych se da obarvit libovolny
rovinny graf.
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Jak najit rovinné nakresleni grafu? Existuje nékolik algoritmt, které ndm
naleznou rovinné nakresleni grafu a nebo odpovi, Ze graf neni rovinny. Ackoliv je
jejich ¢asova slozitost jen O(n), jsou pomérné komplikované (jejich docela dobry
prehled naleznete v anglické Wikipedii pod heslem ,planarity testing®). Pokud ne-
vyzadujeme dobrou ¢asovou slozitost, tak ndm pomérné dobfe poslouzi nasledujici
heuristika.

Pruzinkova heuristika: Heuristika vyuziva fyzikalnich zakont. Model, ktery si
vytvotime, odsimulujeme na poéitaci. Po ur¢itém mnoztvi krokt (iteraci) dostaneme
TeSeni, které sice neni pfesné, ale je mu velmi blizko.

Zacneme s libovolnym nakreslenim grafu. Hrany grafu nahradime pruzinkami
a do vrchold umistime néboje, které se vzajemné odpuzuji. Potom nechame sily
pisobit (odpudivé sily mezi vrcholy proti pfitazlivym silam pruZinek). Plisobenti sil
realizujeme tak, Ze v nékolika iteracich pro kazdy vrchol spocitadme, kam se pohne.
Skonc¢ime, az nalezneme ,témér” rovnovazny stavﬂ Odpudivé sily rozprostfou graf
do co nejvétsi plochy, ale pruziny drzi vrcholy spojené hranou blizko u sebe. Diky
tomu dostaneme rovinné nakresleni (pokud je graf rovinny).

Véta 4 (Fary) Kazdy rovinng graf G se dd nakreslit do roviny tak, aby vrcholy
odpovidaly bodim a hrany odpovidaly rovnym useckam.

Rovinné nakresleni grafu mé radu aplikaci. Naptiklad pfi ndvrhu jednovstvych
tisténych spoju, anglicky VLSI designs.

M £

o ome

1.4 Stromy

Stromy jsou velmi dulezitou tfidou grafti. Maji velmi jednoduchou strukturu a proto
se v nich fada véci spocita velmi jednoduSe — témér trividlné. Diky nasledujicim

vvvvvv

Nésledujici Lemma shrnuje zakladni vlastnosti stromu, které lze brat i jako
ekvivalentni definice stromu.

Lemma 1 Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

o T je strom
o T je souvisly graf s n — 1 hranami.

(minimdlng souwvisly podgraf) Pfiddnim libo-
volné hrany kT vznikne kruznice.

(jednoznacnost cesty) Mezi libovolnymi
dvémi wvrcholy T wvede jednoznacné urcend

cesta. strom T

9Pozor na oscilace! Soustava pruzinek se ¢asto rozkmita. Proto je vhodné k pohybu vrcholi
pridat tfeni, které oscilace ztlumi.
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Jednoznac¢nou cestu z vrcholu x do vrcholu y ve stromé T budeme znacit xT'y.
Vrcholy stromu stupné 1 se nazyvaji listy.

Kazdy strom miizeme zkonstruovat z jednoho vrcholu postupnym prilepovanim
list@. Tato rekurzivni konstrukce se velmi hodi jak v dtikazech, tak v algoritmech.
Nahlédnout to muzeme analyzou pozpatku. Natoc¢ime si film o tom, jak postupné
odtrhavame listy (najit list a odtrhnout je jednoduché). Kdyz si film pustime po-
zpatku, uvidime jak strom vzniké z jednoho vrcholu postupnym prilepovanim listi.

1.5 Zakorenéné stromy

V algoritmech se castéji setkdme se stromy, které maji jeden vyznacny vrchol —
kotfen. Kdyz pracujeme se stromem, tak vétsinou v jednom vrcholu za¢neme a z néj
postupujeme do dalsich vrchold. Prikladem takového stromu je strom rekurzivnich
volani (vrcholy jsou instance funkcﬂ; 2 instance funkce jsou spojeny hranou, pokud
jedna zavolala druhou). Zacneme v hlavni funkci a odtamtud voldme vSechny ostatni
funkce.

P¥i popisu algoritmi se bez zakofenénych stromt neobejdeme. Casto je pouzi-
vame, aniZz bychom rozuméli vSem pojmiim, a proto si je pojdme ujasnit.

Zakorenény strom T je strom s jednim vyznacnym vrcholem, ktery nazyvame
koren. Misto slova vrchol, se nékdy pouziva termin wuzel, oba terminy maji stejny
vyznam. Pfedstavme si, Ze jsme hrany stromu zorientovali smérem od kofene (z
hran se staly Sipky). Vrcholy, ze kterych nevychazi zadné Sipka, se nazyvaji listy.
Ostatni vrcholy jsou vnitini vrcholy stromu.

Vrchol w je syn (pfimy ndslednik) vrcholu v, pokud z v vede Sipka do w. Naopak
v je otec (pFimy predchidce) vrcholu wE Kazdy vrchol kromé kofene ma prave
jednoho otce, ale obracené jeden vrchol miize mit libovolny pocet synt. Vrchol u je
ndslednik (potomek) vrcholu v, pokud v lezi na cesté z kofene do u. Naopak v je
predchidce u.

Podstrom uréeny vrcholem x je podgraf T' indukovany vSemi nasledniky vrcholu
x. Tento podstrom je opét zakorenénym stromem s kofenem z. Podstrom urceny z
je ten kus grafu, ktery odpadne od zakotfenéné ¢asti, kdyz prefizneme hranu vedouci
mezi x a jeho otcem y. Proto nékdy podstromu uréenému z fikame vétev y.

e Stuperi vrcholu x v zakofenéném stromé T je pocet jeho syni.

e Hloubka vrcholu x v T je délka cesty z kofene do z. Kofen je tedy v hloubce
nula.

Hloubka stromu T je nejvétsi hloubka v T', tedy délka nejdelsi cesty od kofene
k listu.

k-td hladina stromu T je mnozina vSech vrchol stromu T lezicich v hloubce
k. Hladiny zaciname pocitat od nulté.

Sirka stromu T je velikost nejvétsi hladiny ve stromé 7.

Vyska stromu T je pocet hladin, coz je hloubka stromu 7" plus jedna.

Do obrazku orientaci hran ¢asto nekreslime. Hrany jsou orientovany z vrcholu
leziciho vysSe do vrcholu leziciho nize. Proto kreslime syny vrcholu x pod vrchol

10Ty, co se uklada na zasobnik.
1 Né&kdy se ve stejném vyznamu jesté pouzivaji pojmy ,rodic“ a ,déti.
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x, navic ¢asto rovnadme zleva doprava. Muzete si to predstavit tak, ze graf uva-
zany z kulicek a provazkiu chytneme za kofen, ktery zvedneme. Kdyz tento model
priplacneme a otiskneme na tabuli, dostaneme spravné nakresleni.

Piiklad: Na obrizku vpravo je zakoienény e
strom T o 7 vrcholech s kofenem A. Vrchol B je
otec vrcholi D, E. Naopak D, E jsou synové vr-
cholu B. Vrcholy A, C jsou ptredchudci vrcholu F' e @
a G je jeho jediny néslednik/potomek. Podstrom
urceny vrcholem B je indukovan vrcholy B, D, E.

Podstrom urceny vrcholem C' je indukovan vrcholy Q e e
C, F,G.

Sitka stromu T je 3, hloubka stromu T je také 3

a vyska stromu T je 4. V nulté hladiné je pouze @
vrchol A. Vrcholy ve 2. hladiné jsou {D, E, F'}

Casto pracujeme se specidlnimi stromy. Bindrni strom je strom, ve kterém ma
kazdy je vrchol nejvyse dva syny. Ty potom Casto oznacujeme jako levého a pravého
syna. Obecné, k-drni strom je strom, ve kterém ma kazdy vrchol nejvyse k synt.

Stromovd datovd struktura je reprezentace stromu v pocitaci. V kazdém vrcholu
stromu v si budeme pamatovat hodnotu z(v), které se fika kli¢ (key).

P1i reprezentaci stromu v pocitaci je dulezité, abychom se z kazdého vrcholu
uméli dostat k jeho synim a z kazdého vrcholu, kromé kotene, k jeho rodici. Je
jedno, jestli si strom reprezentujeme dynamicky pomoci ukazatelt (pointril) a nebo
staticky v poli.

V reprezentaci stromu si ¢asto nepamatujeme pamatovat odkazy na otce. A to
proto, Ze je muzeme zjistit jinak. Témér vzdy prochazime strom od kofene az se
dostaneme do vrcholu v. Béhem priichodu si mtzeme vrcholy na cesté od korene k
v ukladdat na zasobnik. Tim ziskdme dokonce vSechny predchtdce vrcholu v.

1.6 Priklady

1. (Graf zndmosti) Vrcholy grafu jsou jména lidi a dva vrcholy jsou spojeny hra-
nou, pokud se 2 lidé odpovidajici vrcholiim znaji. Dokazte néasledujici tvrzeni:

(a) V kazdé skupiné n > 2 lidi jsou dva, ktefi znaji stejny pocet lidi ze
skupiny.

(b) Mezi Sesti lidmi vzdy existuji 3 lidé, ktefi se vzdjemné znaji a nebo 3
lidé, ktefi se vzajemné neznaji

(¢) Kazda skupina lidi mize byt rozdélena na dvé skupiny tak, aby aspoii
polovina znamych ¢lovéka X byla v jiné skupiné nez X, pro kazdého
¢lovéka X.

(d) Pokud kazdy ¢lovék zné alesponl polovinu lidi ze skupiny, tak mtzeme
lidi posadit kolem kulatého stolu tak, aby kazdy sedé€l mezi lidmi, které
Zna.

2. (Nakresleni grafu) Na Obréazku jsou 3 domecky a 3 studny. VaSim tkolem
spojit kazdy domecek s kazdou studnou pésinou tak, aby se pésiny vzadjemné
nekfizili.

12Toto pozorovani jde zobecnit. Existuje piirozené &islo R(m, n) takové, Ze mezi alespoti R(m,n)
lidmi vzdy existuje m lidi, ktefi se vzajemné znaji a nebo n lidi tak, Ze se vzajemné neznaji. Rika
se tomu Ramseyova véta.
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Nezkousejte to ale déle jak 10 minut, radéji dokazte, proc¢ to nejde.

3. Jaky je maximalni pocet vrcholi binarniho stromu o h hladinach? A jaky je
maximalni pocet vrcholi k-arntho stromu o h hladindch? Co z toho plyne pro
minimalni vysku téchto stromt? Kolik mize byt maximélni vyska binarniho
stromu?

4. Dokazte, ze v bindrnim stromé je pocet vnitinich uzld stupné dva roven poctu
list@t minus jedna.

5. Dokazte, ze v kazdém bindrnim stromé s L listy existuje podstrom s | €
(L/3,2L/3) listy.
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