
1. Pracujeme nad Z3
5. Pro báze A,B dané sloupci matic A =



1 4 3
2 1 1
1 1 4


 , B =



1 4 2
2 4 0
1 1 1




Řešeńı: Připomeňme si základńı pojmy: Necht’ A = {a1, a2, . . . , an} (tedy vektory ai jsou
sloupce matice A) je báze. Necht’ vektor x má vyjádřeńı x =

�n
i=0 αiai, pak souřadnicemi

vektoru x vzhledem k bázi A rozumı́me koeficienty α1,α2, . . . ,αn a vektor souřadnic znač́ıme
[x]A = (α1,α2, . . . ,αn)

T .

Např́ıklad tedy, pokud bychom měli kanonickou bázi (značme K = In), pak [x]K = x.

Matice přechodu: mějme A,B dvě báze jako v zadáńı, pak matićı přechodu od A k B
rozumı́me matici B [ id]A, po které chceme, aby pro každý vektor x platilo: [x]B = B [ id]A[x]A.
Tedy ze souřadnic v bázi A nám udělá souřadnice v bázi B.

(a) Určete matici přechodu od souřadnic báze A ke kanonické bázi.

Řešeńı: Napřed se zamysleme:

• Pro který vektor v plat́ı:

[v]A = (1, 0, 0)T

To je jednoduché:

[v]K = 1A∗,1 + 0A∗,2 + 0A∗,3

= 1



1
2
1


+ 0



4
1
1


+ 0



3
1
4




• Pro který vektor u plat́ı:

[u]A = (0, 1, 0)T

To je jednoduché:

[u]K = 1A∗,1 + 0A∗,2 + 0A∗,3 =



4
1
1




• Pro který vektor w plat́ı:

[w]A = (1, 2, 3)T

To je jednoduché:

[w]K = 1A∗,1 + 2A∗,2 + 3A∗,3

=



1 4 3
2 1 1
1 1 4






1
2
3




Násobeńı A[x]A odpov́ıdá lineárńı kombinaci sloupc̊u A kde koeficienty jsou jednotlivé
souřadnice. Tedy

K [ id]A = A
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(b) Určete matici přechodu od souřadnic kanonické báze k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Z předchoźıho v́ıme, že [x]K = B[x]B . Užijeme krásné věty lineárńı algebry,
která ř́ıká, že dimenze řádkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky řečeno:
když jsou nezávislé sloupce, jsou nezávislé i řádky a tedy matice je regulárńı. Tud́ıž
existuje inverzńı matice B−1, kterou násob́ıme zleva a dostaneme: B−1[x]K = [x]B .
Vid́ıme tedy, že B [ id]K = B−1.

Můžeme psát postupně:

[x]K = K [ id]B [x]B
(vynásob́ıme inverzem zleva, to můžeme, K [ id]B je regulárńı matice)

(K [ id]B)
−1

[x]K = (K [ id]B)
−1

K [ id]B [x]B

(K [ id]B)
−1

[x]K = [x]B

tedy vid́ıme, že:

B [ id]K = (K [ id]B)
−1

(c) Určete matici přechodu od souřadnic báze A k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Už umı́me převést souřadnice od báze A ke kanonické a od kanonické k bázi
B prostým složeńım těchto zobrazeńı dostaneme požadovanou matici přechodu. Tedy

B [ id]A = B [ id]KK [ id]A = B−1A
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2. Určete matici lineárńıho zobrazeńı f : Z3
5 → Z2

5, o kterém v́ıte: f
�
(1, 2, 3)T

�
= (1, 2)T

f
�
(3, 2, 1)T

�
= (2, 1)T f

�
(4, 4, 3)T

�
= (0, 2)T

Řešeńı: Lineárńı zobrazeńı je dáno t́ım, kam zobraźı bázi. Ověřte, že vektory (1, 2, 3)T , (3, 2, 1)T , (4, 4, 3)T

tvoř́ı bázi prostoru Z3
5, označme tuto bázi B. Pak máme jednoduše K [f ]B =

�
1 2 0
2 1 2

�
.

Pomoćı znalost́ı o převodech mezi bázemi pak můžeme psát:

K [f ]K = K [f ]BB [id]K

= K [f ]B (K [id]B)
−1

=

�
1 2 0
2 1 2

�
·



1 3 4
2 2 4
3 1 3




−1

=

�
1 2 0
2 1 2

�
·



3 0 1
4 4 1
4 2 4




=

�
1 3 3
3 3 1

�

• Je toto zobrazeńı prosté? Řešeńı: Pokud bychom měli f(x1) = f(x2), pak 0 = f(x1)−
f(x2) = f(x1 − x2) a tedy x1 − x2 je netriviálńı vektor z kernelu. Tedy zobrazeńı je
prosté, pokud je dimenze jádra rovna nule.

• Pokud neńı prosté, najděte kolizi (tj. dva r̊uzné vektory takové, že f(x1) = f(x2)).
Řešeńı: Stač́ı naj́ıt netriviálńı vektor x z kernelu (jádra matice f), pak v́ıme, že f(0) =
f(x) = 0.

• Je na? Řešeńı: Zobrazeńı f : U → V je na právě když je dimenze sloupcového prostoru
matice f rovna dimenzi V .
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3. Odvod’te součtové vzorce pro sin(α+ β) a cos(α+ β) pomoćı matic zobrazeńı.

Řešeńı: Použijeme matici pro rotaci o úhel okolo počátku. Jedná se o lineárńı zobrazeńı
složeńım dvou rotaćı dostaneme rotaci o součet př́ıslušných úhl̊u, proto dostáváme:

�
cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

�
=

�
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

��
cos(β) − sin(β)
sin(β) cos(β)

�
.

Tedy sin(α+β) = sin(α) cos(β)+sin(β) cos(α) a cos(α+β) = cos(α) cos(β)−sin(α) sin(β).
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4. Dokažte, že derivace polynomu je lineárńı zobrazeńı. Napǐste matici derivace pro prostor
reálných polynomů stupně nejvýš pět. Jak urč́ıte matici druhé derivace?

Řešeńı: Reálné polynomy tvoř́ı vektorový prostor. Derivace přǐrad́ı polynomu polynom,
součtu polynomů přǐrad́ı součet jejich derivaćı a alfa-násobku polynomu přǐrad́ı alfa-násobek
jeho derivace.

Pokud ṕı̌seme vektor polynomu P (x) = p0+p1x+p2x
2+p3x

3+p4x
4+p5x

5 jako (p0, p1, p2, p3, p4, p5)
T ,

pak je matice derivace:




0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0







p0
p1
p2
p3
p4
p5




=




p1
2p2
3p3
4p4
5p5
0
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