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1. [Testováńı maticového násobeńı (15 bod̊u)] Mějme tři matice A,B,C ∈ Rn×n a chceme
v kvadratickém čase rozhodnout, jestli AB = C. Použijeme následuj́ıćı algoritmus:

• vybereme uniformně náhodný vektor x ∈ {0, 1}n

• ověř́ıme, že Cx = A(Bx)

• opakujeme několikrát

(a) Určete pravděpodobnost, že jediný test (bez opakováńı) odhaĺı nerovnost (za podmı́nky
AB 6= C).

(b) Kolikrát muśıme opakovat, když chceme chybu menš́ı, než ε?

(c) O jaký typ algoritmu jde? (ZPP, BPP, RP, coRP, . . . )

2. [Coupling (15 bod̊u)] Uvažme následuj́ıćı mı́cháńı karet:

• Vybereme dvě karty uniformně náhodně (když K je množina karet, vybereme (x, y) ∈
K ×K)

• Prohod́ıme karty x, y (pokud x = y nic se nestane)

(a) Ukažte, že předchoźı je ekvivalentńı vybráńı karty x ∈ K a pozice i ∈ [|K|] a prohozeńı
karty x s kartou na pozici i.

(b) Uvažte coupling, kde výběr karty a pozice je v obou Markovovských procesech stejný.
Necht’ Xt je počet karet, jejichž pozice se v těch Markovovských lǐśı. Ukažte, že Xt je
nerostoućı (jako funkce t).

(c) Ukažte, že

Pr[Xt+1 ≤ Xt − 1 | Xt > 0] ≥
(
Xt

|K|

)2

(d) Zd̊uvodněte, že středńı hodnota počtu krok̊u t, než Xt = 0, je O(|K|2) nezávisle na
počátečńım stavu těch dvou řetězc̊u.

3. Marné samplováńı (15 bod̊u) Mějme DNF formuli, která má n proměnných a α(n)
splňuj́ıćıch ohodnoceńı (pro nějaký polynom α). Ukažte, že po 2n/2 nezávislých uniformně
náhodných samplech je pravděpodobnost nalezeńı jediného splňuj́ıćıho ohodnoceńı expo-
nenciálně malá.
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