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1. [Karetni hra (10 bodu)] V baliku je n ¢ernych karet a n Gervenych, balik je rovnomérné
nédhodné zamichany. Ve hie mate nasledujici akce:

e vzit dalsi kartu

e ukoncit hru
Zacinate s 0 body. Za kazdou vzatou cervenou kartu dostanete jeden bod, za kazdou cernou
ztratite jeden bod.

e Jaka je nejvySsi stfedni hodnota vyhry pron = 1,2, 3,47

e Popiste efektivni algoritmus, ktery na vstupu dostane n a uréi stfedni hodnotu vyhry

a optimalni strategii.

2. [Vlastni éisla bipartitni kliky (10 bodi)] Urcete vlastni ¢isla matice sousednosti tiplného
bipartitniho grafu K, , (jedna partita mé n vrcholt, druhd m vrcholi).

3. [Nejdelsi orientovana prochézka (10 bodu)]

e Popiste silné souvisly orientovany graf na n vrcholech, ktery bude mit co nejvétsi hitting
time mezi néjakymi dvéma vrcholy (existuji v ném vrcholy u, v, Ze stfedni doba ndhodné
prochdzky z u do v je velikd).

Népovéda: zkuste napiiklad orientovanou cestu rozdélit graf na tii mnoziny, kde v prvnich
dvou pujde hrana do pocateéniho vrcholu, ve treti pujdou do vSech vrcholi prvni
mnoziny. Za jiné lepsi konstrukce muzete dostat bonusové body.

e Zkuste udélat co nejlepsi horni odhad na hitting time mezi dvéma vrcholy silné sou-
vislého orientovaného grafu na n vrcholech. I za trividlni (kone¢ny) horni odhad s dukazem

budou body.
4. [Streamovaci algoritmus na k-ty moment (30 bodu)]
Pripomenuti definic: Uvazujeme algoritmy, které pocitaji na vstupu o = aq, a9, ..., a;, kde
jednotlivé tokeny jsou ¢isla a; € {1,2,...,n}. Stream dostdvame postupné (online) a chceme

spocitat néjakou funkci ze streamu v co nejmensim prostoru vzhledem k n,m a pfipadné
dalsfm parametrum. A(c) necht je vystup randomizovaného streamovacicho algoritmu na
vstupnim streamu o, ktery mé pocitat funkci ¢(o). Rekneme, ze A (g,d)-aproximuje ¢,

pokud:
5o =

Nékdy nés zajimé néjaka statistika o jako multimnoziny, pak definujeme frekvencéni vektor
f = f17f27' . '7fn takto: fj = | {Z | a; :]} | (pOéet VySkytﬁ] v U)'

Pro k € N definujeme k-ty moment Fj, = 2?21 f]’»c = || fI|¥. Uvazme algoritmus |11} ktery ma
aproximovat FJ, a jeho nékolik vylepSeni:

e Ukazte, ze algoritmus je ekvivalentni tomuto:
— Vyberte jednu hodnotu tokenu a € [n] s pravdépodobnosti Prja = j] = f;/m pro
kazdé j € [n].
— Vyberte jeden vyskyt a ze vSech f, uniformné ndhodné.

e Necht X je ndhodnd proménnd — vystup algoritmu, A a R necht jsou ndhodné proménné
urcujici a, r z algoritmu po zpracovéni o. Ukazte (prvni pomoci teleskopické sumy):
m
fi
E[X] = F}

EX | A=j]=—(ff -0

o Ukaste, ze Var[X] < E[X? =m Y0 30 (i - (i — 1)F)?
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Vstup : stream o
Vystup : odhad Fj
Inicializace:
1m=0
2r=0
3a=0
Zpracuj : zpracovani tokenu j
4 m=m+1
5 = random bit with Pr[3 =1] = L1
6 if § == 1 then
7 a=j
8 L r=20
9 if a == j then

10 Lr:r+1

11 return m(r® — (r — 1))

e Pomoci z¥ — (z — 1)k < ka*~! (pro z > 1) ukazte:

Var[X] S kJFlFQk_l

e Necht n >0, z1, -+ ,2, > 0, k > 1 jsou redln4 ¢isla. UkaZte, Ze pro x4 = max {z;}:

—1

xf‘l < (Z:rf)T
1/k

a z toho hlavni mezivysledek

(Sa) (Zatt) <nit (Sat)

Tedy: Var[X] < kn'~#% F?

e Nemtizeme pouzit CebySevovu nerovnost rovnou, ale mizeme napfed primérovat a pak
pouzit trik s medidnem.
Formélné: necht X je ndhodnd proménnd takovd, ze E[X] = Q. Necht {X, ;}
jsou nezavislé ndhodné proménné distribuované jako X, kde

1€[t],j€[k]

t—clog1
- 5

3 Var[X]
b= e2E[X]?

Necht Z = median;cp (% Z?Zl Xi,j) pak méme Pr[|Z — Q| > Q] < ¢ (pouzijte
Cebysevovu a Cernovovu nerovnost).

e Kolik paméti pouziva tento vysledny algoritmus, ktery (e, 0)-aproximuje Fj?
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