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Definice 1 (Data Stream model). Uvažujeme algoritmy, které poč́ıtaj́ı na vstupu σ = a1, a2, . . . , am
kde jednotlivé tokeny jsou č́ısla ai ∈ {1, 2, . . . , n}. Stream dostáváme postupně (online) a chceme
spoč́ıtat nějakou funkci ze streamu v co nejmenš́ım prostoru vzhledem k n,m a př́ıpadně daľśım pa-
rametr̊um. A(σ) necht’ je výstup randomizovaného streamovaćıcho algoritmu na vstupńım streamu
σ, který má poč́ıtat funkci ϕ(σ). Řekneme, že A (ε, δ)-aproximuje ϕ, pokud:

Pr

[∣∣∣∣A(σ)

ϕ(σ)
− 1

∣∣∣∣ > ε

]
< δ

Někdy nás zaj́ımá nějaká statistika σ jako multimnožiny, pak definujeme frekvenčńı vektor ~f =
f1, f2, . . . , fn takto: fj = | {i | ai = j} | (počet výskyt̊u j v σ).

Definice 2 (PRAS, FPRAS). Polynomiálńı randomizované aproximačńı schéma (PRAS) pro
problém P je randomizovaný algoritmus A, který na vstupu x a ε > 0 běž́ı v čase |x|O(1) a vydá
hodnotu A(x) splňuj́ıćı Pr

[
(1 − ε)#x ≤ A(x) ≤ (1 + ε)#x

]
≥ 3

4 . FPRAS je PRAS, který běž́ı
v čase polynomiálńım v |x| i 1/ε.

Věta 1 (Estimator Theorem). Polož ρ = |G|/|U |. Existuje Monte Carlo metoda, která dává ε-
aproximaci |G| s pravděpodobnost́ı aspoň 1− δ, pokud N ≥ 4

ε2ρ ln 2
δ , kde N je počet nezávislých

náhodných vzork̊u z univerza U .

Značeńı:

• G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n

• mk znač́ı počet párováńı velikosti k v grafu G (k-párováńı)

• pro hranu e ∈ E označme me počet k-párováńı obsahuj́ıćıch hranu e a mne počet k-párováńı
neobsahuj́ıćıch hranu e

• rk = mk/mk−1

Př́ıklady

1. Streamovaćı algoritmus na zjǐstěńı počtu r̊uzných prvk̊u v sekvenci: tedy chceme zjistit d =
| {j ∈ [n] | fj > 0} |.

Vstup : stream σ
Výstup : odhad počtu r̊uzných prvk̊u v σ
Inicializace:

1 h : [n] → [n] náhodná 2-univerzálńı hashovaćı funkce
2 z = 0

Zpracuj : zpracováńı tokenu j
// z je zatı́m největšı́ počet nul na konci binárnı́ho zápisu h(j)

3 z = max(z,max
{
i | 2i děĺı h(j)

}
)

4 return 2z+ 1
2

Necht’ Xr,j je náhodná veličina, která je indikátorem jevu 2r děĺı h(j) (pozor, že i vyšš́ı
mocnina může dělit h(j)). Necht’ Yr =

∑
j:fj>0Xr,j je také náhodná veličina.

• Spoč́ıtejte středńı hodnotu Yr a rozptyl Yr.

• Pomoćı Markovovy nerovnosti ukažte, že Pr[Yr > 0] ≤ d
2r .

• Pomoćı Čebyševovy nerovnosti ukažte, že Pr[Yr = 0] ≤ 2r

d .

• Necht’ a je nejmenš́ı celé č́ıslo, že 2a+
1
2 ≥ 3d. Ukažte, že pravděpodobnost, že náš odhad

je větš́ı nebo rovný 3d nebo menš́ı nebo rovný d/3 je nejvýše 2
√
2
3 .
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• Pokud běž́ıme k nezávisle náhodných instanćı tohoto algoritmu paralelně a odpov́ıme
medián, jak máme zvolit k, aby pravděpodobnost chyby v předchoźım bodě byla nejvýš δ.

2. Ukažte, že pokud máme ε-aproximaci ŝ č́ısla s a ε-aproximaci t̂ č́ısla t, potom ŝ/t̂ je 4ε-
aproximace č́ısla s/t pro dostatečně malé ε.

3. Mějme dáno ε > 0. Nalezněte vhodnou volbu ε̄ takovou, že pokud vezmeme ε̄-aproximace
(âi)

n
i=1 č́ısel (ai) tak

∏n
i=1 âi je ε-aproximace č́ısla

∏n
i=1 ai.

4. Bud’ α ≥ 1 reálné č́ıslo takové, že 1/α ≤ rk ≤ α. Vyber N = n7α prvk̊u z Mk ∪Mk−1
nezávisle náhodně. Položme r̂k pod́ıl pozorovaných k-párováńı ku (k − 1)-párováńı. Ukažte,
že (1 − 1/n3)rk ≤ r̂k ≤ (1 + 1/n3)rk s pravděpodobnost́ı alespoň 1 − c−n pro nějakou
konstantu c > 1.

5. Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že rk ≤ n2.

6. Bud’ G = (U ∪V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že pro libovolné
párovámı́ m velikosti nanejvýš n− 1 existuje zlepšuj́ıćı cesta délky nanejvýš 3.

7. Bud’ G = (U ∪V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že pro libovolné
2 ≤ k ≤ n a párovámı́ m velikosti k existuje nanejvýš n2 párováńı velikosti k−1 takových, že
pro každé z nich je možné naleznout zlepšuj́ıćı cestu délky nanejvýš 3, která je zlepš́ı na m.

8. Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že 1/n2 ≤ rk ≤
n2. (Použijte předchoźı 3 cvičeńı.)

9. Graf Gk vznikne z grafu G = (U ∪ V,E) tak, že přidáme n − k vrchol̊u do každé partity a
spoj́ıme každý nový vrchol se všemi starými vrcholy v opačné partitě.

Ukažte, že pro R pod́ıl perfektńıch a skoroperfektńıch párováńı v Gk plat́ı

R =
mk

mk+1 + 2(n− k)mk + (n− k + 1)2mk−1
.
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