
Řešená cvičeńı z lineárńı algebry I

Karel Král

18. prosince 2016

Tento text neńı určen k š́ı̌reńı. Všechny chyby v tomto textu jsou samozřejmě záměrné. Reportujte
je prośım na adresu kralka@kam.mff.cuni....
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1 Cvičeńı

1. Spoč́ıtejte

(
1
3

)
− 4

(
−1
3

)
+ 2

(
1
0

)
. Nadále budeme psát (a, b)T mı́sto

(
a
b

)
.

Řešeńı: Vektory sč́ıtáme po jednotlivých prvćıch. Výsledek:

(
1− 4(−1) + 2 · 1

3− 4 · 3 + 0

)
=

(
7
−9

)
.

2. Co je řešeńım rovnice 2y− 1 = 3? Co je řešeńım, pokud přidáme rovnici x+ y = 3? Napǐste
maticový zápis (druhou rovnici napǐste na prvńı řádek), nakreslete jako pr̊useč́ık př́ımek a
jako součet vektor̊u.

Řešeńı: Prvńı rovnici uprav́ıme na y = 2 (k oběma stranám přičteme jedna a pak obě strany
vyděĺıme dvěma). Dostaneme soustavu:

x+ y = 3

y = 2

Jej́ım řešeńım je očividně bod (1, 2)T (ten źıskáme takzvanou zpětnou substitućı).

Řádkový pohled dává pr̊unik nadrovin, které jsou ve dvou rozměrech př́ımky. Neformálńı
intuice je, že v jedné rovnici si můžeme zvolit všechny proměnné až na jednu, kterou
dopoč́ıtáme, dimenze množiny bod̊u, které danou rovnici splňuj́ı tedy bude o jedna menš́ı
než dimenze celého prostoru.

x

y

(0, 0)T

y = 2

x+ y = 3

(1, 2)T

Sloupcový pohled: chceme naj́ıt řešeńı vyjádřené jako součet sloupc̊u matice(
3
2

)
= x ·

(
1
0

)
+ y ·

(
1
1

)
=

(
1 1
0 1

)(
x
y

)

Sloupcové vektory matice nakresĺıme do roviny a stejně tak vektor pravých stran.
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x

y

(0, 0)T

(1, 0)T

(1, 1)T

(3, 2)T

3. Popǐste pr̊unik nadrovin 2w+ 7x− y+ 3z = 5, 2w− y+ 3z = 3 a 2w− y = 1 (vše ve čtyřech
rozměrech, tedy v R4). Co je to geometricky (př́ımka, bod nebo prázdná množina)? Jaký je
pr̊unik, pokud přidáme 2w = −1? Najděte čtvrtou rovnici tak aby pr̊unikem byla prázdná
množina.

Řešeńı: Tohle nenakresĺım, ale můžeme řešit jako rovnice s řešeńım x = 2/7, y = 2w−1, z =

2/3, které můžeme zapsat jako:


0

2/7
−1
2/3

 + w


1
0
2
0

, což je př́ımka (honosně řečeno afinńı

prostor).

Přidáńım rovnice 2w = −1 dostaneme jediný bod (dosad́ıme w = −1/2 do vyjádřeńı př́ımky).

Pokud bychom chtěli přidat rovnici, tak aby neexistovalo řešeńı, můžeme přidat jakoukoliv
rovnici, která neobsahuje př́ımku z prvńıho odstavce. Nejjednodušš́ı je 2w+7x−y+3z = 0.

4. Pro každou polohu tř́ı rovin v prostoru (všechny rovnoběžné, pr̊unik jeden bod, pr̊unik
př́ımka, . . . ) napǐste soustavu, která má takový tvar. Co znamená rovnoběžnost rovin pro
soustavu rovnic? (Hint: počet řešeńı a dva řádky vyjadřuj́ıćı dvě rovnoběžné roviny.)

Řešeńı: Rovnice 1x + 2y + 3z = 6 určuje rovinu s normálovým vektorem (1, 2, 3)T (ten je
na ni kolmý). Tato rovina procháźı např́ıklad body (6, 0, 0)T , (0, 3, 0)T a (0, 0, 2)T , stačilo za
dvě souřadnice cokoliv dosadit a dopoč́ıtat třet́ı souřadnici.
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x

y

z

(6, 0, 0)T

(0, 3, 0)T

(0, 0, 2)T

(1, 2, 3)T

Obrázek 1: Rovina se svým normálovým vektorem.

x y

z

Obrázek 2: Tři roviny x = 1 (červeně), y = 1 (zeleně), z = 1 (modře). Všechny se prot́ınaj́ı v
jednom bodě.

x
y

z

Obrázek 3: Tři roviny x = 1 (modře), x = 2 (zeleně), x = 3 (červeně). Všechny rovnoběžné, tedy
nemaj́ı společný pr̊unik.

x
y

z

Obrázek 4: Tři roviny x = 1 (modře), x = 2 (zeleně), z = 1 (červeně). Dvě rovnoběžné, tedy
nemaj́ı společný pr̊unik.
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x

y
z

Obrázek 5: Tři roviny x = 1 (modře), y = 1 (červeně), x+ y = 1 (zeleně). Žádné rovnoběžné, ale
nemaj́ı společný pr̊unik.

x

y
z

(1, 1, z)T

Obrázek 6: Tři roviny x = 1 (modře), y = 1 (červeně), x + y = 2 (zeleně). Žádné rovnoběžné,
společný pr̊unik je př́ımka.

5. Určete středovou rovnici kružnice procházej́ıćı body (3, 3)T , (1, 5)T , (5, 5)T Pro připomenut́ı
kružnice se středem S = (s1, s2)T a poloměrem r ∈ [0,∞) má rovnici (x−s1)2+(y−s2)2 = r2.

Řešeńı: Napǐsme si soustavu rovnic:

(3− s1)2 + (3− s2)2 = r2

(1− s1)2 + (5− s2)2 = r2

(5− s1)2 + (5− s2)2 = r2

Po roznásobeńı:

s21 − 6s1 + 9 + s22 − 6s2 + 9 = r2 (1)

s21 − 2s1 + 1 + s22 − 10s2 + 25 = r2 (2)

s21 − 10s1 + 25 + s22 − 10s2 + 25 = r2 (3)

Od prvńı i od druhé rovnice odečteme třet́ı rovnici:

4s1 − 16 + 4s2 − 16 = 0

8s1 − 24 = 0

Výsledkem tedy je: (x− 3)2 + (y − 5)2 = 22.
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x

y

Obrázek 7: Kružnice se středem v (3, 5)T a poloměrem dva.

6. Pod jakou podmı́nkou jsou body (0, y1)T , (1, y2)T , (2, y3)T na jedné př́ımce? Pod jakou
podmı́nkou jsou body (0, 0)T , (y1, y2)T , (y3, y4)T na jedné př́ımce?

Řešeńı: Napǐsme si parametrickou rovnici př́ımky procházej́ıćı body (0, y1)T , (1, y2)T , ta je
(0, y1)T + t(1, y2 − y1)T pro t ∈ R. Aby třet́ı bod (2, y3)T ležel na této př́ımce, muśı t = 2 a
tedy y3 = 2(y2 − y1).

Obdobně řeš́ıme i druhý př́ıpad, parametrická rovnice je t(y1, y2)T a třet́ı bod tedy splňuje
y3 = ty1 a zároveň y4 = ty2 (pro tu samou hodnotu t).

Tento př́ıklad je řešitelný obdobně i pomoćı obecné rovnice.

7. (a) Napǐste parametrické vyjádřeńı S = {~u+ t~v | t ∈ R} př́ımky jdoućı body (1, 2)T , (4, 3)T .

Řešeńı: Parametrické vyjádřeńı se skládá ze “startovńıho” vektoru u a směrového
vektoru v, “podél kterého se můžeme pohybovat ze startu.”

Startovńı vektor můžeme volit např́ıklad vektor (1, 2)T a směrový źıskáme jako druhý
vektor minus tento prvńı (4, 3)T − (1, 2)T = (3, 1)T . Parametrické vyjádřeńı tedy je{

(1, 2)T + t(3, 1)T | t ∈ R
}

.

Plat́ı, že mı́sto ted’ vypočteného směrového vektoru můžeme vźıt jeho jakýkoliv nenu-
lový násobek, což změńı jen hodnotu parametru t.

Všimněte si, že volně zaměňuji body z prostoru R2 za vektory. Pokud zvoĺıme soustavu
souřadnic, pak se na bod můžeme d́ıvat jako na vektor jeho souřadnic. Naproti tomu vás
čeká mnohem obecněǰśı definice vektor̊u. Vektorem bude mimo jiné i funkce f : R→ R.

x

y
(3, 1)T

(1, 2)T

(4, 3)T

Obrázek 8: Př́ımka, vyznačený směrový vektor.

(b) Napǐste obecnou rovnici ax+ by+ c = 0 př́ımky jdoućı body (0, 3)T , (1, 4)T . Nakreslete
vektor (a, b)T , nepřijde vám kolmý na tu př́ımku?
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Řešeńı: Zde řeš́ıme soustavu rovnic, př́ıpadně urč́ıme směrový vektor a k němu kolmý
vektor zvaný normálový (pro vektor (a, b)T je kolmým vektorem vektor (−b, a)T i vektor
(b,−a)T , to že jsou opravdu kolmé bude předmětem některého př́ı̌st́ıho cvičeńı).

Směrový vektor je (1, 1)T , normálový tedy bude (1,−1)T . Normálový vektor udává
koeficienty a, b v rovnici ax + by = c. Dosazeńım dopočteme koeficient c. Výsledek je
x− y = −3.

Opět můžeme celou rovnici násobit nenulovým č́ıslem a př́ımka z̊ustane nezměněna.

x

y

(1,−1)T

(1,−1)T

(0, 3)T

(1, 4)T

Obrázek 9: Př́ımka, vyznačený normálový vektor.

(c) Převed’te obecnou rovnici 3x− 2y + 1 = 0 na parametrické vyjádřeńı.

Řešeńı: Můžeme spoč́ıtat dva body lež́ıćı na této př́ımce a postupovat jako v předešlém
př́ıpadě. Druhá možnost je spoč́ıtat směrový vektor (2, 3)T (kolmý na normálový vektor
(3, 2)T ) a dopoč́ıtat startovńı bod např́ıklad dosazeńım nuly za x a źıskáńım (0, 1/2)T .

(d) Převed’te parametrické vyjádřeńı S =
{

(1, 2)T + t(−1, 2)T | t ∈ R
}

na obecnou rovnici.

Řešeńı: Můžeme spoč́ıtat dva body lež́ıćı na této př́ımce a postupovat jako v předešlém
př́ıpadě. Druhá možnost je spoč́ıtat normálový vektor (2, 1)T (kolmý na směrový vektor
(−1, 2)T ) a dopoč́ıtat c = −4 pro počátečńı bod (2 · 1 + 1 · 2 + c = 0).

Jsou daná vyjádřeńı jednoznačná? Řešeńı: Nejsou. Směrový vektor můžeme vynásobit li-
bovolnou nenulovou konstantou. Nav́ıc jako počátečńı bod můžeme volit libovolný bod na
dané př́ımce. Obdobně celou obecnou rovnici můžeme vynásobit libovolnou nenulovou kon-
stantou.

Najděte obě vyjádřeńı roviny procházej́ıćı body (1, 2, 0)T , (−1, 0, 1)T , (0, 3, 1)T , pokuste se je
na sebe navzájem převést. Co by se stalo, kdyby všechny tři body byly na jedné př́ımce?

Řešeńı: TODO

2 Cvičeńı

1. Poč́ıtejte řešeńı následuj́ıćıch soustav rovnic:

3x1+2x2+ x3 = 5
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2x1+3x2+ x3 = 1

2x1+ x2+3x3 = 11

5x1+5x2+2x3 = 6

2x1+2x2+8x3−3x4+9x5 = 2

2x1+2x2+4x3− x4+3x5 = 2

x1+ x2+3x3−2x4+3x5 = 1

3x1+3x2+5x3−2x4+3x5 = 1

2. Nalezněte aspoň jedno netriviálńı řešeńı soustavy Ax = 0. Proved’te zkoušku i s př́ıpadnými

parametry. A =

2 3 4 5
3 0 2 −3
7 6 10 7


3. Násobte matice napsané na tabuli.

4. Invertujte následuj́ıćı matice:


1 0 1 1
2 0 1 1
2 1 0 0
1 2 1 0

,


1 1 0 0
1 2 1 1
1 1 2 0
0 1 2 1

,


1 1 2 0
1 2 1 1
0 1 2 1
1 2 0 0


Př́ıklady pro početně zdatné:

5. Vymyslete, jak reprezentovat elementárńı úpravy násobeńım matic. Umı́te rozložit matici na
součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice?

6. Vymyslete, jak rychle mocnit č́ıslo. Např́ıklad spoč́ıtejte (na paṕı̌re), kolik je 316 s použit́ım co
nejméně násobeńı. Co by bylo třeba upravit, kdybychom měli exponent, který neńı mocninou
dvojky?

7. Vymyslete, jak násobeńım matic reprezentovat poč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel. Fibonacciho č́ısla
jsou daná jako F1 = F2 = 1 a pak Fi = Fi−2 + Fi−1. Jak bychom to mohli použ́ıt k jejich
rychlému poč́ıtáńı? (Nápověda: obdobný postup jako v předchoźım př́ıkladě.)

8. Pokud soustava rovnic má řešeńı, tak ho umı́me naj́ıt a umı́me ověřit, že řešeńı je řešeńım
(zkouška). Tedy jedno takové řešeńı je “svědek” toho, že soustava je řešitelná. Vymyslete
“svědka” toho, že soustava žádné řešeńı nemá. (Poznámka: se “svědky” neboli certifikáty
něčeho se v informatice velice často setkáváme, např́ıklad v teorii složitosti.)

3 Cvičeńı

1. Poč́ıtejte řešeńı následuj́ıćıch soustav rovnic:

−x1+ x2−3x3+4x4 = 1

2x1− x2+4x3−7x4 = 0

−x1− x2+ x3+2x4 = −3

−x1+2x2−5x3+5x4 = 3
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x2 + x4 = 1

3x1−2x2−3x3+4x4 = −2

x1+ x2− x3+ x4 = 2

x1 − x3 = 1

2x1−3x2+2x3 = 1

x1−2x2+ x3 = 0

5x1−9x2+5x3 = 1

2. Vymyslete, jak reprezentovat elementárńı úpravy násobeńım matic. Umı́te rozložit matici na
součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice?

3. Vymyslete, jak rychle mocnit č́ıslo. Např́ıklad spoč́ıtejte (na paṕı̌re), kolik je 316 s použit́ım co
nejméně násobeńı. Co by bylo třeba upravit, kdybychom měli exponent, který neńı mocninou
dvojky?

4. Vymyslete, jak násobeńım matic reprezentovat poč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel. Fibonacciho č́ısla
jsou daná jako F1 = F2 = 1 a pak Fi = Fi−2 + Fi−1. Jak bychom to mohli použ́ıt k jejich
rychlému poč́ıtáńı? (Nápověda: obdobný postup jako v předchoźım př́ıkladě.)

5. Invertujte následuj́ıćı matice:


1 0 1 1
2 0 1 1
2 1 0 0
1 2 1 0

,


1 1 0 0
1 2 1 1
1 1 2 0
0 1 2 1

,


1 1 2 0
1 2 1 1
0 1 2 1
1 2 0 0


6. Naučte se poč́ıtat v GF (p) (také značeno Zp) pro p prvoč́ıslo.

Př́ıklady pro početně zdatné:

7. Pokud soustava rovnic má řešeńı, tak ho umı́me naj́ıt a umı́me ověřit, že řešeńı je řešeńım
(zkouška). Tedy jedno takové řešeńı je “svědek” toho, že soustava je řešitelná. Vymyslete
“svědka” toho, že soustava žádné řešeńı nemá. (Poznámka: se “svědky” neboli certifikáty
něčeho se v informatice velice často setkáváme, např́ıklad v teorii složitosti.)

4 Cvičeńı

1. Definujte grupu. Důležitou tř́ıdou grup jsou komutativńı grupy, ty si dokonce vysloužily
vlastńı jméno a ř́ıkáme jim Abelovy (abelovské). Připomeňte i definici komutativity.

Řešeńı: Operace je komutativńı, pokud pro všechna a, b plat́ı a ◦ b = b ◦ a.

Grupa je dvojice (G, ◦), kde G je množina a ◦ je binárńı operace na G (tedy ◦ : G×G→ G)
splňuj́ıćı:

(A) Operace ◦ je asociativńı (tedy (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) pro všechna a, b, c ∈ G).

(E) Existuje prvek e takový, že pro všechna a ∈ G plat́ı a ◦ e = e ◦ a = a (tento prvek
nazýváme jednotkový nebo také neutrálńı).
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(I) Pro každé a ∈ G existuje prvek b ∈ G takový, že a ◦ b = b ◦ a = e, kde e je jednotkový
prvek. Takovému b ř́ıkáme inverzńı prvek a znač́ıme ho a−1.

2. Je daná operace binárńı operaćı (a) na množině R, (b) na množině kladných přirozených
č́ısel N+?

(a) sč́ıtáńı,

Řešeńı: Sč́ıtáńı je na obou (a + b ∈ R pro všechna a, b ∈ R i pro a, b ∈ N+ máme
a+ b ∈ N+).

(b) odč́ıtáńı,

Řešeńı: Odč́ıtáńı je na reálných č́ıslech, ale ne na přirozených (3− 8 = −5 /∈ N+).

(c) děleńı,

Řešeńı: Děleńı neńı na reálných č́ıslech, protože nemůžeme dělit nulou. Neńı ani na
kladných přirozených č́ıslech (5/3 /∈ N+).

(d) násobeńı

Řešeńı: Násobeńı je na obou (obdobně jako sč́ıtáńı).

3. Najděte př́ıklady binárńı operace na vhodné množině, která

(a) je asociativńı i komutativńı,

Řešeńı: Např́ıklad celá č́ısla se sč́ıtáńım.

(b) je asociativńı, ale neńı komutativńı,

Řešeńı: Maticové násobeńı na množině všech matic z Rn×n.

(c) neńı ani komutativńı, ani asociativńı,

Řešeńı: Např́ıklad celá č́ısla s odč́ıtáńım 2 = 5−3 6= 3−5 = −2. Nav́ıc 1 = (5−1)−3 6=
5− (1− 3) = 7.

(d) je komutativńı, ale neńı asociativńı.

Řešeńı: Uvažme reálná č́ısla a operaci a ◦ b = ab − (a + b), ta neńı asociativńı nebot’

−1 = 1 ◦ (2 ◦ 3) 6= (1 ◦ 2) ◦ 3 = −5.

4. Pro kladné celé č́ıslo n a dvě celá č́ısla a, b řekneme, že a, b jsou kongruentńı modulo n psáno
a ≡ b (mod n), právě když n děĺı a − b (tedy a − b je celoč́ıselným násobkem n). Ověřte,
jestli následuj́ıćı jsou grupy, př́ıpadně Abelovy grupy:

(a) Regulárńı matice R12×12 s operaćı ◦ maticové násobeńı.

(b) (N, ◦), kde a ◦ b = max {a, b}.

(c) Binárńı č́ısla dlouhá n č́ıslic (2n) a operace je xor (exkluzivńı or, tedy 0⊕ 0 = 1⊕ 1 = 0
a 1 ⊕ 0 = 0 ⊕ 1 = 1. Pro v́ıce bitová č́ısla poč́ıtáme po jednotlivých složkách, tedy
např́ıklad 1100⊕ 0111 = 1011.

(d) Nosná množina jsou dvojice reálných č́ısel (ṕı̌seme R2) a binárńı operace je dána
(a1, a2) ◦ (b1, b2) = (a1b1 − a2b2, a1b2 + a2b1).

(e) Otočeńı čtverce.

(f) Otočeńı a symetrie čtverce.

(g) Otočeńı pravidelného čtyřstěnu.

(h) Obĺıbené hlavolamy často tvoř́ı grupu (Rubikova kostka, Loydova patnáctka).

(i) Sč́ıtáńı celých č́ısel modulo 6.
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(j) Násobeńı nenulových č́ısel modulo 6.

(k) Násobeńı nenulových č́ısel modulo 5.

5. Dokažte, že v každé grupě existuje právě jeden jednotkový prvek.

Řešeńı: Předpokládejme, že e, f jsou jednotkové prvky. Z definice jednotkového prvku máme
e = e ◦ f = f , tedy spor s předpokladem.

6. Dokažte, že v každé grupě pro každé a existuje právě jeden inverzńı prvek.

Řešeńı: Z definice grupy existuje aspoň jeden inverzńı prvek. Předpokládejme, že pro dané
a ∈ G existuj́ı dva inverzńı prvky b, c. Pak můžeme psát b = b◦a◦c = c nebot’ a◦c = b◦a = e,
kde e je jednotkový prvek a využ́ıváme asociativitu binárńı operace v grupě.

7. Dokažte, že v každé grupě je možné krátit zprava, tedy z a ◦ c = b ◦ c plyne a = b.

Řešeńı: Pro prvek c ∈ G existuje inverzńı prvek c−1 ∈ G. Vynásob́ıme obě strany rovnice
t́ımto inverzńım prvkem zprava (t́ım rovnost z̊ustane zachována) a máme a◦c◦c−1 = b◦c◦c−1
z asociativity binárńı operace v grupě máme a◦e = b◦e pro jednotkový prvek e, tedy a = b.

8. Daľśım velice d̊uležitým př́ıkladem jsou grupy permutaćı značené Sn (kterým se ř́ıká sy-
metrické grupy). Kde prvky jsou permutace na množině {1, . . . , n} a operace ◦ je skládáńı
permutaćı. Dokažte, že toto je grupa.

Připomeňme, že permutace je bijekce π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Permutaci můžeme zapsat
jako tabulku hodnot, graficky znázornit pomoćı šipek které ukazuj́ı který prvek se zobraźı na
který. Nav́ıc permutaci můžeme zapsat i jako permutačńı matici, která má v každém řádku
i každém sloupci právě jednu jedničku a jinde nuly.(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
1 2 3 4

1 2 3 4

Obrázek 10: Bipartitńı znázorněńı permutace.

1

2

3 4

Obrázek 11: Znázorněńı permutace pomoćı orientovaného grafu.


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1




1
2
3
4

 =


2
3
1
4


Kolik je r̊uzných permutaćı na n prvkové množině?

Definujme množinu inverźı permutace π jako I(π) = {(i, j) | i < j a zároveň π(i) > π(j)}.
Znaménko permutace se definuje jako sgn(π) = (−1)|I(π)|. Znaménko lze definovat i jinými
ekvivalentńımi zp̊usoby.

Jaké je znaménko identity? Transpozice je permutace, která zaměńı dva prvky. Jaké je
znaménko transpozice? Lze každou permutaci dostat jako složeńı transpozic?
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Tvoř́ı permutace znaménka 1 grupu? Co permutace znaménka −1?

Cyklus permutace je orientovaný cyklus v orientovaném grafu ({1, . . . , n}, {(i, j) | j = π(i)})
(máme povolené smyčky).

Která permutace má nejv́ıc cykl̊u? Existuje permutace, která má pouze jeden cyklus?

Permutaci můžeme zapsat pomoćı jej́ıch cykl̊u tak, že seřad́ıme jej́ı cykly sestupně podle
jejich minimálńıch prvk̊u a zaṕı̌seme je za sebe tak, že začneme vždy minimálńım prvkem
cyklu. Tedy naše ukázková permutace je zapsaná takto: 4123, což odpov́ıdá cykl̊um (4)(123).
To je ovšem jiná permutace, než permutace 4132, která odpov́ıdá cykl̊um (4)(132).

5 Cvičeńı

1. Pro kladné celé č́ıslo n a dvě celá č́ısla a, b řekneme, že a, b jsou kongruentńı modulo n psáno
a ≡ b (mod n), právě když n děĺı a − b (tedy a − b je celoč́ıselným násobkem n). Ověřte,
jestli následuj́ıćı jsou grupy, př́ıpadně Abelovy grupy:

(a) Regulárńı matice R12×12 s operaćı ◦ maticové násobeńı.

(b) (N, ◦), kde a ◦ b = max {a, b}.

(c) Násobeńı nenulových č́ısel modulo 6.

2. Dokažte, že v každé grupě pro každé a existuje právě jeden inverzńı prvek.

Řešeńı: Z definice grupy existuje aspoň jeden inverzńı prvek. Předpokládejme, že pro dané
a ∈ G existuj́ı dva inverzńı prvky b, c. Pak můžeme psát b = b◦a◦c = c nebot’ a◦c = b◦a = e,
kde e je jednotkový prvek a využ́ıváme asociativitu binárńı operace v grupě.

3. Dokažte, že v každé grupě je možné krátit zprava, tedy z a ◦ c = b ◦ c plyne a = b.

Řešeńı: Pro prvek c ∈ G existuje inverzńı prvek c−1 ∈ G. Vynásob́ıme obě strany rovnice
t́ımto inverzńım prvkem zprava (t́ım rovnost z̊ustane zachována) a máme a◦c◦c−1 = b◦c◦c−1
z asociativity binárńı operace v grupě máme a◦e = b◦e pro jednotkový prvek e, tedy a = b.

4. Vlastnosti permutaćı.

5. Vlastnosti těles.

6. Konečná tělesa. Poč́ıtáńı s maticemi nad konečným tělesem.

7. Opakováńı komplexńıch č́ısel.

6 Cvičeńı

Bez vytǐstěného pdf

7 Cvičeńı

1. Ukažte, že následuj́ıćı neńı vektorový prostor: V = R2 a sč́ıtáńı vektor̊u je definováno jako
(a, b) + (c, d) = (a + d, b + c). Násobeńı skalárem je definováno po složkách, tedy c(a, b) =
(ca, cb).

Řešeńı: Neplat́ı distributivita při sč́ıtáńı dvou násobk̊u skalárem. Např́ıklad

(3, 6) = (1 + 2) · (1, 2) 6= 1 · (1, 2) + 2 · (1, 2) = (1, 2) + (2, 4) = (5, 4)
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(vektor je psaný jako řádkový).

2. Dokažte z definice, že ve vektorovém prostoru plat́ı (−1)~v =
−→−v.

Řešeńı: Z distributivity a z dokázaného na přednášce ~v +
−→−v = ~0 = 0 · ~v = (1 − 1)~v =

1~v + (−1)~v = ~v + (−1)~v. Nav́ıc už v grupě máme jednoznačnost inverzu. Tady jsme použili,
že 0~v = ~0, což jsme už dokázali z axiomů.

3. Určete množinu lineárńıch kombinaćı vektor̊u {(1, 2), (−1, 3)} ⊆ R2.

Řešeńı: Je to celá reálná rovina. Snadno to ověř́ıme tak, že soustava rovnic

(
1 −1
2 3

)
x = b

má řešeńı pro každé b ∈ R2. Vektor x je př́ıslušná lineárńı kombinace zadaných vektor̊u –
sloupc̊u matice.

4. Pro matici A ∈ Rm×n připomeňte, co je kernel, Řešeńı: Kernel neboli jádro je množina
všech řešeńı homogenńı soustavy

Ker(A) =
{
~x ∈ Rn | A~x = ~0

}
.

sloupcový prostor, Řešeńı: Sloupcový prostor neboli obraz je prostor všech pravých stran,
pro která existuje řešeńı, ekvivalentně je to lineárńı obal sloupc̊u matice A

Im(A) =
{
~b ∈ Rm | ∃~x ∈ Rn : A~x = ~b

}
= {A~x | ~x ∈ Rn} .

řádkový prostor, Řešeńı: Lineárńı obal řádk̊u matice A. Také se nazývá levý obraz, protože
je roven Im(AT ).

co tu ještě chyb́ı? Řešeńı: Levé jádro, které je Ker(AT ).

Je pr̊unik dvou lineárńıch podprostor̊u lineárńı podprostor? Řešeńı: Ano, uzavřenost na
skalárńı násobek a součet plat́ı v obou pro ~u,~v ∈ U ∩ V máme a~u ∈ U a a~u ∈ V , nav́ıc
~u+ ~v ∈ U , ~u+ ~v ∈ V , takže oboje je i v pr̊uniku.

Jak to souviśı se základńımi pohledy na soustavu rovnic? Řešeńı: Řádkový pohled odpov́ıdá
pr̊uniku podprostor̊u (jaké dimenze?) a sloupcový pohled odpov́ıdá sloupcovému prostoru.

5. Doplňte množinu na bázi vektorového prostoru:

(a) M =

{(
0 3
0 0

)
,

(
2 0
1 0

)
,

(
0 1
2 0

)}
v prostoru V = R2×2.

(b) M =
{
−x2, x+ x2, x3 − 1

}
v prostoru reálných polynomů stupně nejvýš tři.

(c) M =
{

(1, 2, 0, 0)T , (2, 1, 1, 3)T , (0, 1, 0, 1)T
}

v prostoru V = R4.

6. Jak urč́ıte souřadnice v̊uči bázi? Určete souřadnice [f ]X vektoru f(x) = x4 − 1 v̊uči bázi
X =

{
x4 + x3, x3 + x2, x2 + x, x+ 1, x4 + 1

}
reálných polynomů stupně nejvýš čtyři.

7. Vyzkoušejte, zda řádkový a sloupcový prostor maj́ı stejnou dimenzi. Jak s t́ım souviśı di-

menze kernelu?

3 1 4 1
5 9 2 6
5 3 5 8



8 Cvičeńı

1. Jak urč́ıte souřadnice v̊uči bázi? Určete souřadnice [f ]X vektoru f(x) = x4 − 1 v̊uči bázi
X =

{
x4 + x3, x3 + x2, x2 + x, x+ 1, x4 + 1

}
reálných polynomů stupně nejvýš čtyři.
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Řešeńı: Řeš́ıme soustavu rovnic a1(x4+x3)+a2(x3+x2)+a3(x2+x)+a4(x+1)+a5(x4+1) =
x4−1, tu si rozeṕı̌seme pro jednotlivé mocniny x na soustavu pěti rovnic o pěti neznámých.

2. Vyzkoušejte, zda řádkový a sloupcový prostor maj́ı stejnou dimenzi. Jak s t́ım souviśı di-

menze kernelu?

3 1 4 1
5 9 2 6
5 3 5 8


Řešeńı: Dimenze řádkového prostoru, jinak řečeno rank je stejná jako dimenze sloupcového
prostoru. V tomto př́ıpadě vyjde 3. Dimenze kernelu je počet sloupc̊u - rank matice v tomto

př́ıpadě má dimenzi 1 a generuje ho např́ıklad vektor
(

1 − 67
191 − 122

191 − 18
191

)T
.

3. Mějme dvě báze prostoru Z4
5: A =

{
(1, 2, 0, 1)T , (4, 1, 3, 1)T , (3, 1, 3, 4)T , (2, 0, 2, 2)T

}
a B ={

(1, 2, 3, 1)T , (4, 4, 1, 1)T , (2, 0, 2, 1)T , (3, 1, 4, 0)T
}

. Jak souřadnice vektoru v jedné bázi pře-
vedeme na souřadnice toho samého vektoru v jiné bázi?

4. Dokažte, že lineárńı zobrazeńı je plně určeno t́ım, kam zobraźıme bázové vektory. Tedy pokud
máme zadáno f(bi) = b′i pro b1, . . . , bn bázi, pak f(v) = f(

∑n
i=1 aibi) =

∑n
i=1 aif(bi) =∑n

i=1 aib
′
i.

5. Jakému lineárńımu zobrazeńı odpov́ıdá zobrazeńı x 7→ Ax?

6. Jak souviśı lineárńı zobrazeńı se souřadnicemi a převody mezi bázemi. . . ?

7. Pracujeme nad Z4
5. Pro bázeA,B dané sloupci maticA =


1 4 3 2
2 1 1 0
0 3 3 2
1 1 4 2

 , B =


1 4 2 3
2 4 0 1
3 1 2 4
1 1 1 0


Řešeńı: Připomeňme si základńı pojmy: Necht’ A = {a1, a2, . . . , an} (tedy vektory ai jsou
sloupce matice A) je báze. Necht’ vektor x má vyjádřeńı x =

∑n
i=0 αiai, pak souřadnicemi

vektoru x vzhledem k bázi A rozumı́me koeficienty α1, α2, . . . , αn a vektor souřadnic znač́ıme
[x]A = (α1, α2, . . . , αn)T .

Např́ıklad tedy, pokud bychom měli kanonickou bázi (značme K = In), pak [x]K = x.

Matice přechodu: mějme A,B dvě báze jako v zadáńı, pak matićı přechodu od A k B
rozumı́me matici B [ id]A, po které chceme, aby pro každý vektor x platilo: [x]B = B [ id]A[x]A.
Tedy ze souřadnic v bázi A nám udělá souřadnice v bázi B.

(a) Určete matici přechodu od souřadnic báze A ke kanonické bázi.

Řešeńı: Násobeńı A[x]A odpov́ıdá lineárńı kombinaci sloupc̊u A kde koeficienty jsou
jednotlivé souřadnice. Tedy K [ id]A = A.

(b) Určete matici přechodu od souřadnic kanonické báze k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Z předchoźıho v́ıme, že [x]K = B[x]B . Užijeme krásné věty lineárńı algebry,
která ř́ıká, že dimenze řádkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky řečeno:
když jsou nezávislé sloupce, jsou nezávislé i řádky a tedy matice je regulárńı. Tud́ıž
existuje inverzńı matice B−1, kterou násob́ıme zleva a dostaneme: B−1[x]K = [x]B .
Vid́ıme tedy, že B [ id]K = B−1.

(c) Určete matici přechodu od souřadnic báze A k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Už umı́me převédst souřadnice od báze A ke kanonické a od kanonické k bázi
B prostým složeńım těchto zobrazeńı dostaneme požadovanou matici přechodu. Tedy

B [ id]A = B [ id]KK [ id]A = B−1A.
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9 Cvičeńı

1. Pracujte v Z3
7. Vyberte z množiny X =

{
(1, 2, 3)T , (0, 1, 3)T , (6, 4, 1)T

}
lineárně nezávislou

podmnožinu a tu potom doplňte na bázi celého prostoru Z3
7.

2. Pracujeme nad Z4
5. Pro bázeA,B dané sloupci maticA =


1 4 3 2
2 1 1 0
0 3 3 2
1 1 4 2

 , B =


1 4 2 3
2 4 0 1
3 1 2 4
1 1 1 0


Řešeńı: Připomeňme si základńı pojmy: Necht’ A = {a1, a2, . . . , an} (tedy vektory ai jsou
sloupce matice A) je báze. Necht’ vektor x má vyjádřeńı x =

∑n
i=0 αiai, pak souřadnicemi

vektoru x vzhledem k bázi A rozumı́me koeficienty α1, α2, . . . , αn a vektor souřadnic znač́ıme
[x]A = (α1, α2, . . . , αn)T .

Např́ıklad tedy, pokud bychom měli kanonickou bázi (značme K = In), pak [x]K = x.

Matice přechodu: mějme A,B dvě báze jako v zadáńı, pak matićı přechodu od A k B
rozumı́me matici B [ id]A, po které chceme, aby pro každý vektor x platilo: [x]B = B [ id]A[x]A.
Tedy ze souřadnic v bázi A nám udělá souřadnice v bázi B.

(a) Určete matici přechodu od souřadnic báze A ke kanonické bázi.

Řešeńı: Násobeńı A[x]A odpov́ıdá lineárńı kombinaci sloupc̊u A kde koeficienty jsou
jednotlivé souřadnice. Tedy K [ id]A = A.

(b) Určete matici přechodu od souřadnic kanonické báze k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Z předchoźıho v́ıme, že [x]K = B[x]B . Užijeme krásné věty lineárńı algebry,
která ř́ıká, že dimenze řádkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky řečeno:
když jsou nezávislé sloupce, jsou nezávislé i řádky a tedy matice je regulárńı. Tud́ıž
existuje inverzńı matice B−1, kterou násob́ıme zleva a dostaneme: B−1[x]K = [x]B .
Vid́ıme tedy, že B [ id]K = B−1.

Výpočet inverzu k matici B:


1 4 2 3 1 0 0 0
2 4 0 1 0 1 0 0
3 1 2 4 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1

 Přičteme 3 krát řádek 1 k řádku 2.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
3 1 2 4 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1


Přičteme 2 krát řádek 1 k řádku 3.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 4 1 0 2 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1


Přičteme 4 krát řádek 1 k řádku 4.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 4 1 0 2 0 1 0
0 2 4 2 4 0 0 1


Přičteme řádek 2 k řádku 3.
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∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 2 0 0 1 1 0
0 2 4 2 4 0 0 1


Přičteme 3 krát řádek 2 k řádku 4.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 2 0 0 1 1 0
0 0 2 2 3 3 0 1


Vynásob́ıme řádek 3 č́ıslem 3.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 2 2 3 3 0 1


Přičteme 3 krát řádek 3 k řádku 4.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 2 3 2 4 1


Vynásob́ıme řádek 4 č́ıslem 3.

∼


1 4 2 3 1 0 0 0
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 1 4 1 2 3


Přičteme 2 krát řádek 4 k řádku 1.

∼


1 4 2 0 4 2 4 1
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 1 4 1 2 3


Přičteme 3 krát řádek 3 k řádku 1.

∼


1 4 0 0 4 1 3 1
0 1 1 0 3 1 0 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 1 4 1 2 3


Přičteme 4 krát řádek 3 k řádku 2.

∼


1 4 0 0 4 1 3 1
0 1 0 0 3 3 2 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 1 4 1 2 3


Přičteme řádek 2 k řádku 1.

∼


1 0 0 0 2 4 0 1
0 1 0 0 3 3 2 0
0 0 1 0 0 3 3 0
0 0 0 1 4 1 2 3


(c) Určete matici přechodu od souřadnic báze A k souřadnićım báze B.

Řešeńı: Už umı́me převédst souřadnice od báze A ke kanonické a od kanonické k bázi
B prostým složeńım těchto zobrazeńı dostaneme požadovanou matici přechodu. Tedy

B [ id]A = B [ id]KK [ id]A = B−1A.
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3. Jakému lineárńımu zobrazeńı odpov́ıdá zobrazeńı x 7→ Ax?

Řešeńı: Jednotlivým vektor̊um kanonické báze přǐrad́ıme jednotlivé sloupce matice A.

4. Dokažte, že lineárńı zobrazeńı je plně určeno t́ım, kam zobraźıme bázové vektory. Tedy pokud
máme zadáno f(bi) = b′i pro b1, . . . , bn bázi, pak f(v) = f(

∑n
i=1 aibi) =

∑n
i=1 aif(bi) =∑n

i=1 aib
′
i.

Řešeńı: Postupně rozeṕı̌seme podle definice lineárńıho zobrazeńı.

5. Jak souviśı lineárńı zobrazeńı se souřadnicemi a převody mezi bázemi. . . ?

Řešeńı: Na převod mezi souřadnicemi se můžeme d́ıvat jako na lineárńı zobrazeńı.

6. Vymýšlejte matice r̊uzných lineárńıch zobrazeńı v rovině: prodloužeńı souřadnice x, zrcadlové
otočeńı podle osy y, otočeńı okolo počátku o úhel α, zkoseńı. . .

(Pro otrlé) Rozmyslete si, jak proložit dané body pomoćı Čebyševových polynomů.

10 Cvičeńı

0. Ṕısemka.

1. Vymýšlejte matice r̊uzných lineárńıch zobrazeńı v rovině: prodloužeńı souřadnice x, zrcadlové
otočeńı podle osy y, otočeńı okolo počátku o úhel a jiné. Řešeńı:

(a) osová souměrnost podle osy 1. a 3. kvadrantu:

Stač́ı určit obrazy vektor̊u kanonické báze e1 = (1, 0)T a e2 = (0, 1)T v̊uči téže bázi K
při osové souměrnosti f . Zřejmě [f(e1)]K = f(e1) = (0, 1)T a podobně f(e2) = (1, 0)T .

Z nich již snadno sestav́ıme matici osové souměrnosti [f ]KK =
(
f(e1), f(e2)

)
=

(
0 1
1 0

)
.

(b) otočeńı o 90◦ kolem počátku proti směru hodinových ručiček.

(
0 −1
1 0

)
.

(c) otočeńı o úhel α kolem počátku proti směru hodinových ručiček (prvńı osa je vodorovná,

druhá svislá).

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(d) projekce na prvńı souřadnici p1 : (x, y)→ (x, 0). [p1]KK =

(
1 0
0 0

)
α,

(e) Zkoseńı. . .

2. O funkci f v́ıme, že f
(
(1, 2, 3)T

)
= (1, 2, 0, 0)T , f

(
(3, 2, 3)T

)
= (1, 2, 0, 0)T , f

(
(2, 1, 0)T

)
=

(1, 2, 3, 0)T . Nalezněte matici K [f ]K , tedy matici, která bere vektor x v kanonické bázi a
vraćı f(x) také v kanonické bázi.

Řešeńı: TODO

3. Rozložte maticiA =

1 2 3
3 2 3
2 1 0

 na součin dolńı trojúhelńıkové matice a horńı trojúhelńıkové

matice. Nápověda vyjádřete si elementárńı úpravy pomoćı násobeńı matic. Dávejte pozor
na prohazováńı řádk̊u.

4. Vymyslete, jak reprezentovat poč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel pomoćı násobeńı matic. Jak rychle
umı́te spoč́ıtat Fn? Zkuste využ́ıt asociativity násobeńı matic.

(Pro otrlé) Rozmyslete si, jak proložit dané body pomoćı Čebyševových polynomů.
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