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1 Cvičeńı

1. Spoč́ıtejte řešeńı soustavy rovnic napsané na tabuli.

2. Vypoč́ıtejte determinant matice napsané na tabuli, jak v R, tak v Z5.

3. Opakováńı lineárńıch zobrazeńı.

Pro rozepsané řešeńı podobného problému se pod́ıvejte do řešených př́ıklad̊u ze zimńıho
semestru, 8. cvičeńı.

(a) Napǐste matici derivace polynomů stupně nejvýš čtyři (pro kanonickou bázi).

(b) Napǐste matici derivace polynomů, aby brala vektory v bázi 3 + x, 1 + x, x2, x + x2 +
x3, 2x2 + x4 a vracela vektory v bázi 1, 1 + x, 1 + x+ x2, 1 + x+ x2 + x3.

Def. Bud’ V vektorový prostor nad R, pak skalárńı součin je binárńı operace 〈· | ·〉 : V 2 → R,
která pro všechny x, y, z ∈ V a α ∈ R splňuje:

(a) 〈x | x〉 ≥ 0 a rovnost nastane jen pro x = ~0

(b) 〈x+ y | z〉 = 〈x | z〉+ 〈y | z〉

(c) 〈αx | y〉 = α〈x | y〉

(d) 〈x | y〉 = 〈y | x〉

4. Pro skalárńı součin definovaný 〈f |g〉 =
∫ 1

−1 f(x)g(x) dx ukažte, že jsou funkce 3x2 − 1 a

5x3 − 3x navzájem kolmé.

2 Cvičeńı

Def. Bud’ V vektorový prostor nad R, pak skalárńı součin je binárńı operace 〈· | ·〉 : V 2 → R,
která pro všechny x, y, z ∈ V a α ∈ R splňuje:

(a) 〈x | x〉 ≥ 0 a rovnost nastane jen pro x = ~0

(b) 〈x+ y | z〉 = 〈x | z〉+ 〈y | z〉

(c) 〈αx | y〉 = α〈x | y〉

(d) 〈x | y〉 = 〈y | x〉

Řekneme, že vektory u, v jsou na sebe kolmé, pokud 〈x | y〉 = 0.

Norma daná skalárńım součinem je ‖x‖ =
√
〈x | x〉. Intuitivně norma určuje délku vektoru.

Připomeňme, že norma lze definovat i o něco obecněǰśım zp̊usobem, ale normy dané skalárńım
součinem jsou velice užitečné.

Geometrická interpretace standardńıho skalárńıho součinu v Rn je pak 〈x | y〉 = ‖x‖‖y‖ cos(ϕ),
kde ϕ je úhel mezi vektory x, y (porovnejte s definićı kolmosti).

1. Ukažte, že následuj́ıćı jsou skalárńı součiny:

(a) (Standardńı skal. souč.) V Rn definujeme 〈x | y〉 = xT y =
∑n
i=1 xiyi

(b) V prostoru C[a,b] spojitých funkćı na intervalu [a, b] definujeme 〈f | g〉 =
∫ b
a
f(x)g(x)dx.

2. Spoč́ıtejte standardńı skalárńı součin vektor̊u (1, 2, 3)T , (0, 0, 1)T , (1,−2, 1)T . Které z nich
jsou navzájem kolmé? Jaká je délka prvńıho vektoru? Jak daleko jsou od sebe prvńı a třet́ı
vektor?
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Řešeńı: 〈(1, 2, 3)T |(0, 0, 1)T 〉 = 1 ·0 + 2 ·0 + 3 ·1 = 3 – nejsou kolmé, 〈(1, 2, 3)T |(1,−2, 1)T 〉 =
1− 4 + 3 = 0 tedy jsou kolmé, 〈(0, 0, 1)T |(1,−2, 1)T 〉 = 1 tedy nejsou kolmé.

Délka prvńıho vektoru ‖(1, 2, 3)T ‖ =
√

12 + 22 + 32 =
√

14.

Prvńı a třet́ı vektor jsou od sebe ‖(1, 2, 3)T − (1,−2, 1)T ‖ = ‖(0, 4, 2)T ‖ =
√

20.

3. Označme řádky matice A jako vektory v1, . . . , vm a sloupce matice B vektory w1, . . . , wp.
Č́ım jsou tvořeny jednotlivé prvky matice AB?

Řešeńı: (AB)i,j = 〈vi|wj〉

Dokažte, že řádkový prostor a kernel jsou navzájem kolmé.

Řešeńı: Kernel je vektorový prostor všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic, tedy pro každý
řádek muśı platit, že po dosazeńı dostaneme nulu.

4. Pro skalárńı součin definovaný 〈f |g〉 =
∫ 1

−1 f(x)g(x) dx ukažte, že jsou funkce 3x2 − 1 a

5x3 − 3x navzájem kolmé.

Řešeńı:
∫ 1

−1(3x2 − 1)(5x3 − 3x) dx =
∫ 1

−1 15x5 − 14x3 + 3x dx = [ 156 x
6 + 7

2x
4 + 3

2x
2]1−1 = 0

5. O symetrické matici A, pro kterou plat́ı xTAx > 0 pro všechna nenulová x ∈ Rn řekneme, že
je pozitivně definitńı. Definujme skalárńı součin 〈x|y〉 = xTAy, dokažte, že toto je opravdu
skalárńı součin právě když A je pozitivně definitńı.

Řešeńı: Př́ımo ověřeńı definice.

Pro daný skalárńı součin odvod’te obecný zp̊usob, jak naj́ıt pozitivně definitńı matici A,
která ho určuje.

Řešeńı: Pod́ıvejte se, co se děje v součinech dvojic vektor̊u z kanonické báze.

6. Dokažte, že množina všech pozitivně definitńıch matic je konvexńı.

7. Mějme dva vektory (2, 5)T , (3, 1)T , co muśıme odeč́ıst od prvńıho, aby byl kolmý na druhý?
Co muśıme odeč́ıst od druhého aby byl kolmý na prvńı?

3 Cvičeńı

1. Dokažte, že řádkový prostor a kernel matice jsou navzájem kolmé (vzhledem k standardńımu
skalárńımu součinu).

Řešeńı: Kernel je vektorový prostor všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic, tedy pro každý
řádek muśı platit, že po dosazeńı dostaneme nulu.

2. Ověřte, že následuj́ıćı matice jsou pozitivně definitńı a proved’te Chleského dekompozici:

Řešeńı: Pro ověřeńı pozitivńı definitnosti použijeme větu 11.9 ze skript Milana Hlad́ıka.

Čtvercová matice A =

(
α aT

a A∗

)
(kde α je č́ıslo, a je prvńı sloupec bez prvku v prvńım

řádku a A∗ je matice A bez prvńıho řádku a prvńıho sloupce) je pozitivně definitńı právě
když α > 0 a zároveň A1 = A∗ − 1

αaa
T je pozitivně definitńı.

(a)

 1 −1 −1
−1 5 −3
−1 −3 14

 Řešeńı: U =

 1 −1 −1
0 2 −2
0 0 3


(b)

 1 2 3
2 1 −1
3 −1 1

 Řešeńı: Neńı pozitivně definitńı.

3



(c)

 1 1 2
1 1 2
2 2 9

 Řešeńı: Matice je jen pozitivně semidefinitńı (tj. symetrická a pro každý

vektor x plat́ı xTAx ≥ 0). Choleského rozklad neńı jednoznačný.

(d)

 1 2 1
2 8 2
1 2 10

 Řešeńı: U =

 1 2 1
0 2 0
0 0 3



(e)


1 1 1 2
1 5 3 4
1 3 11 3
2 4 3 9

 Řešeńı: U =


1 1 1 2
0 2 1 1
0 0 3 0
0 0 0 2


3. Proved’te Choleského dekompozici a spoč́ıtejte soustavu rovnic Ax = b pro b = (3, 1, 3)T

a A =

 4 6 2
6 18 6
2 6 18

 Řešeńı: U =

 2 3 1
0 3 1
0 0 4

, pak řeš́ıme soustavu Ax = b, tedy

UTUx = b zavedeńım substituce Ux = y a UT y = b.

4. Mějme dva vektory (2, 5)T , (3, 1)T , co muśıme odeč́ıst od prvńıho, aby byl kolmý na druhý?
Co muśıme odeč́ıst od druhého aby byl kolmý na prvńı?

Řešeńı: Řešme druhou část, ilustrace viz obrázek 1. Délka vektoru u = (2, 5) je ‖(2, 5)‖ =√
22 + 52 =

√
29. Délka vektoru v = (3, 1) je ‖(3, 1)‖ =

√
32 + 12 =

√
10. Vektor se stejným

směrem jako v a jednotkovou délkou je v/‖v‖ = (3/
√

10, 1/
√

10). Skalárńı součin 〈u|v〉 =
6 + 5 = 11. Vzpomeňme si na středoškolskou goniometrii, vid́ıme že pokud by vektor v měl

jednotkovou délku, promı́tl by se na cos(ϕ)
‖u‖ u. Využit́ım podobnosti trojúhelńık̊u a vztahu

〈x|y〉 = ‖x‖‖y‖ cosϕ dostaneme prvńı krok Gram-Schmidtovy ortogonalizace, tedy vyjádřeńı
kolmého vektoru v − u〈u|v〉/〈u|u〉 = (3 − (22/29), 1 − (55/29)). Ověřme ještě ortogonalitu:
〈(2, 5)|(3− (22/29), 1− (55/29))〉 = 6− 44/29 + 5− 275/29 = 0.

5. V prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem určete podle Gramm-Schmidtova předpisu
ortonormálńı bázi Z = {z1, z2, . . . , zr} řádkového prostoru matice:

A =

1 1 1 1
4 1 4 1
1 2 3 4


Řešeńı: Napřed odečteńım projekćı zjist́ıme kolmý vektor yi = xi −

∑i−1
j=1〈xi | zj〉zj a ten

pak normalizujeme zi = yi/‖yi‖.

Bázi rozšǐrte na ortonormálńı bázi celého R4. Řešeńı: Stač́ı přidat ortonormálńı bázi kernelu.

6. Spoč́ıtejte vzdálenost bodu A = (5, 5, 3, 3)T od roviny procházej́ıćı počátkem a body B =
(8,−1, 1,−2)T , C = (4,−2, 2,−1)T .

Řešeńı: Vzdálenost je norma y3 při Gramm-Schmidtově ortogonalizaci.

4 Cvičeńı

1. Choleského dekompozice pro C matice

(
1 2i− 2

−2i− 2 9

)
. Řešeńı: U =

(
1 2i− 2
0 1

)
2. Proved’te Gramm-Schmidtovu ortonormalizaci vektor̊u (−3, 3)T , (0, 1)T a u toho kreslete.

3. V prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem určete podle Gramm-Schmidtova předpisu
ortonormálńı bázi Z = {z1, z2, . . . , zr} řádkového prostoru matice:

4



x

y

u = (2, 5)

v = (3, 1)

v/‖v‖ = (3/
√

10, 1/
√

10)

cos(ϕ)
‖u‖ u

‖v‖ cos(ϕ)
‖u‖ u = u〈u|v〉/〈u|u〉 = (22/29, 55/29)

v − u〈u|v〉/〈u|u〉 = (3− (22/29), 1− (55/29))

ϕ

Obrázek 1: Poč́ıtáńı kolmé projekce vektoru v na vektor u.
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Řešeńı: Napřed odečteńım projekćı zjist́ıme kolmý vektor yi = xi −
∑i−1
j=1〈xi | zj〉zj a ten

pak normalizujeme zi = yi/‖yi‖.

A =

1 1 1 1
4 1 4 1
1 2 3 4

, B =

0 3 4 0
0 0 5 0
2 1 0 2


Bázi rozšǐrte na ortonormálńı bázi celého R4. Řešeńı: Stač́ı přidat ortonormálńı bázi kernelu.

4. Spoč́ıtejte vzdálenost bodu A = (5, 5, 3, 3)T od roviny procházej́ıćı počátkem a body B =
(8,−1, 1,−2)T , C = (4,−2, 2,−1)T .

Řešeńı: Vzdálenost je norma y3 při Gramm-Schmidtově ortogonalizaci.

5 Cvičeńı

1. Proved’te Gramm-Schmidtovu ortornomalizaci na vektory (1, 1, 1, 2, 2, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0)T ,
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T .

2. Určete ortonormálńı bázi řádkového prostoru matice


2 0 1 2
4 3 2 4
6 −5 3 6
−4 2 4 2

. Spoč́ıtejte kolmou

projekci vektoru (2, 2, 1, 5)T do řádkového prostoru této matice. Určete ortonormálńı bázi
ortogonálńıho doplňku tohoto prostoru.

3. Spoč́ıtejte vzdálenost bodu A = (5, 5, 3, 3)T od roviny procházej́ıćı počátkem a body B =
(8,−1, 1,−2)T , C = (4,−2, 2,−1)T .

Řešeńı: Vzdálenost je norma y3 při Gramm-Schmidtově ortogonalizaci.

4. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Viz skripta Milana Hlad́ıka. Proved’te lineárńı regresi pro body
(0, 1), (2, 1), (3, 4).

5. Pro skalárńı součin definovaný 〈f |g〉 =
∫ 1

−1 f(x)g(x) dx ukažte, že jsou funkce 3x2 − 1 a

5x3 − 3x navzájem kolmé.

Řešeńı:
∫ 1

−1(3x2 − 1)(5x3 − 3x) dx =
∫ 1

−1 15x5 − 14x3 + 3x dx = [ 156 x
6 + 7

2x
4 + 3

2x
2]1−1 = 0

6. Ukažte, že v skalárńım součinu 〈f |g〉 =
∫ r
−r f(x)g(x) dx jsou na sebe kolmé i funkce sin(ax)

a cos(bx) pro libovolné pevné a, b ∈ R.

6 Cvičeńı

1. Spoč́ıtejte derminanty následuj́ıćıch reálných matic:18 11 11
11 11 11
11 11 24

 Řešeńı: Nejpve použijte řádkové úpravy. Determinant matice je 1001.

 3 2 −1
−1 1 2
2 −1 3

 Řešeńı: Determinant matice je 30.
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−1 −2 3 −1
2 4 −3 1
1 2 −2 −1
−2 −1 1 −2

 Řešeńı: Determinant matice je 15.

2. Následuj́ıćı matice reprezentuj́ı geometrická zobrazeńı v rovině. Nalezněte jejich vlastńı č́ısla
a k nim př́ıslušné vlastńı vektory a pokuste se je geometricky vysvětlit.(

2 0
0 2

)
, Řešeńı: Zobrazeńı odpov́ıdá dvojnásobnému zvětšeńı. Proto jsou vlastńı č́ısla

λ1 = λ2 = 2. Libovolný vektor je vlastńı, zobrazeńı ho dvakrát prodlouž́ı — nakreslete si
obrázek.(

0 −1
1 0

)
, Řešeńı: Rotace o 90 stupň̊u v kladném směru. I když to geometricky nevypadá,

i tato matice má vlastńı č́ısla a vlastńı vektory – komplexńı +i a −i s vlastńımi vektory (1, i)
a (1,−i). Geometrické vysvětleńı je takové, že násobeńı imaginárńı jednotkou i otáč́ı č́ısla v
komplexńı rovině o 90 stupň̊u.(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. Řešeńı: Rotace o obecný úhel ϕ. Snadným výpočtem nalezneme, že

vlastńı č́ısla jsou eϕi a e−ϕi s vlastńımi vektory (1, i) a (1,−i). Opět, násobeńı komplexńım
č́ıslem eϕi znamená rotaci v komplexńı rovině o úhel ϕ.

3. Určete vlastńı č́ısla matice


3 2 0 1 −2
0 2 0 0 0
2 0 1 0 3
0 5 0 1 0
4 8 0 7 −3



Řešeńı: Rozvojem podle 2. a 4. řádku a 3. sloupce dostaneme

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− t 2 0 1 −2

0 2− t 0 0 0
2 0 1− t 0 3
0 5 0 1− t 0
4 8 0 7 −3− t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(2− t)(1− t)2
∣∣∣∣3− t −2

4 −3− t

∣∣∣∣ = (2− t)(1− t)3(1 + t) Vlastńı č́ısla jsou 2, 1 (trojnásobné) a

−1.
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