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Tento text neni urcen k Sifeni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Re-
portujte je prosim na adresu kralka@kam.mff.cuni....
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Cviceni
Ss s 1 -1 1 . . T a
. Spocitejte 3]~ 4 3 +2 0/ Nadéle budeme psat (a,b)” misto b )

Regent: Vektory séitdme po jednotlivych prveich. Vysledek: (1 _34_(;1)3_:_20 1> = <_79)

. Co je fesenim rovnice 2y — 1 = 3?7 Co je fesenim, pokud ptfidame rovnici z + y = 37 Napiste
maticovy zdpis (druhou rovnici napiste na prvni fddek), nakreslete jako prusecik pifmek a
jako soucet vektoru.

Resend: Prvni rovnici upravime na y = 2 (k obéma strandm pii¢teme jedna a pak obé strany
vydélime dvéma). Dostaneme soustavu:

r+y=3
y=2

Jejfm fesenfm je ocividné bod (1,2)7 (ten ziskdme takzvanou zpétnou substituc).

Radkovy pohled ddvéa prunik nadrovin, které jsou ve dvou rozmérech piimky. Neformalni
intuice je, ze v jedné rovnici si muzeme zvolit vSechny proménné az na jednu, kterou
dopocitame, dimenze mnoziny bodu, které danou rovnici spliiuji tedy bude o jedna mensi
nez dimenze celého prostoru.

(1,27 y=2

r+y=3
(0,0)" v

Sloupcovy pohled: chceme najit feSeni vyjadiené jako soucet sloupcu matice

()= () ()= 6 1) C)

Sloupcové vektory matice nakreslime do roviny a stejné tak vektor pravych stran.



3. Popiste prunik nadrovin 2w+ 7z —y+32=5,2w—y+ 32 =3 a 2w —y = 1 (vSe ve Ctyfech
rozmérech, tedy v R*). Co je to geometricky (pifmka, bod nebo prazdnd mnozina)? Jaky je
prunik, pokud pfidame 2w = —17 Najdéte ¢tvrtou rovnici tak aby prunikem byla prézdna
mnozina.

Reseni: Tohle nenakreslim, ale muzeme fesit jako rovnice s FeSenim x = 2/7,y =2w—1,z =

0 1
PR . 2/7 0 L SR .
2/3, které muzeme zapsat jako: 1 + w o | coz je piimka (honosné feCeno afinni
2/3 0
prostor).
Piidédnim rovnice 2w = —1 dostaneme jediny bod (dosadime w = —1/2 do vyjédfeni pifmky).

Pokud bychom chtéli pfidat rovnici, tak aby neexistovalo feSeni, muzeme piidat jakoukoliv
rovnici, kterd neobsahuje pfimku z prvniho odstavce. Nejjednodussi je 2w+ 7x—y+3z = 0.

4. Pro kazdou polohu ti{ rovin v prostoru (vSechny rovnobézné, prunik jeden bod, prunik
piimka, ...) napiSte soustavu, kterd ma takovy tvar. Co znamend rovnobéznost rovin pro
soustavu rovnic? (Hint: pocet feSenf a dva fadky vyjadiujici dvé rovnobézné roviny.)
Resend: Rovnice 1z + 2y + 3z = 6 urcuje rovinu s normalovym vektorem (1,2,3)” (ten je
na ni kolmy). Tato rovina prochéz{ napiiklad body (6,0,0)7, (0,3,0)T a (0,0,2)T, stagilo za
dvé souradnice cokoliv dosadit a dopoéitat tieti souradnici.



(1,2,3)T

(0,0,2)7 |.

(6a Oa O)T x

Obrézek 1: Rovina se svym normélovym vektorem.

Obrazek 2: Tii roviny z = 1 (Cervené), y = 1 (zelené), z = 1 (modfe). Vsechny se protinaji v
jednom bodé.

Obrazek 3: Tii roviny = 1 (modfe), © = 2 (zelené), z = 3 (Cervené). Vsechny rovnobézné, tedy
nemaji spoleény prunik.

Obrazek 4: Tii roviny x = 1 (modfe), x = 2 (zelené), z = 1 (Cervené). Dvé rovnobézné, tedy
nemaji spoleény prunik.



X

Obrazek 5: Tfi roviny o = 1 (modie), y = 1 (Gervené), z +y = 1 (zelend). Zadné rovnobézné, ale
nemaji spoleény prunik.

(1,1,2)T

Obréazek 6: TFi roviny « = 1 (modie), y = 1 (Cervené), x +y = 2 (zelené). Zadné rovnobézné,
spoleény prunik je pfimka.

5. Urcete stiedovou rovnici kruznice prochézejici body (3,3)7,(1,5)7, (5,5)7 Pro pfipomenuti

kruznice se stfedem S = (s1, s2)7 a polomérem r € [0, 00) m4 rovnici (z—s1)2+(y—s2)% = r2.

Reseni: Napisme si soustavu rovnic:
(3 — 81)2 + (3 — 82)2 = 7‘2
(1—51)%+ (5 —s)* =12
(5—s51)2+(5—s2)% =72

Po roznésobeni:

52 — 65, + 9452 — 65y +9 =12 (1)
57 —2s1 + 1+ 85 — 1089 + 25 = 12 (2)
52 — 108y + 25 + 55 — 1089 + 25 = 12 (3)

Od prvni i od druhé rovnice odeéteme tieti rovnici:

4s1 — 164+ 48, —16 =0
8s1—24=0

Vysledkem tedy je: (z — 3)% + (y — 5)% = 22.



6.

8.

L,

T

Obrézek 7: Kruznice se sttedem v (3,5)7 a polomérem dva.

Pod jakou podminkou jsou body (0,y1)%, (1,52)7,(2,%3)7 na jedné pifmce? Pod jakou
podminkou jsou body (0,0)7, (y1,y2)T, (y3,y4)T na jedné pifmce?

Reseni: Napisme si parametrickou rovnici pifmky prochézejici body (0,41)7, (1,%2)7, ta je
(0,91)T +t(1,y2 — y1)T pro t € R. Aby tiet{ bod (2,y3)7 lezel na této piimce, musi t = 2 a
tedy y3 = 2(y2 — y1)-

Obdobné fesime i druhy piipad, parametricka rovnice je (y1,y2)? a tieti bod tedy splituje
y3 = ty; a zdroven y4 = tys (pro tu samou hodnotu t).

Tento piiklad je fesitelny obdobné i pomoci obecné rovnice.

Najdéte rovnici pifmky, jejiz tisek mezi soufadnymi osami je rozdélen bodem (2,6)7 na dveé
Casti v poméru 1:2.

Reseni: Vyuzijeme podobnosti trojihelniki, z prasec¢iki s osami snadno odvodime piislugné
rovnice.

x4+ 2y =18

(2,6)"

+y=18
T

Obréazek 8: Obé feseni.

(a) Napiste parametrické vyjadieni S = {@ + t7 | t € R} pifmky jdouci body (1,2)7, (4,3)7.
Regeni: Parametrické vyjadreni se sklddé ze “startovniho” vektoru w a smérového
vektoru v, “podél kterého se muzeme pohybovat ze startu.”

Startovni vektor miizeme volit napiiklad vektor (1,2)7 a smérovy ziskdme jako druhy
vektor minus tento prvnf (4,3)T — (1,2)7 = (3,1)T. Parametrické vyjadieni tedy je
{(1,2)7 +¢(3,1)" | t € R}.

Plati, Ze misto ted vypo¢teného smérového vektoru muizeme vzit jeho jakykoliv nenu-
lovy nasobek, coz zméni jen hodnotu parametru ¢.

Vsimnéte si, ze volné zaménuji body z prostoru R? za vektory. Pokud zvolime soustavu
soutfadnic, pak se na bod muzeme divat jako na vektor jeho soufadnic. Naproti tomu véas
¢ekd mnohem obecnéjsi definice vektoru. Vektorem bude mimo jiné i funkce f: R — R.



(4,3)7

<

x
Obrazek 9: Piimka, vyznaceny smérovy vektor.

(b) Napiste obecnou rovnici az + by + ¢ = 0 pifmky jdouci body (0,3)7, (1,4)”. Nakreslete
vektor (a,b)T, neptijde vam kolmy na tu pifmku?
Regent: Zde fesime soustavu rovnic, pifpadné uréime smérovy vektor a k nému kolmy
vektor zvany normalovy (pro vektor (a,b)? je kolmym vektorem vektor (—b, a)T i vektor
(b, —a)T, to ze jsou opravdu kolmé bude piedmétem nékterého ptistiho cvicent).
Smérovy vektor je (1,1)7, normalovy tedy bude (1,—1)T. Normélovy vektor udava
koeficienty a,b v rovnici ax + by = c¢. Dosazenim dopocteme koeficient c. Vysledek je
r—y=-3.

Opét muzeme celou rovnici ndsobit nenulovymy Gislem a piimka zustane nezménéna.

(17*1)T

(17 _I)T
Obrézek 10: Piimka, vyznaceny normalovy vektor.

(¢) Pfevedte obecnou rovnici 3z — 2y + 1 = 0 na parametrické vyjadiend.
Reseni: Muzeme spoéitat dva body lezici na této pifmce a postupovat jako v piedeslém
pifpadé. Druh4 moznost je spocitat smérovy vektor (2,3)7 (kolmy na normélovy vektor
(3,2)T) a dopoeitat startovni bod napiiklad dosazenim nuly za z a ziskanim (0,1/2)7.
(d) Preved'te parametrické vyjadreni S = {(1,2)" +¢(—1,2)" | t € R} na obecnou rovnici.
Resend: Mzeme spoéitat dva body lezici na této piimce a postupovat jako v piedeslém
pifpadé. Druha moznost je spocitat normalovy vektor (2,1)7 (kolmy na smérovy vektor

(—1,2)T) a dopocitat ¢ = —4 pro poéatecni bod (2-14+1-2+c=0).
Jsou dand vyjadieni jednoznaéna? Resend: Nejsou. Smérovy vektor muzeme vynasobit li-
bovolnou nenulovou konstantou. Navic jako po¢ateéni bod muzeme volit libovolny bod na



10.

dané piimce. Obdobné celou obecnou rovnici muzeme vynasobit libovolnou nenulovou kon-
stantou.

Najdéte obé vyjadfenf roviny prochazejici body (1,2,0)7,(-1,0,1)T,(0,3,1), pokuste se je
na sebe navzajem prevést. Co by se stalo, kdyby vSechny tii body byly na jedné ptimce?

Reseni: TODO
Alenka m4 o tii jablicka vic nez Bohous. Pokud bychom dali kazdému z nich jedno jablicko,

méla by Alenka dokonce dvakrat tolik jablicek nez Bohous. Sestavte soustavu rovnic. Pokud
si troufnete, vyreste.

Reseni: Viz ptisti cviceni.
Pro danou soustavu rovnic Az = b, co se stane s feSenim x, kdyz

(a) Prohodime dvé rovnice (zménime poradi rovnic).
(b) Vyndsobime jednu rovnici nenulovym &islem.

(c¢) Piicteme jednu rovnici k druhé.

Reseni: Nestane se nic, témto Upravam tikame ekvivalentni tipravy.

Pouzijte konkrétni zaddni minulého piikladu a nakreslete, co se déje s pruseciky piimek a co
se déje se sloupcovym pohledem na véc.

Regent: Pruseciky piimek zustavaji na jednom misté, protoze feSeni se neméni. Viz pristi
cviceni.

Co se déje s Fesenim, pokud predchoz{ (prohozeni, ndsobeni a piic¢ten{) provddime se sloupci?
Reseni: Pokud je (jednim libovolnym) Fesenim soustavy vektor

T
(xh'" axi—hx%xi-‘rh"'7xj—17xj7xj+1a"'axn)

a prohodime sloupce i a j, pak je feSenim vektor

T
(9917---,xi—17$j7$i+17--~,fﬂj—1,$i,$g‘+1;-~~a$n) .

Pokud je feSenim vektor

T
(xlw-~axi717mi7mi+17"‘7$n) 5

pak po vyndsobeni i-tého sloupce nenulovym ¢islem ¢ € R bude fesenim

T
(fL’l, .. 7‘,1"1'717*%.7;/07 ‘Ti+17 .. 7xn)
Pokud je feSenim vektor
T
(3'51’“-axi—laxiaxi+la~--axj—laxj,xj+1a~~~7xn)
a pricteme sloupec ¢ k sloupci j, pak je fesenim vektor
T
(:L'h sy i1, L5 = Ly Tjgly ooy Lj—1,Lg, Tl - - - ,l'n) .

Pro zamysleni: je zbyte¢né, pokud by byly dvé rovnice stejné, nebo jedna rovnice nasobkem
druhé, nebo jedna rovnice sou¢tem jinych dvou? Je zbytectny néjaky sloupec, pokud by byl
stejny jako jiny, nasobkem jiného ¢i souctem jinych dvou?

Resend: Ano, tyto ivahy vedou na hodnost matice.
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12.

Pro soustavu rovnic AZ = 0 (vSechny pravé strany jsou nuly) dokazte, ze pro dvé jeji feseni
Z, 7 jsou feenim také cZ (pro ¢ € R) a & + ¢. M4 tato soustava vzdy aspon jedno Fesen{?

Reseni: Pouzivdme maticovy zépis a vlastnosti poéitani s maticemi, vée ale jde rozepsat
pomoci soustav rovnic. Pro dvé feSenf je jejich soucet také fesenim: A(x +y) = Az + Ay =
040 = 0, kde 0 je nulovy sloupcovy vektor vhodného rozméru. Nasobek feSeni je také
Fesenim A(cx) = cAx = ¢0 = 0 pro konstantu ¢ € R.

1 a

b 1
druhy sloupec nasobkem prvniho sloupce. Zkuste i pro obecnou matici dva krat dva, pozor
na déleni nulou.

O matici A = ) dokazte, ze druhy tadek je ndsobkem prvniho fadku pravé kdyz je

Reseni: Prosté rozepsani. Az budete znat determinant, v§imnéte si, Ze pro obecnou ¢tvercovou
matici dva krat dva to pfesné znamena, ze determinant je nulovy.

Cviceni

. Spocitejte vyrazy:

(a) (44 2i) — (1 —5i)
(b) (3+2)(2+14)

(c) (3+2i)/(1—3i)
(d) (1414)*

. Uréete hodnoty v Zy7 &isel 2101, 31001 4100001

3 2 1|5
. 30101 5. B -
Reste: 9 1 3|11 , Reseni: x = (2,-2,3)
5 5 2|6
23 0 1[0 (s
3 2 0 1]6 Reseni: x € 0 +t 1 teR
1 2 3 3|12 7/2 54
Reste soustavy rovnic: Az = 0, Az = b, Az = ¢, kde:
-1 0 -2 -5 -3
A=|1 2 9 |,b=[16],c=]12
0o 1 2 4 3
Resent: Vsimneme si, ze v Gaussové eliminaci bychom s levymi stranami provadéli pokazdé
-1 0 -2|/0 -5 -3 1 2 9]0 16 12
totéz a piseme zkracené: [ 1 2 9 |0 16 12|~ |0 1 2|0 4 3|~
0O 1 2|0 4 3 0 2 70 11 9
1 2 9]0 16 12 1 2 0|0 7 3 1 0 0j]0 3 1
~10 1 2/0 4 3]~|0 1 0|0 2 1]~(0 1 0]0 2 1
00 3[0 3 3 0 0 1(/0 1 1 0 0 1(0 1 1
3 1 4 2 a
Spocitejte: [1 5 9 7] = | b ], Reseni: Toto je prosté dosazeni za proménné, vyjde
2 6 5 1 c

(17,46,51)7T.



1 1 1 1|2

1 2 2 2|7 s , R o s . T

1 2 3 31| Resend: Pomoci elementarnich dprav fesime a vyjde x = (—3,11, —13,7)".

1 2 3 48

1 -1 0 0 0|2

1 0 -1 0 0|7

0 1 0 -1 0 |1].Reseni: z=(5,3,-2,2,—-10)7.

0 O 1 0 —-118

0 O 0 1 0 |2

6. Co doplnit za otaznik, aby soustava (a) neméla zaddné feseni, (b) méla nekoneéné mnoho
2 1 3|1
feSeni: [1 3 3|4

5 5 9|7

Reseni: Mohli bychom fesit Gaussovou eliminaci a také bychom se dobrali vysledku. Muzeme
si ale vSimnout, ze dvojndsobek prvniho plus druhy fadek d&a tfeti fadek. Pokud tedy za
otaznik dosadime Sest, bude mit soustava nekone¢né mnoho feseni. Dosadime-li tam cokoliv
jiného, nebude mit zadné feSeni.

a 1 1|1
7. Vzhledem k parametru a feste: |1 a 1|1
1 1 afl

Reseni: Viz pristi cviceni.

Cviceni

1. Reste soustavy rovnic: Az = 0, Az = b, Az = ¢, kde:

-1 0 -2 -5 -3
A=[1 2 9|, b=(16],c=[12
0 1 2 4 3

Resend: Vsimneme si, ze v Gaussové eliminaci bychom s levymi stranami provadéli pokazdé
-1 0 -2|0 -5 -3 910 16 12

totéz a piseme zkracené: | 1 9 |0 16 12| ~
0 2 10

O O =
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(17,46,51)7.
11

—
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W W N
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. Resent: = (5,3,-2,2,—-10)T.
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3. Co doplnit za otaznik, aby soustava (a) neméla zaddné feseni, (b) méla nekoneéné mnoho

2 1 3|1
feSeni: [1 3 3|4
5 5 9|7

Resend: Mohli bychom fesit Gaussovou eliminaci a také bychom se dobrali vysledku. Muzeme
si ale vsimnout, ze dvojndsobek prvniho plus druhy radek d&a treti radek. Pokud tedy za
otaznik dosadime Sest, bude mit soustava nekonetné mnoho feseni. Dosadime-li tam cokoliv
jiného, nebude mit zadné feSeni.

4. Vzhledem k parametru a feste:

— = Q
—Q =

1
1
a

— =

Reseni: Parametrem pokud mozno nechceme délit.

a 1 1|1
1 a 11|~ prohodime 1. a 3. fadek
1 1 afl
1 1 all
~11 a 1|1 od 2. fadku odecteme 1., od 3. odetteme a nasobek 1.
a 1 111
1 1 a 1
~10 a—1 1-a 0 ke 3. pficteme 2.
0 1—-a 1—-a?>|1—-a
1 1 a 1
~|0 a—-1 1—a 0 a¢ {21}
0 0 2—a—ad’|l1-a
1 1 a 1
~10 a—1 1—-a 0 ke 2. pricteme a — 1 nasobek tfetiho
0 0 1 |yl
1 1 a 1
~[0 a—1 o] 4D a#1
0 0 1] i,
1 1 a 1
~[0 1 0] 5L, od 1. odecteme 2. a a krat 3.
00 1|51
L0 0f1= 2—1<;aaz a2—11;—aa2
~10 1 0 E—
1—
001 Taa?

Jesté musime vytesit pfipady, kdy a =1 a a = —2.

Pokud a = 1, madme mnozinu feSeni x1 + xo + 3 = 1, tu muzeme psat také jako

1 -1 -1
O+t 1 |]+s| O s,t eR
0 0 1
Pokud a = —2, pak fesime jak jsme zvykli a soustava neméd zadné feSeni

5. Reste soustavy rovnic a nasobte matice podle zadéni na tabuli.

11



Cviceni
1. Dokazte, ze Feseni homogenni soustavy rovnic (pravé strany jsou nulové) tvoi{ vektorovy

prostor.

2. Reste soustavy rovnic: Az =0, Az = b, Az = ¢, kde:

-1 0 —2 -5 -3
A=[1 2 9|, b=(16],c=[12
0 1 2 4 3

3. Urcete inverzni matice k maticim ekvivalentnich tprav.
4. Urcete inverzni matici k matici A z prikladu 2.
5. Dokazte, ze nasobeni vektoru matici je linearni zobrazeni.

6. Pomoci LU dekompozice spocitejte feseni soustav rovnic pro néjaky vektor pravych stran.

2 1 3
A=|4 1 7

—6 -2 —12
Cviceni

1. Reste pomoci Gaussovy eliminace a pak pomoci LU rozkladu nad Z;

o= W
W N Ot
NN O
W ok =

Reseni: Viz skripta Milana Hladika.

1 —1 -1

2. Dokaizte, ze v kazdé grupé plati (a=!)~! = a a zéroven (aob)"! =b"loa
3. Vezméme pevnou matici D € R"*" pak matice, které s ni komutuji tvoii vektorovy prostor.

4. V prostoru R* napiste vektor (—7, 12,2, —4)T jako linedrni kombinaci vektori (—5, 5,1, —1)7,
(2,-5,0, Z)T, (3,2,0, —2)T7 (2,-3,1, 1)T.

5. Dokazte, Ze soustava Az = b mé Feseni pravé tehdy kdyz ATy = 0,67y = 1 nem4 Fesend.

Cviceni
1. Necht V je vektorovy prostor a X C Y C V. Rozhodnéte, jestli jsou néasledujici tvrzeni

pravdiva:

(a) Je-li X nezdvisld, je Y zdvisla.
(b) Je-li X nezévisla, je Y nezdvislé.
(c) Je-li Y nezdvisld, je X nezévisla.
(d)

)

(e) Je-li Y zavisld, je X zdvisla.

Je-li X zavisld, je Y zavisla.
2. Doplnte nasledujici mnoziny na béazi.
(a) {(I,Q,O,O)T, (2,1,1,3)T, (0, 1,0,1)T} v R4,

(b) {xQ, -1,z + x2} v prostoru polynomu stupné nejvys tii.

12



3. Uréete bazi a dimenzi podprostoru Z2 generovaného vektory (1,2,0,0)7, (1,1,1,1)T, (2, 1,4,2)T,
(1,1,2,0)T. Pokud tento podprostor nenf celym Z#, dopliite ho aby byl bazi celého prostoru.

4. Napiste soutadnice vektoru (3, 1,4, 5)7 vzhledem k uspofddané bazi z predchoziho piikladu.

5. Ukazte, ze pokud je V podprostorem prostoru W kone¢né dimenze, pak pro kazdou bazi X
prostoru V existuje baze Y prostoru W takové, ze X C Y.

6. Jsou-li V', W podprostory koneéné dimenze, pak
dim(U) + dim(V) = dim(L(U U V)) + dim(U NV).

A ukazte, Ze toto pro tfi podprostory neplati!

7 Cviceni
7. 12. bude velka pisemka!

1. Ukazte, ze pokud je V podprostorem prostoru W kone¢né dimenze, pak pro kazdou bazi X
prostoru V' existuje baze Y prostoru W takové, ze X C Y.

2. Jsou-li V., W podprostory koneéné dimenze, pak
dim(U) + dim(V) = dim(L(U U V)) + dim(U N V).

A ukazte, ze toto pro tii podprostory neplati!

1 011
. .. 12 0 1 1
3. Invertujte matici 9 1 0 0
1 2 1 0
1 4 3 2 1 4 2 3
2 1 10 2 4 0 1
. 4 ’ ’ . . _ _
4. Pracujeme nad Zj. Pro baze A, B dané sloupci matic A = 03 3 92 ,B= 31 9 4
11 4 2 1110
(a) Urcete matici pfechodu od soutadnic bdze A ke kanonické bazi.
(b) Uréete matici prechodu od soufadnic kanonické béze k souradnicim béze B.
(¢) Urcete matici prechodu od soufadnic baze A k souradnicim baze B.
5. Urcete matici derivace polynomu stupie nejvys 4.
6. Urcete matice ruznych linedrnich zobrazeni v roviné.
8 Cviceni
7. 12. bude velka pisemka!
1 4 3 2 1 4 2 3
21 10 2 4 01
. 4 ’ ’ . . _ o
1. Pracujeme nad Zz. Pro baze A, B dané sloupci matic A = 03 3 9 B = 31 9 4
11 4 2 1110
Resend: Piipomenime si zékladni pojmy: Necht A = {ay,aq,...,a,} (tedy vektory a; jsou

sloupce matice A) je béze. Necht vektor z ma vyjadfeni = Y., o;a;, pak soufadnicemi
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vektoru x vzhledem k bézi A rozumime koeficienty a1, as, . . . , a;, a vektor soufadnic znac¢ime
[z]a = (a1, 00,...,0,)7.

Napiiklad tedy, pokud bychom méli kanonickou bazi (zna¢me K = I,,), pak [z]x = x.
Matice piechodu: méjme A, B dvé baze jako v zaddni, pak matici pfechodu od A k B
rozumime matici p[id] 4, po které chceme, aby pro kazdy vektor x platilo: [z]p = p[id]a[z]a.
Tedy ze soufadnic v bazi A ndm udéld souradnice v bazi B.

(a) Urcete matici pfechodu od soutadnic bdze A ke kanonické bézi.
Resend: Nasobeni A[z]a odpovida linedrni kombinaci sloupcii A kde koeficienty jsou
jednotlivé souradnice. Tedy g[id]4 = A.

(b) Uréete matici prechodu od soufadnic kanonické béze k souradnicim béze B.
Resend: 7 ptedchoziho vime, ze [z]x = Blz]p. Uzijeme krasné véty linedrni algebry,
kterd ikd, ze dimenze fadkového a sloupcového prostoru jsou stejné. Lidsky feceno:
kdyz jsou nezavislé sloupce, jsou nezavislé i fadky a tedy matice je regularni. Tudiz
existuje inverzni matice B~!, kterou nésobime zleva a dostaneme: B~![x]x = [7]p.
Vidime tedy, ze p[id]x = B~!.

(¢) Urcete matici prechodu od souradnic baze A k souradnicim baze B.
Resent: Uz umime pievédst soufadnice od béze A ke kanonické a od kanonické k bézi
B prostym slozenim téchto zobrazeni dostaneme pozadovanou matici prechodu. Tedy
B[id}A = B[id]KK[id]A =B~ 1A.

. Urcete matici derivace polynomu stupiie nejvys 4.

Reseni: Jako obvykle se staci koukat na bazové vektory, jejichz derivace pifmo daji sloupce

01 000
00 2 00
hledané matice: |0 0 0 3 0
0 00 0 4
000 0O

. Urcete matice ruznych linedrnich zobrazeni v roviné. Napiiklad osovd soumérnost podle
osy 1. a 3. kvadrantu. Otoceni o ihel a. Projekce na prvni soutradnici, projekce na piimku
prochézejici pocatkem soustavy souradnic.

. Pracujeme v Z$ a K znaéf kanonickou bazi. O zobrazeni f vime, ze f((2,4,1)T) = (2,1,2)T,
F((2,3,9)7) = (0,4, )7, f((3,0,1)") = (4,4, 1)".

(a) Naleznéte matici zobrazeni f vuéi kanonické bézi, tedy x[f]k.

2 2 3
Reseni: Necht B = [4 3 0| je matice, kde sloupce jsou vektory, pro které mame
1 4 1

hodnoty (vynechdno ovéreni linedrn{ nezdvislosti).
Matice zobrazeni k[f]s je ddna po sloupcich vysledky funkce na vektory baze B, tedy

2 0 4
k[fle=1|1 4 4. Stadl si piedstavit, kam potfebujeme zobrazit bazi.
2 1 1

Matice prechodu od kanonické baze k bazi B je p[id]x = B! dle piedchoziho piipadu.
Naprted tedy prevedeme soufadnice vektoru z kanonické baze do baze B a pak ho zob-
razime podle funkce f.

Vysledkem tedy je K[f]K =K [f]BB [ ld]K
(b) Naleznéte Ker(f) (tedy jadro zobrazeni f, tj. viechny vektory, pro které plati f(7) = 0).

Reseni: Jen fesime soustavu rovnic, kde pravé strany jsou nulové.
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9 C(Cviceni

Dualita se v matematice vyskytuje velice ¢asto. Vy jste se uz nejspis setkali s piikladem dualnich
grafu k rovinnym grafum a s dualitou Platénskych téles. Dalsimi piiklady se kterymi se nejspis
setkdte je dualita linedrniho programovani, piipadné s dualitou v teorii matroidu. Toto jsou jen
nékteré piiklady.

Funkcionalni analyza vyuziva dualitu podobnou té, kterou bereme tady. Jeji vyuziti jsou
napiiklad ve fyzice pii feSeni rovnovazné pozice membrany, zpracovani signélu, obrazki nebo
ve strojovém uceni. Moznd uz jste slySeli o dualismu “vlna/éédstice” v ¢asticové fyzice. Piipadné o
jinych dualitach.

Dualita

Pro dané linedrni prostory V,U oba nad télesem T tvoii linedni zobrazeni z V do U vektorovy
prostor (pfirozené dvé funkce muzeme secist (f + g)(z) = f(x) + g(x) a funkci muzeme vyndsobit
konstantou (af)(z) = af(z), zbytek ovéite sami). Linedrn{ zobrazeni je vzhledem k danym baz{m

vevs

Definice. Bud V wvektorovy prostor nad télesem T, pak linedrni funkciondl (nebo také linedrni
forma) je libovolné linedrni zobrazeni z V' do T. Dudlni prostor je linedrni prostor vSech funk-
ciondlu, znacéime ho V*.

Poznamky:
e Vznesené feceno dudlni prostor jsou homomorfismy z vektorového prostoru do jeho télesa.

e Neékdy se vektorum dudlu fika kovektory. Ale toto znaceni neni tak moc ustdlené a napiiklad
ve skriptech Péstujeme linedrni algebru se kovektor pouzivé odlisné.

e Vektor dudlu v* € V* tedy vezme vektor u € V a vrati ¢islo télesa. Navic plati, ze je to
linearni funkce.

Tento pohled bude dulezity, az se budeme bavit o dudlu k dudlu. Tam budou linearni funkce,
které berou jako parametr linearni funkce z V' do T a vraci ¢islo z télesa T.

Dualni baze

Je-li dim(V) = n a v1,...,v, baze V, pak dudlni prostor mé bazi f1,..., fn, kde f;(v;) = 0 pro
1 # 7 a fi(v;) =1, tato béze se nazyva dudlni baze. Ovéite, ze je to skuteéné baze.

Koneéné dimenziondlni vektorové prostory V' jsou tedy isomorfni se svym dudlem V*, s dudlem
svého dudlu V** atd. Tento isomorfismus ale zdvisi na volbé bdze prostoru V (pro jinou bézi
bychom dostali jinou dudlni bézi). Pozor, toto pro nekoneéné dimenziondlni vektorové prostory
neni tak jednoduché!

Vektor dualni baze je vlastné projekce do i-té soufadnice. Jinymi slovy vraci hodnotu i-té
soufadnice.

Vektorové vyjadreni

uq
Pro danou béazi prostoru V muzeme reprezentovat vektor u € V' pomoci vektoru soutradnic
Up
Obdobné muzeme vektor g € V* reprezentovat fddkovym vektorem [g1,. .., g,]. Tak, Ze pro
vektor u € V' definujeme
Uy
9(u) = g1, -, 9]
Unp
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(ndsobime dva vektory jako matice a vysledek je jedno ¢islo).
Pak transpozice je isomorfismem mezi V a V*. Ale neni to piirozeny isomorfismus, protoze
jsme potiebovali soufadnice vektoru a tedy pracovat s néjakou bézi prostoru V.

Dudl dudlu a kanonické vnoreni

Napied uvazme vyhodnocovaci zobrazeni ev: V x (V*) — T definované jako ev(v, f) = f(v) pro
v eV afeV* Toto zobrazeni je linedrn{ v obou proménnych (ovéite).

Toto zobrazeni dévéa prirozenou injekci (prosté zobrazeni) z V' do V** (pro kone¢énou dimenzi
prirozeny isomorfismus). Vektor v € V' zobrazime na funkci ev(v, z) v jedné proménné = (kde za
z dosazujeme néjaké f € V*).

Toto je pro kone¢nou dimenzi pfirozeny isomorfismus, protoze nam nezalezi na volbé béaze
prostoru V.

Dualni zobrazeni
Obcas uslysite oznaceni adjungované zobrazeni (anglicky adjoint map).

Definice. Pro linedrni zobrazeni f: V. — W (V,W nad stejngm télesem) definujeme dudini zob-
razend f*: W* — V* predpisem f*(w*) =w*o f.

Kde w* o f je slozeni funkci, tedy vysledkem je funkce, ktera vezme vektor v € V| zobrazi ho do
prostoru W pomoci funkce f a pak na néj provede funkciondl w*. Je to tedy linearni funkce, ktera
vektoru z V prifadi ¢islo z télesa. Jinak feceno (f*(w*))(v) = w*(f(v)) prov € V a w* € W*.

Pokud méame linedrni zobrazeni f reprezentované pomoci matice A (vzhledem k ptislusnym
bdzim) a pouzivame konvenci, Ze vektory prostoru W* piSeme jako fadkové, pak matice zobrazeni
f* je ta sama a piSeme f*(w*) = w*A (samoziejmé musime ndsobit fadkovym vektorem zleva).

Tato konvence déva okamzité (f*(w*))(v) = w*Av = w*(f(v)).

Poznamka: Pokud bychom psali soufadnice vektoru z W* do sloupcu, pak by zobrazeni f*
bylo reprezentované transponovanou matic{ zobrazen{ f (vzhledem k piislusnym duédlnim bézim),
tedy matici AT a psali bychom f*(w*) = ATw* (zde ovSem vektor w* je brany jako sloupcovy).
Zde bychom ovsem nedostali tak hezkou korespondenci s ndsobenim, protoze abychom z vektoru
udélali funkciondl, tak bychom napfed museli transponovat, coz v minulé konvenci bylo uz hotové.

Pii zkousce se drzte konvence z piednasky nebo poznamenejte, kterou pouzivate! At vés ne-
spletou ptripadné dotazy zkousejicich.

Literatura

Pro vice teorie (se kterou jste se jesté nesetkali a nemd smysl ji zde zavadét) prostudujte skripta
“Péstujeme linedrn{ algebru” (Lubos Motl, Milo§ Zahradnik). Elektronicka verze je dostupné on-
line. Ke skriptum existuje i sbirka piikladu s feSenymi piiklady mimo jiné i na dualitu. Také je
dostupnad elektronicky. Pozor jen na mirné odlisné znaceni.

1. Necht V je prostor redlnych posloupnosti s jen koneénym poétem nenulovych prvki, vezméme
bédzi tohoto prostoru (1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),....

(a) Ukazte, ze V* je prostor vSech redlnych posloupnosti.
Regeni: Linedrni zobrazeni je dané tim, kam zobraz{ bazi. Linearn{ zobrazeni f, pro které
plat{ f((1,0,0,0,...)) = a1, f((0,1,0,0,...)) = a2, £((0,0,1,0,...)) = as, ztotoznime
s posloupnost{ (a1, s, as,...).
A naopak posloupnost redlnych ¢isel muzeme ztotoznit se zobrazenim. Vidime tedy,
ze V* je prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel (nejen téch s koneénym mnozstvim
nenul).
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(b) Ukazte, ze kanonické vnofeni V' — V** neni surjekce (tj. nenf na). Rada: vezméte F'
linedrni zobrazeni z V* do redlnych ¢isel definované

F((0,...,0,1,0,...)) =0

F((1,1,1,...)) =1

a ukazte, ze neni v obrazu kanonického vnotreni V' — V**,

Resend: Zobrazeni F bere posloupnosti redlnych ¢isel (tedy prvky V*) a pfitazuje jim
redlné cislo, tedy mame F € V**.

Ale zobrazeni F neni obrazem zadného vektoru v € V pii kanonickém vnofeni (ev).
Kdyby bylo, méli bychom néjaky vektor v € V', pro ktery ev(v, f) = f(v) = F(f), tedy
0 = ev(v,(1,0,0,0,...)) = ev(v,(0,1,0,0,...)) = ev(v,(0,0,1,0,...)) = ..., tedy v je
nulovy vektor (kdyby nékde mél nenulu, pak by piislusnd funkce dala také nenulu).

Na druhou stranu jakékoliv linearni zobrazeni vyhodnocené v nule je nula a tedy nedo-
staneme F'((1,1,1,...)) = 1.

10 Cviceni

1. Urcete grafy, cykly, rozklad na transpozice, pocet inverzi, znaménko a inverzni permutace
pro permutace p,q,qop,poq. Kde p =1[3,4,1,2,6,5],¢ = [3,4,5, 1,6, 2].

Reseni: Permutace skladdme jako zobrazeni, tedy (p o q)(i) = p(q(i)).
Inverze jsou takové pary ¢isel, ze ¢ < j, ale permutace jejich porad{ prohodi, tedy p(j) < p(z).

Pro znaménko slozeni permutaci plati sgn(p o ¢) = sgn(p)sgn(q).

(a) Permutace p:
e Permutace je: [3, 4, 1, 2, 6, 5], tedy p(1) = 3, p(2) =4, p(3) = 1, p(4) =2, p(5) =
6, p(6) = 5
e Cykly permutace jsou: (1,3)(2,4)(5,6)
e Inverze jsou: [(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (5, 6)]
e Znaménko je: -1 = (—1)°
e Inverzni permutace je: [3, 4, 1, 2, 6, 5]
(b) Permutace g:
e Permutace je: [3, 4, 5, 1, 6, 2], tedy p(1) = 3, p(2) =4, p(3) =5, p(4) =1, p(5) =
6, p(6) =2
e Cykly permutace jsou: (1,3,5,6,2,4)
e Inverze jsou: [(1, 4), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 4), (3, 6), (5, 6)]
e Znaménko je: -1 = (—1)7
e Inverzni permutace je: [4, 6, 1, 2, 3, 5]
(¢) Permutace p o g:
e Permutace je: [1, 2, 6, 3, 5, 4], tedy p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 6, p(4) = 3, p(5) =
5, p(6) = 4
e Cykly permutace jsou: (1)(2)(3,6,4)(5)
e Inverze jsou: [(3, 4), (3, 5), (3, 6), (5, 6)]
e Znaménko je: 1 = (—1)*
e Inverzni permutace je: [1, 2, 4, 6, 5, 3]

(d) Permutace g o p:

17



11

Permutace je: [5, 1, 3, 4, 2, 6], tedy p(1) =5, p(2) = 1, p(3) = 3, p(4) = 4, p(5) =
2,p(6) =6

Cykly permutace jsou: (1,5,2)(3)(4)(6
Inverze jsou: [(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1,
e Znaménko je: 1 = (—1)°

)
5), (3, 5), (4, 5)]

e Inverzni permutace je: [2, 5, 3, 4, 1, 6]

Obréazek 11: Permutace p, ¢, p o ¢ odliSené barevné.

Prectéte si zacatek kapitoly o determinantech ze skript Milana Hladika. Hlavné se zaméite
na:

e definici,

e pocitani determinantu matic 2 x 2 a 3 x 3,

e pocitani determinantu trojihelnikové matice

e a na to, co se déje s determinantem pti ekvivalentnich Upravach a jak toho vyuzit k

spocitani determinantu vétsi matice.

Pristi cviceni budeme dale probirat determinanty.

Cviceni

. Pocitejte determinanty matic na tabuli.
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. Spocitejte objem rovnobéznosténu uréeného vektory a? = (1,2,3),bT = (2,1,1),cT =
(2,3,2). (Rovnobéznostén v R3 obsahuje body, které mtizeme vyjadiit linedrni kombinaci
aa + Bb+ ve, kde a, 8,y € [0, 1].)

Resent: Objem je rovny determinantu matice, kde vektory a, b, ¢ jsou jeji sloupce.

. Spotitejte objem elipsoidu vzniklého zobrazenim koule zobrazenim f: R3 — R3, pro které
plati: £((1,3,1)") = (3,1,0)", f((1,0,3)") = (1,0,2)", f((4,1,5)") = (4,1,5)7,

Resent: V(f(Bs)) = | det(k[f]x)| - 47/3
. Uzitim Cramerova pravidla spocitejte feSeni soustavy rovnic.
. Vypoctéte inverzni matici pomoci adjungované matice.

. Spocitejte pocet koster grafu (pomoci determinantu a Laplaceovy matice).

© (=)

@ ©

Resend: Laplaceova matice
2 -1 -1 0
-1 3 -1 -1
Q= -1 -1 3 -1
o -1 -1 2

7 ni vyskrtneme prvni fddek a prvni sloupec a spoc¢itdme determinant. To je nas vysledny
pocet koster.
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