Priklad 1. Pro kterd m a n je graf K,,,, Eulerovsky?
Piiklad 2. Dokazte, ze kazdy strom na n vrcholech mé nezdvislou mnozinu velikosti alespon [n/2].
Priklad 3. Dokazte, ze pro kazdé dva vrcholy (zakofenéného) stromu existuje pravé jedna cesta, kterd je spojuje.

Piiklad 4. Uvazme néasledujici hru na zakofenénych stromech (lesich). Hra je pro dva hrice a za¢ind se stromem
T a jeho kofenem 7. Tahem kazdého z hracu je vybér (libovolného) vrcholu v aktudlnim lese a smazéni cesty od
tohoto vrcholu smérem ke kofeni stromu, ve kterém se tento vrchol nachdzi. Pfi tomto se strom rozpadne na les,
kazdy ze stromi tohoto lesa zakofenime ve vrcholu, ktery bezprostiedné sousedi s néjakym vrcholem na odebirané
cesté. Existuje pro jednoho z hra¢u vyhravajici strategie?

Priiklad 5. Dokazte, ze doplnék nesouvislého grafu je souvisly. Muze tvrzeni platit i obracené?
Piiklad 6. Pro kterd n existuje bipartitni graf na n vrcholech takovy, ze i jeho doplnék je bipartitni?
Priklad 7. Ukazte, ze pro graf G = (V, E) a mnozinu U C V jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. U je vrcholové pokryti grafu G,

2. V — U je nezavisla mnozina v G,

3. V —U je klika v grafu G.
Piiklad 8. Pokud m& kazdy vrchol grafu stupen alespon 1, potom je graf souvisly.

Piiklad 9. Ukazte, ze kazdy graf s m hranami md bipartitni podgraf s alesponn m/2 hranami.



Pokyny k vypracovani ukolu

Poradné si prectéte zadani (a pak jesté jednou to z webu — ¢astokréat opravené). Pokud vam cokoli nedéva smysl
nebo nevychézi jak by mélo, ozvéte se (muze se jednat o pieklep v zadani)!

Své TeSeni sepisujte €itelné, komentované, iihledné a v idealnim pripadé i spravné. Rozhodné neopisujte
ciz{ feden{ (nic se tim nenaucite). Reseni kolektivil je ale zcela v pofddku (pokud si jej nésledné kazdy sepise sam)
a je zcela podporovano. Pokud pouzivate znalosti ze cvic¢eni ¢i prednasky, odkazte se na piislusny zdroj.

Ukol 1 (6 bodu). Pojdme sestavovat pohoii — takové pohoii se sklddd pouze ze stoupajicich a nebo klesajicich
stejné dlouhych ¢asti (kupiikladu / a'\). Sestavovat ale budeme trochu podivné pohoii na jehoz vystavbu pouzijeme
pravé n + 1 stoupajicich dilka a pravé n klesajicich dilkia. Kolik je vSech takovych pohoti? Pokracujme déle
— sestavme si relaci na takto vzniklych pohofich. Nejprve si definujme cykleni — cykleni pohoii je takové pohofti,
které z ného vznikne postupnym odtrhéavanim jeho prvnich dilku a jejich pfilepenim nakonec (ve stejném poradi).
Nyni je patrno, ze ddme do relace dvé pohoii (P, Q) prave kdyz @ je cyklenim P. Dokazte, Ze takto definovana
relace je ekvivalence. Dale, Ze vSechny jeji tfidy jsou stejné velké — jak? Ukazte dale, ze kazdé tridé
nalezi pravé jedno pohoti pod které je mozné nakreslit caru mezi jeho prvnim a poslednim bodem
tak, Ze tato ¢ara nikde jende pohoti neprotina. Ted uZ by to mélo néco pfipominat — no jisté Catalanova
¢isla! Odvod'te ze vseho toho relaéniho a jiného poéitani vzoreéek pro é&islo C,,.

Ukol 2 (3 body). Ukazte, 7e izomorfismus dava ekvivalenci na grafech s Vi = {1,2,...,n}. Zjistéte pro jaké grafy
m4 jejich tiida ekvivalence nejvice prvku a naleznéte piiklad takového grafu pro vhodné n.

Ukol 3 (4 body). Pro kazdé pfirozené ¢islo n sestrojte graf, ktery mé pfesné n automorfismu.
Ukol 4 (4 body). Najdéte (charakterizujte) viechny grafy, které neobsahuji jako podgraf

1. cestu délky 2,

2. cestu délky 3,

3. cestu délky 4,

4. zadnou sudou kruznici.



