
Př́ıklad 1. Pro která m a n je graf Km,n Eulerovský?

Př́ıklad 2. Dokažte, že každý strom na n vrcholech má nezávislou množinu velikosti alespoň dn/2e.

Př́ıklad 3. Dokažte, že pro každé dva vrcholy (zakořeněného) stromu existuje právě jedna cesta, která je spojuje.

Př́ıklad 4. Uvažme následuj́ıćı hru na zakořenéných stromech (leśıch). Hra je pro dva hráče a zač́ıná se stromem
T a jeho kořenem r. Tahem každého z hráč̊u je výběr (libovolného) vrcholu v aktuálńım lese a smazáńı cesty od
tohoto vrcholu směrem ke kořeni stromu, ve kterém se tento vrchol nacháźı. Při tomto se strom rozpadne na les,
každý ze stromů tohoto lesa zakořeńıme ve vrcholu, který bezprostředně soused́ı s nějakým vrcholem na odeb́ırané
cestě. Existuje pro jednoho z hráč̊u vyhrávaj́ıćı strategie?

Př́ıklad 5. Dokažte, že doplněk nesouvislého grafu je souvislý. Může tvrzeńı platit i obráceně?

Př́ıklad 6. Pro která n existuje bipartitńı graf na n vrcholech takový, že i jeho doplněk je bipartitńı?

Př́ıklad 7. Ukažte, že pro graf G = (V,E) a množinu U ⊆ V jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

1. U je vrcholové pokryt́ı grafu G,

2. V − U je nezávislá množina v G,

3. V − U je klika v grafu G.

Př́ıklad 8. Pokud má každý vrchol grafu stupeň alespoň 1, potom je graf souvislý.

Př́ıklad 9. Ukažte, že každý graf s m hranami má bipartitńı podgraf s alespoň m/2 hranami.



Pokyny k vypracováńı úkol̊u

Pořádně si přečtěte zadáńı (a pak ještě jednou to z webu – častokrát opravené). Pokud vám cokoli nedává smysl
nebo nevycháźı jak by mělo, ozvěte se (může se jednat o překlep v zadáńı)!
Své řešeńı sepisujte čitelně, komentovaně, úhledně a v ideálńım př́ıpadě i správně. Rozhodně neopisujte
ciźı řešeńı (nic se t́ım nenauč́ıte). Řešeńı kolektiv̊u je ale zcela v pořádku (pokud si jej následně každý seṕı̌se sám)
a je zcela podporováno. Pokud použ́ıváte znalosti ze cvičeńı či přednášky, odkažte se na př́ıslušný zdroj.

Úkol 1 (6 bod̊u). Pojd’me sestavovat pohoř́ı – takové pohoř́ı se skládá pouze ze stoupaj́ıćıch a nebo klesaj́ıćıch
stejně dlouhých část́ı (kupř́ıkladu / a \). Sestavovat ale budeme trochu podivné pohoř́ı na jehož výstavbu použijeme
právě n + 1 stoupaj́ıćıch d́ılk̊u a právě n klesaj́ıćıch d́ılk̊u. Kolik je všech takových pohoř́ı? Pokračujme dále
– sestavme si relaci na takto vzniklých pohoř́ıch. Nejprve si definujme cykleńı – cykleńı pohoř́ı je takové pohoř́ı,
které z něho vznikne postupným odtrháváńım jeho prvńıch d́ılk̊u a jejich přilepeńım nakonec (ve stejném pořad́ı).
Nyńı je patrno, že dáme do relace dvě pohoř́ı (P,Q) právě když Q je cykleńım P . Dokažte, že takto definovaná
relace je ekvivalence. Dále, že všechny jej́ı tř́ıdy jsou stejně velké – jak? Ukažte dále, že každé tř́ıdě
nálež́ı právě jedno pohoř́ı pod které je možné nakreslit čáru mezi jeho prvńım a posledńım bodem
tak, že tato čára nikde jende pohoř́ı neprot́ıná. Ted’ už by to mělo něco připomı́nat – no jistě Catalanova
č́ısla! Odvod’te ze všeho toho relačńıho a jiného poč́ıtáńı vzoreček pro č́ıslo Cn.

Úkol 2 (3 body). Ukažte, že izomorfismus dává ekvivalenci na grafech s VG = {1, 2, . . . , n}. Zjistěte pro jaké grafy
má jejich tř́ıda ekvivalence nejv́ıce prvk̊u a nalezněte př́ıklad takového grafu pro vhodné n.

Úkol 3 (4 body). Pro každé přirozené čislo n sestrojte graf, který má přesně n automorfismů.

Úkol 4 (4 body). Najděte (charakterizujte) všechny grafy, které neobsahuj́ı jako podgraf

1. cestu délky 2,

2. cestu délky 3,

3. cestu délky 4,

4. žádnou sudou kružnici.


