Relace uzité v Linearni algebre

Ukéazeme si spolecne jedno velice pékné aplika¢ni spojeni Diskrétni matematiky a Linearni
algebry.

Uvazujme vektorovy prostor V nad télesem F. Dale pak bud U vektorovy podprostor V.
Definujme relaci ~ nésledujicim predpisem. Pro vektory w,v € V plati u ~ v prave kdyz
u+ (—v) € U. Tedy dva vektory jsou v relaci, pokud jejich rozdil padne do prostoru U.

Ukol 1 Ukaite, ze relace ~ je ekvivalenci na mnoziné V.

Ukol 2 Ukazte, ze U samo tvoii jednu ze tiid ekvivalence ~.

Vybroné. Nyni mame ekvivalenci a jeji tfidy. Oznaéme si proto v dalsim textu 7 préveé
tiidy ekvivalence ~. A protoze jsme zacali s vektorovymi prostory, tedy strukturami, kde je
prirozené pocitat, podivejme se, jak se chovva toto, pro vektory pfirozené, pocitani vzhledem
k systému T .

Ukol 3 Ukazte, ze pro kazdé dve tiidy T,T' € T existuje prave jedna trida ekvivalence
T=T(T,T") € T takova, ze pro libovolné dva vektory t € T a t' € T’ plati, ze t +t' € T.

Toto zadéni je trochu tézkopadné, protoze obsahuje mnoho stiidajicich se kvantifikatoru,
proto je dobré se jesté pred jeho dokazovanim zamyslet nad tim, co vlastné Fikd. Rikd, ze
vybereme-li se néjaké dve tiidy ze systému 7, pak jiz nezalezi na tom, jaké si v nich zvolime
vektory a vysledek jejich souc¢tu vzdy padne do stejné (jednoznacéné urcené) tiidy ekvivalence.

Jesté mi dovolte podotknout, ze dukaz tohoto cviceni je snadny, pokud je veden sporem.
Zkuste tedy predpokladat, ze existuji dva mozné vysledky onoho s¢itani (zbytek by nemél byt
nepodobny napiikald dukazu o neexistenci dvou nul v télese).

Ukol 4 Ukazte déle, ze pro tiidu T' € T a tiidu (vektorovy prostor) U, pro libovolné
t € T alibovolné u € U plati, ze t + v € T.

Vsimnéte si, co jsme nyni dokazali. Posledni dva tkoly néds naucily, Ze pokud nas nezajima
vysledek pfesny, ale pouze do jaké t¥idy vysledek padne, je mozné vybrat libovolné repezen-
tanty, protoze nezalezi na jejich volbé (to bylo obsahem tikolu ). Déle jsme se dozvédéli, ze
pro nasi specidlni tiidu U vime vysledek okamzit. Toto by nas nemélo po pfedchozim cviceni
prekvapit, nebot U obsahuje vyborného reprezentanta—konkrétné nulovy vektor celého pros-
toru V.

Z tohoto vidime, ze bychom mohli definovat s¢itdni nad tiidami jednoduchym (ale dle
predchoziho platnym) predpisem pomoci reprezentantiu. Toto by ndm mélo znit povédomné,
protoze se pravé nachdzime ve strukturach, kde je s¢itdni zcela pfirozené (vetorovych pros-
torech). Ve by jisté bylo jesté ptirozenéjsi, pokud bychom mohli podobny vysledek dokézat
i o nasobeni skalarem, tedy prvkem télesa .

Ukol 5 Ukazte, ze pro libovolnou tfidu T € T a libovolné o € F existuje pravé jedna
ttida T = T(T, ) € T takovd, ze pro libovolné ¢ € T nélezi vektor a -t do tifdy T.

Timto jsme ale dokazali, ze pokud se odprostime od samotnych vektoru—ponechiame
pouze reprezentanty, tiidy ekvivalence ~, je mozné se bavit o s¢itani i o ndsobeni skaldrem
z télesa F. No nepfipominé to néjakou definici? Ano, jisté uz je to sokoro vektorovy prostor
nad télesem F. Ale nepifedbihejme, zbyva nam jesté jeden bod k ovéreni!

Ukol 6 Pro libovolné o € F a pro libovolné T,T" € T plati, Ze existuje pravé jedno
T=T(a,T,T") € T takové, ze a(t +t') € T a zarovnen at + at’ € T.
Nyni jsme opravdu opravnéni vyslovit nasledujici tvrzeni.



Disledek Systém T tvoii vektorovy prostor nad télesem F.

Povsimnéte si, ze vySe uvedené tvrzeni by se vam na zacatku zdalo jen stézi uvétitelné a
pokud byste jej méli dokazat, zcela by nebylo ziejmé, jak by se takovy dukaz mohl udélat.
Navic, by prakticky nikdo nesahl po relacich jako po prvnim néstroji takového dukazu.

Pojdme ale jesté o trochu ddle. Relace ~ ndm v tomto velice pomohla, protoze jsme
vyzadoval obrovsky vhled do dané situace. VSimnéte si, ze se nam vlastné podarilo ukazat,
ze se ekvivalence ~ chovd dobie vzhedem k puvodnim operacim definovanym na vektorovém
prostoru V.

Pokud se vice zamyslime nyni nad strukturou vektorového prostoru T zjistime, ze jsme se
po cesté k dukazu tohoto faktu naucili i to, ze roli nulového vektoru v tomto prostoru hraje
cely vektorovy prostor U. Zamysleme se nyni jesté nad dimenzemi. Prostor U mél puvodné
néjakou dimenzi, ale tu zavedenim relace ~ ztratil, protoze se nadéle chova jako nulovy vektor
a tedy prostor dimenze 0. Pojdme se nyni piesvédcit, ze zadné dalsi dimenze se ndm nemohly
timto postupen ztratit!

Ukol 7 Ukaite, Ze plati rovnost dim(U) + dim(7) = dim(V).



