1. prednaska 4. tijna 2005
Kapitola 1 — metrické a topologické prostory

1.1. Metrické prostory—zakladni definice. Metricky prostor je dvojice
(M,d), kde M je mnozina a

d: M xM— R
je funkce, zvand metrika, spliujici tii axiomy:

a) d(z,y) = d(y,z) (symetrie),
b) d(z,y) =0 <= z=ya
c) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (trojihelnikova nerovnost).

Metrické prostory jsou abstrakci jevu vzdalenosti. Poznamenejme, Ze nezapornost
hodnot metriky se nemusi predpoklddat, vyplyva uz z axiomu b) a c).

Izometrie je bijekce f : M; — Ms mezi metrickymi prostory (My,d;) a
(Ms, dy), kterd zachovava vzdalenosti: di(x,y) = da( f(z), f(y)) pro vSechny
x,y € M. Existuje-li takova bijekce, jsou prostory M; a M, izometrické, to
jest prakticky nerozliSitelné, izomorfni.

Piiklady metrickych prostorti. 1. Necht M = R™ a p > 1 je redlné
¢islo. Na M definujeme metriky (x = (21,22, ...,2n), ¥y = (Y1, Y2, - -, Yn))

n l/p
0 (r,y) = (Z 21— ym) |
=1

Axiomy a) a b) se oveéif lehce, ovsem dukaz trojuhelnikové nerovnosti je
netrividlni. Pro n = 1 dostdvdme metriku |z — y| a pro p = 2,n > 2
euklidovskou metriku

do(z,) = o —yll = /(@1 — ) + (22 — )2 + - + (@0 — ya)?

euklidovskyjmi prostory budeme nadéle rozumét metrické prostory (R™,dy).
Prop = 1,n > 2 dostdvdme tzv. postdckou metriku a pro p — 0o mazimovou
metriku

doo(z,y) = fgfg; |lz; — il

(dokazte jako cviceni).



2. Jako M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkei f: X — R, kde
X je néjaka mnozina, a pak na M mame supremovou metriku

d(f,g9) = sup |f(z) — g(x)].

Pokud M = C(a,b) (mnozina vsech redlnych funkei definovanych a spojitych
na intervalu [a, b]), supremum se vzdy nabyva a mame mazimovou metriku
d(f,g) = max |f(x) — g(z)|.

z€[a,b]
3. Vezméme M = C(a,b) a redlné ¢islo p > 1. Podobné jako v prvnim
prikladu méame na M metriky

1/p
4.9 = ([ 150 - st as)

Hodnota p = 1 dava integrdlni metriku a p — oo dava maximovou metriku
z druhého piikladu (dokazte jako cviceni). Dilezity je opét piipad p = 2.
Co je na exponentu p = 2 zvlastniho? Ukazuje se, Ze metrika dy(-,-) (zde i
v prvnim piikladu) je odvozena ze skaldrniho sou¢inu na jistém vektorovém
prostoru, a proto ma fadu péknych a dulezitych vlastnosti. Zminime se o
tom v zavéru prvni kapitoly.

Vezmeme-li M = R(a,b) (mnozina vSech funci majicich na [a,b] Rie-
manntyv integral), je d,(f, g) definovana, ale nespliuje axiom b) a nedostavame
metriku. Zménime-li napfiklad hodnotu funkce f € R(a,b) v jediném bodé,
dostaneme odlisnou funkci fy € R(a,b), ale d,(f, fo) = 0. Tato potiz se
odstrani tak, ze misto R(a,b) pracujeme s R(a,b)/ ~, kde ~ je vhodna
relace ekvivalence; nebudeme se poustét do podrobnosti.

4. Souvisly graf G = (M, E) s mnozinou vrcholu M definuje metriku

d(u,v) = # hran na (néjaké) nejkratsi cesté v G spojujici u a v.

5. Polozme M = Z (mnozina celych ¢isel) a vezméme néjaké prvocislo
p (tieba p = 29). Pro z € Z jako m,(z) oznacime nejvetsi celé ¢islo e > 0
takové, ze p® déli z; m,(0) := co. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(27 =0)
dy(z,y) = 9—mp(z—y)

Dokazte jako cviceni, ze p-adickd metrika spliuje toto zesileni trojihelnikové
nerovnosti:

dy(x,y) < max(dy(z, 2), dp(2,9)).
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Metrikam spliujicim tuto silnéjsi verzi trojuhelnikové nerovnosti se fika ul-
trametriky. Ukazte jako cviceni, ze v ultrametrickém prostoru jsou vSechny
trojihelniky rovnoramenné a ze v libovolné kouli je kazdy bod jejim stredem.

V dalsi textu (M, d) oznacuje metricky prostor. Pfipomindme, Ze pro
a € M aredlné r > 0 se (otevienou) kouli (se stredem a a polomérem r)
rozumi mnozina B(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}. Uzaviend koule (se
stredem a a polomérem r) je B(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}. Podmnozina
X C M je otevrend, pokud Va € X Ir > 0 : B(a,r) C X. X C M je
uzavrend, pokud je M\ X oteviend mnozina.

Dokazte jako cviceni, ze kazdd koule B(a,r) je oteviend mnozina a ze
kazda konecnd mnozina je uzaviena.

Tvrzeni 1. V metrickém prostoru (M,d) jsou mnoZiny O a M oteviené i
uzavrené. Sjednocent libovolné mnoha otevrenych mnozin je otevrrend mnozina
a prunik konecéné mnoha otevienyjch mnozin je oteviend mnozina. Sjednoceni
konecné mnoha uzavrenych mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolné
mnoha uzavrrenych mnozin je uzaviend mnozina.

Dukaz. Mnoziny () a M jsou zjevné oteviené a tedy (jsou doplikem jedna
druhé) i uzaviené. Necht Gy, i € I jsou oteviené mnoziny a a € G = U;¢; Gi.
Pak a lezi v néjaké G; a tedy, pro néjaké r > 0, B(a,7) C G; C G a
G je oteviend. Necht je indexovd mnozina I konetnd a a € G = ;s Gi.
To znamend, ze a € G; pro kazdé i € I, a tak B(a,r;) C G; pro néjakd
¢isla r; > 0. Protoze jich je jen konetné mnoho, muzeme vzit r > 0, ze
r <min(r; : i € I), amame B(a,r) C B(a,r;) C G; pro véechna i € I. Tedy
B(a,r) C G a G je oteviend. Tvrzeni o uzavienych mnozinach vyplyvaji
pomoci de Morganovych identit prechodem k dopliktum. O

Okoli bodu a € M je oteviend mnozina U C M obsahujici a jako prvek.
Necht « € M a X C M. V nésledujicich definicich piSeme struéné U a
rozumime tfm “okoli U bodu a”. Rekneme, ze a je vnitinim bodem mnoziny
X, existuje-li U, ze U C X. Podobné je a wvnéjsim bodem mnoziny X,
existuje-li U, ze U C M\X (tj. a je vnitinim bodem dopliiku X'). Neni-li
a ani vnitfnim ani vnéjsim bodem X, je hraniénim bodem X. Jinymi slovy
to znamena, ze kazdé U protina X i doplnék X. Je-li pro kazdé U prunik
U N X nekonecny, nazyva se a limitnim bodem X. Konecéné, pokud existuje
U, ze UNX = {a}, je a izolovangm bodem X. Vnitini a izolované body
mnoziny v ni samoziejmé lezi a vnéjsi body lezi mimo ni. Hrani¢ni a limitni



body mnoZiny mohou lezet v ni i mimo ni. Uzdvér mnoziny X C se zna&f X
a je to sjednoceni X a mnoziny limitnich bodi mnoziny X.

Piiklad. Necht (M, d) je euklidovska rovina R* a X = (B\{p})U{b}, kde
B je otevieny kruh (tj. koule) se sttedem v pocétku p = (0,0) a polomérem 1
a b= (2,0). Pak vnitini body X tvoii mnozinu B\{p}, vnéjsi body mnozinu
{x € R? | ||z|| > 1,z # b}, hraniéni body mnozinu {z € R? | |z|| =
1} U {p, b}, limitn{ body mnozinu {z € R? | ||z|| < 1} a izolované body
mnozinu {b}. Uzdvér X je mnozina {x € R? | ||z| < 1} U {b}.

Tvrzeni 2. MnozZina X je uzavrend, prdve kdyZ se rovnd svému uzdveru,
X=X.
Dukaz. Implikace =. Protoze je X uzaviend, U = M\ X je oteviend a je
okolim kazdého bodu mimo X. Protoze U N X = {), neni zddny bod mimo
X limitnim bodem X a mdme X = X.

Implikace <. Z piedpokladu X = X odvodime otevienost M\ X. Necht
a je libovolny bod mimo X. Protoze neni limitnim bodem X, ma okoli U
protinajici X jen v koneéné mnoha bodech. Z toho plyne, Ze existuje (mensi)
okoli U, bodu a, které je disjunktni s X. (Mnozina P = U N X je konecna,
a proto uzaviend. Staci vzit U, = U N (M\P).) Pak

M\X= |J U

a€M\X
a mnozina M\ X je oteviend, nebot je sjednocenim otevienych mnozin. O

Posloupnost (z,,) = (x1,22,...) C M bodu v metrickém prostoru (M, d)
je konvergentni, pokud existuje bod a € M takovy, ze

YU, U je okoli bodu a, AN :n> N =z, € U.

Bod a se pak nazyvé limitou posloupnosti (z,). Dvé ekvivalentni formulace
tohoto faktu: (i) Ve > 03IN Vn > N : d(z,,a) < € a (ii) lim, o d(xp,a) =0
(limitu posloupnosti bodu z metrického prostoru jsme prevedli na limitu
posloupnosti realnych ¢isel). Pojem limity v metrickém prostoru mé obvyklé
vlastnosti, zejména je limita urcena jednoznacné a podposloupnost mé tutéz
limitu jako vychozi konvergentni posloupnost. Posloupnost (z,) v (M, d) je
cauchyovskd, pokud

Ve > 03dN Vm,n > N :d(zp,,x,) < €.
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Tvrzeni 3. Nechi a je bod v metrickém prostoru (M,d) a X C M. Pak a
lezi v uzdvéru mnoziny X, pravé kdyz lezi v X nebo je limitou posloupnosti
bodu z X .

Dikaz. Dokazte si jako cviceni. a

Uvedeme dvé jednoduché konstrukce vyrabéjici nové metrické prostory
ze starych. Metricky prostor (M, d,) je podprostorem metrického prostoru
(M, ds), pokud M; C My a pro kazdé dva body z,y z M; mame d;(z,y) =
do(x,y). (M,d) je soucinem metrickych prostoru (M, d;) a (Ms,ds), kdyz
M = M; x My a d je jedna z nasledujicich tfech metrik (z = (x1,22) a
y = (y1,y2) jsou z M a oznacili jsme vy = di(x1,y1),vs = da(x2,92)):

d(z,y) = \Jv} +v% nebo d(x,y) =wv; + vy nebo d(z,y) = max(vy,vs).

Metricky prostor (M,d) a podmnozina X C M dévaji novy metricky
prostor (X,d"), kde d’' je metrika d ziuzend na X x X; je jasné, ze (X, d)
je podprostorem (M,d). Riké se také, ze (X,d') je podprostor s induko-
vanou metrikou. Dulezita poznamka: za této situace muzeme mit posloup-
nost (x,) C X, kterd je konvergentni v (M, d), ale nikoli v indukovaném
podprostoru (X, d’'), v némz prosté chybi jeji limita. Napiiklad posloup-
nost (1/n) konverguje v euklidovském prostoru R, ale nikoli v euklidovském
podprostoru (0, 1). Konvergentnost posloupnosti je v tomto smyslu relativni
vlastnost. Totéz plati pro otevienost ¢i uzavienost mnoziny: interval [1/2,1)
je uzaviend mnozina v (0, 1), ale uz to neni uzaviend mnozina v nadprostoru
R. Na druhou stranu je tfeba cauchyovskost posloupnosti absolutni vlast-
nost, ktera nezavisi na tom, v kterém pod- ¢i nadprostoru danou posloupnost
uvazujeme.

Muze se zdat trochu divné, ze v definici souc¢inu metrickych prostoru
nechavame vybrat z nékolika souc¢inovych metrik. Neni ale tézké vidét, ze
vSechny tfi definuji stejné oteviené podmnoziny v M = M; x M;, a proto
odpovidajici soucinové prostory se velmi podobaji (konverguje-li posloupnost
v jedné z metrik, konverguje ve vsech tfech a navic k téze limité atd.). Pro
uvahy a pojmy, kde se vystaci jen s otevienymi mnozinami (coz zahrnuje
vie z této prednasky, s vyjimkou izometrie a cauchyovskosti posloupnosti),
jsou tyto tfi soucinové metriky nerozlisitelné. Zformalizujeme to v pristi
prednésce v definici topologického prostoru.
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1.2. Topologické prostory. Topologicky prostor (nebo strucnéji topolo-
giel) je dvojice (X,7), kde X je mnozina a 7 je systém (ne nutné vsech)
podmnozin mnoziny X, zvanych otevrené mnoziny, spliujici tii axiomy:

a), X eT,
b) je-li {U; | i € I} C T libovolny podsystém 7, potom U,;c; U; € T a
c) je-li {U; | i € I} C T libovolny koneény podsystém 7, potom (,c; U; € 7.

Systém otevienych mnozin tedy obsahuje prazdnou mnozinu a celé X a je
uzavieny na libovolna sjednoceni a na konecné pruniky. Uzaviené mnoZiny
topologie (X, 7) jsou mnoziny {X\U | U € T}. Okoli bodua € X je oteviena
mnozina U takova, ze a € U.

Nejjednodussi priklad topologického prostoru je dvojice (X, {0, X'}). Zdkladni
piiklad je systém otevienych mnozin metrického prostoru (podle tvrzeni 1
tvoii topologicky prostor); budeme stru¢né mluvit o topologii metrického
prostoru. Euklidovskym prostorem R™ budeme rozumét R™ s topologii defi-
novanou euklidovskou metrikou dy (za chvili uvidime, Ze stejnou topologii
definuje i kazdd z metrik d, a d).

Topologicky prostor tvoreny otevienymi mnozinami v néjakém metrickém
prostoru se nazyva metrizovatelny. Zdaleka ne vSechny topologie jsou metri-
zovatelné. Metrizovatelnost implikuje ruzné specidlni vlastnosti, které obecné
topologie mit nemuseji, a kdyz je nemaji, nejsou metrizovatelné. Naptiklad
uz vime, ze kazdé konec¢nd mnozina je v metrizovatelné topologii uzaviena.
Proto topologie (X, {0, X}) nenf pro X s vice nez jednim prvkem metrizo-
vatelnd. Dalsi dulezita vlastnost metrizovatelné topologie (X, 7) je:

Va,be X,a#b3U,VeT: aclUbeV,UNV =0,

to jest, kazdé dva ruzné body maji disjunktni okoli (dokazte jako cviceni).
Topologickym prostortim s touto vlastnosti se itka Hausdorffovy? nebo haus-
dorffovské. Topologie, ktera neni Hausdorffova, neni metrizovatelna. V tomto
textu se budeme zabyvat pouze hausdorffovskymi topologiemi.

17 feckych vyrazi topos = misto a logos = védéni, slovo.
2Némecky matematik Felix Hausdorff (1868-1942) zavedl pojem topologického prostoru
v r. 1914.



Bdaze topologie (X, T) je takovy podsystém S C 7, ze kazdd mnozina z
T se da vyjadrit jako sjednoceni mnozin z §. Napiiklad systém vSech kouli
{B(a,r) | a € M,r > 0} v metrickém prostoru (M, d) tvoii bazi topologie
(M,d). Pro zadani topologie staci zadat néjakou jeji bazi, tak jsme ostatné
definovali oteviené mnoziny v metrickém prostoru (viz jesté poznamku o bézi
topologie v pristi 3. prednasce).

Dvé metriky (X,d;) a (X, dy) na téze mnoziné jsou ekvivalentni, pokud
definuji stejnou topologii. K tomu je nutné a staci, aby pro kazdy bod a z
X a kazdé r > 0 existovalo s > 0 takové, ze By, (a,s) C Bg,(a,r) a naopak
(s vyménénymi d; a dy). Uvedme postacujici podminku ekvivalence metrik
(kterda neni obecné nutnd): existuji-li konstanty 0 < r < s takové, ze pro
kazdé dva body x,y z X méame

r- dl(%l/) S d2(xay> S S - dl(‘T?y):

jsou d; a dy ekvivalentni metriky. Napiiklad vSechny metriky d a d, na R"
v ptikladu z 1. prednésky jsou ekvivalentni, protoze plati nerovnosti

do(2,y) < dy(2,y) < n'/Pdoo(2,y).
Podobné z nerovnosti (a,b > 0)
max(a,b) < vVa?+0? <a+b < 2max(a,b)

plyne, ze vSechny tii souc¢inové metriky jsou ekvivaletni.
Necht (X1, 77) a (X, 73) jsou topologie. Rekneme, Ze (X1, 77) je podpro-
storem (X3, 75), pokud X; C X5 a

Ti={X,nA| A€ T}

Rekneme, ze (X, T) je soucinem (X1,7T;) a (X2, T3), pokud X = X; x X, a
topologie 7, zvana soucinovd topologie, je dana bazi

B:{A1XA2|A1€7'1,AQE%}

(viz jesté pozndamku o bézi topologie v piisti 3. predndsce).

Topologie (X, 7) definuje na podmnoziné Y C X indukovanou topologii
(Y,7"),kde T" ={ANY | A T}; (Y,7') je ziejmé podprostorem (X, 7).
Otevienost a uzavienost mnoziny je relativni pojem, muze se zménit pri
prechodu k nadprostoru. (Naptiklad v praveé popsané situaci je Y oteviena i
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uzaviend mnozina v (Y,7"), ale nemusi byt ani jedno v nadprostoru (X, 7).
Na druhou stranu, je-li £ C Y oteviend v (X,7), je oteviend i v (Y,7")).
Poznamky k soucinu topologii. Rozmyslete si jako cviceni, ze pokud v
definici baze B sou¢inové topologie nechame A; probihat misto topologie 7;,
i = 1,2, jen néjakou jeji béazi, dostaneme mensi mnozinu B’, kterd nicméné
generuje tutéz soucinovou topologii (viz jesté pozndmku o bazi topologie v
pristi 3. prednasce). Rozmyslete si jako cviceni, ze R x R, kde R bereme s
euklidovskou topologii, davéa euklidovskou topologii na R?. Obecné&ji, soucin
R* a R! s euklidovskymi topologiemi ddvé (prevedeme-li samoziejmé body
z formétu (k-tice, I-tice) na formdt k + I-tic) euklidovskou topologii na R¥*.

1.3. Spojita zobrazeni. Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi
prostory (X,U) a (Y, V) je spojité v bodé a € X, pokud pro kazdé okoli V € V
bodu f(a) existuje okoli U € U bodu a takové, ze f(U) C V. Dovolime-li V' a
U probihat pouze néjaké béaze prislusnych topologii, dostaneme ekvivalentni
definici; viz metrické prostory, kde obvykla definice spojitosti uziva baze
kouli. Zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé. Mnozina vSech
spojitych zobrazeni mezi topologickymi prostory (X,U) a (Y, V) se oznacuje
C(X,Y).

Tvrzeni 4. Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory (X,U)
a (Y,V) je spojité, prdvé kdyz vzor kaZdé oteviené mmnoZiny je oteviend
mnoZina, tj. YV € V: f[YV) elU.

Diikaz. Implikace =. Necht f € C(X,Y) a V € V. Pokud f(a) € V pro
néjaky bod a z X, existuje diky spojitosti f okoli U, € U bodu a takové, ze
f(U,) CV, tojest U, C f~4(V). Potom mdme

f_l(v) = U Ua

fla)eV

a f71(V) je oteviend mnozina, protoZe je sjednocenim otevienych mnozin.
(Pokud z4dné a s f(a) € V neexistuje, je f~1(V) = () rovnéz oteviend
mnozina. )

Implikace <=. Necht f(a) € V € V. Podle piedpokladu je U = f~(V)
oteviend mnozina a ziejmé a € U. Takze U je okoli a a f(U) C V (dokonce
f(U) =V). Zobrazeni f je spojité v kazdém bodé a tedy spojité. a

Tvrzeni 5. Necht f: X =Y, qg: Y = Zah=fog: X — Z jsou
zobrazeni mezi topologickymi prostory (X, U), (Y,V) a (Z,W). 1. Jsou-li f
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a g spojita zobrazent, je i h spojité. 2. Je-li f spojité v bodé a € X a g v
bode f(a) €Y, je h spojité v bodé a.
Diikaz. 1. Pouzijeme tvrzeni 4. Necht W € W je libovolna oteviena
mnozina. Patrné h='(W) = f~1(V), kde V = g~ '(W). Diky spojitosti g
mame V € V a diky spojitosti f madme A=Y (W) = f~1(V) € U, takze h je
spojité.

2. Necht W € W je okoli bodu h(a) = g(f(a)). Podle predpokladu o f a
g mame okoli V' € V bodu f(a) takové, ze g(V) C W, a tedy i okoli U € U
bodu a takové, ze f(U) C V. Pak h(U) = g(f(U)) C g(V) C W. O

Bijekce (vzdjemné jednoznacné zobrazeni) f : X — Y mezi topolog-
ickymi prostory (X,U) a (Y,V) se nazyva homeomorfismus, pokud f i f~!
jsou spojita zobrazeni. Topologické prostory, mezi nimiz existuje homeomor-
fismus, jsou homeomorfni, to jest nerozlisitelné, izomorfni.

Priklady. 1. Topologické prostory X = (0,1) aY = R (s euklidovskou
topologii) jsou homeomorfni, napiiklad prostfednictvim zobrazeni

f: X =Y, f(x) = tan(m(z — 1)).

2. Necht X =[0,27) aY = {z € R? | ||z|| = 1} (jednotkova kruznice v
roving), s euklidovskou topologif indukovanou z R, resp. z R?, a necht

f: X =Y, f(p) = (cosp,siny)

(interval X “navineme” na kruznici Y). Pak f je bijekce a je to spojité
zobrazeni, ale inverz f~! nenf spojité zobrazeni (pro¢?), takze f neni homeo-
morfismus. Ve skutec¢nosti oba topologické prostory ani homeomorfni nejsou,
podstatné se odlisuji (X neni kompaktni, Y je).

1.4. Kompaktni prostory. Oteviené pokryti podmnoziny £ C X v topo-
logickém prostoru (X,U) je systém otevienych mnozin O = {A;, e U | i € I}
takovy, ze

U4 D E.

el
Rekneme, ze O ma konecné podpokryti, kdyz existuje koneénd podmnozina
J C I takova, ze stale

UADE.

icJ



Mnozina E C X je kompaktni, pokud jeji kazdé oteviené pokryti ma konecéné
podpokryti. Cely prostor (X,U) je kompaktni, je-li X (jako podmnozina X)
kompaktni.

Dokazte si jako cviceni, ze podmnozina E C X je kompaktni v (X,U),
prave kdyz indukovany topologicky (pod)prostor (E,U’) je kompaktni. Kom-
paktnost je tedy absolutni vlastnost.

Piiklady. 1. Necht £ = (0,1) a X = R (s euklidovskou topologif).
Oteviené pokryti E intervaly

), ..}

nemd konecné podpokryti (nelze vypustit ani jeden interval) a F tedy neni
kompaktni. Podobné ani celé R neni kompaktni kvuli otevienému pokryti

O=1{ .., (-4,-2), (=3,-1), (=2,0), (-1,1), ...}.

Q
Il
~=
—~
N |
—
~—
—~
=
NN
~—
—~
00|
oW
~
—~
sl=
Sles

1

2. Interval [a,b] C R je kompaktni podmnozina, stejné jako jednotkové
kruznice v roviné (s indukovanou euklidovskou topologii). To plyne z obecné
charakteriza¢ni véty o kompaktnich podmnozinach euklidovského prostoru
R", kterou zanedlouho dokézeme.

Tvrzeni 6. V hausdorffovské topologii (X,U) je kazdd kompaktni podmnozina
E C X wuzavrend.

Dokéazeme priste.
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3. prednaska 18. rijna 2005

Tvrzeni 6. V hausdorffovské topologii (X,U) je kazdd kompaktni podmnozina
E C X wuzavrend.

Dukaz. Staci dokdzat, ze kazdy bod a € X\E mé& okoli U, disjunktni s
E. (Pak je jasné, ze E je uzaviend, protoze X\E = U,ex\g Ua je oteviend.)
Z hausdorffovosti prostoru (X,U) plyne, ze body a € X\E a e € E maji
disjunktni okoli U, a V.: a € U, e U, e € V, e U, U. NV, = 0. Méme
oteviené pokryti £ C Ugepr Ve. Z kompaktnosti mnoziny F plyne, ze uz
koneéné mnoho jejich bodu ey, es, ..., e, staci k pokryti okolimi V,:

ECV,UV,U...UV, = Vg

Polozime

Us=U,NU,N...N0U,,.
U, je okoli a a U, NV,, = 0 pro kazdé i = 1,2,...,r, protoze U, C U,, a
U,NV,, =0. Tedy UyNVg =0 aU,NE = 0. O

Kompaktni mnozina v metrickém prostoru je tedy vzdy uzaviena.

Vratme se jesté k zaddni topologie pomoci baze. Je-li X mnoZina a B C
exp(X) systém jejich podmnozin, definujeme

G(B) ={Uu |U c B},

tj. G(B) se sestavd z mnozin, které lze ziskat jako sjednoceni mnozin z B,
napi. B C G(B). Za jakych podminek je (X, G(B)) topologie (B pak je jeji
bézi)?

Lemma. (X,G(B)) je topologicky prostor, prdave kdyz systém B spliiuje
dvé podminky: (1) X € G(B) (ekvivalentné teceno, UB = X) a (i) pokud
A, B € B, potom AN B € G(B).

Dikaz. Dokazte jako cviceni. a

Témto dvéma podminkam budeme tikat podminky bdze. Soucinovou topologii
W na X xY vzniklou sou¢inem topologii (X,U) a (Y, V) jsme definovali jako
W=G(B),kde B={UxV |U € U,V € V}. Podle lemmatu je tato definice

11



korektni, protoze B spliiuje podminky baze: méame dokonce X XY € B a
pro U x V, U’ x V' € B mame téz

UxV)N U xV)=(UNU) x (VNV')eB.

Veéta 7. Kompaktnost se zachovdvd pri nasledujicich operacich.

1. Prechod k uzavrenému podprostoru.

2. Obraz spojitym zobrazenim.

3. Kartézsky soucin.

Dikaz. (Na prednésce jsem ho nestihl, je ponechan k vlastnimu studiu z
toho textu.) 1. Dokazeme implikaci

(X,U) je kompaktni a K C X je uzaviend = K je kompaktni.
Necht O = {A; €U | i € I} je oteviené pokryti mnoziny K. Pak

je oteviené pokryti celého prostoru X. Vybereme konec¢né podpokryti dané
podmnozinou J C I (X je kompaktni):

B =X
ieJ
Potom U;e; A; D K (slozka X\ K mnoziny B; je disjunktni s K) a J déva
kone¢né podpokryti pokryti O.
2. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni mezi dvéma topologiemi (X,U)
a (Y, V). Dokdzeme implikaci

(X,U) je kompaktni = f(X) je kompaktni podmnozina Y.

Necht O = {B; € V | i € I} je oteviené pokryt{ mnoziny f(X). MnozZiny
A; = f7Y(By), i € I, jsou oteviené (podle tvrzeni 4) a tvoif pokryt{ pros-
toru X. Vybereme koneéné podpokryti dané podmnozinou J C I (X je
kompaktni):

i€J
Potom f(X) = Ues f(Ai) C Uses Bi a J dava konecné podpokryti pokryti
0.

12



3. Dokézeme implikaci
(X,U) a (Y,V) jsou kompaktni = soucin (X x Y, W) je kompaktni.

Necht O = {A4; € W | i € I} je oteviené pokryt{ soucinu X x Y. Bez tjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze A; jsou z baze soucinové topologie,
A; =U; x V;prongjakd U; e U, V; € V, i € I (proc?). Definujeme

Se={a} xY, aeX.

Soucinova topologie W indukuje na S, C X x Y topologii homeomorfni
prostoru (Y, V) (Y a S, jsou homeomorfni prostiednictvim zobrazeni y —
(a,y)). Sa je tedy kompaktni podmnozina v (X x Y, W) a existuje kone¢nd
mnozina J(a) C I takova, ze

SQC U Az: U UZX‘/Z

i€J(a) i€J(a)

Odtud plyne, ze U;c (o) Vi = Y. Mnozina

U(CL): ﬂ U, CcX

i€J(a)
je okoli bodu a obsazené v kazdé mnoziné U;, i € J(a). Dostavame, ze
U(a) x Y =U(a) x < U V;): U Ul xVic |J UixV,.
i€J(a) i€J(a) i€J(a)

Z otevieného pokryti {U(a) | a € X} kompaktniho prostoru X vybereme
konecné podpokryti uréené body ay,as,...,a, € X. Dostavame, ze

X><Y:<iL;JlU(ai)> <Y =JUa)xyY =) U U xV,

i=1 i=1 jeJ(a;)

Vidime, ze mnozina J = J(a;)UJ(az)U...UJ(a,) urcuje koneéné podpokryti
pokryti O. a

Véta 8. Metricky prostor (M, d) je kompaktni, prdvé kdyz kazdd posloupnost
bodu, v M md konvergentni podposloupnost.
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Vlastnosti, ze v daném metrickém prostoru mé kazda posloupnost konver-
gentni podposloupnost, budeme tikat vlastnost P. Podmnozina £ C M v
metrickém prostoru (M, d) je e-sit, pokud

Vee M3yeFE: dx,y) <e.
Potom patrné M = U,cp B(z,¢€).

Lemma. Kdyz ma metricky prostor (M,d) vlastnost P, potom v ném pro
kazdé e > 0 existuje konecnd e-sit.

Ditkaz.  Necht (M,d) nem4 kone¢nou r-sft. Zvolme z; € M libovolné.
Protoze {z;} neni r-sit, existuje takovy bod xy € M, ze d(xy,z5) > .
Podobné existuje 3 € M takovy, ze d(x;,x3) > r pro i = 1,2, a tak déle.
Takto sestrojime nekone¢nou posloupnost bodu (z,) v M s vlastnosti, ze
d(z;,z;) > r pro viechna 1 < i < j. Z této posloupnosti nelze vybrat
konvergentni podposloupnost—(M, d) nema vlastnost P. O

Dukaz véty 8. Implikace <. Piedpokladame, ze (M, d) mé vlastnost P a
ze ma oteviené pokryti O, které nema konecné podpokryti, a odvodime spor.
Pron =1,2,... uvdzime konecné 1/n-sité S, (které existuji podle lemmatu).
Kdyby kazda koule v {B(z,1/n) | = € S,} byla obsazena v néjaké mnoziné
z O, z konecnosti S, a z M = U,eg, B(z,1/n) by plynulo, ze O mé konecné
podpokryti. Takze existuje takovy bod z, € S,, ze koule B(x,,1/n) neni
obsazena v zadné mnoziné U € O. Podle vlastnosti P ma posloupnost (z,,)
konvergentni podposloupnost. Pro jednoduchost znaceni predpokladejme, ze
uz samotné (z,) konverguje a v € M je jeji limita:

T, — Q.

Pak o € U pro néjakou mnozinu U z O, a tedy B(«,r) C U pro néjaké
r > 0 (U je oteviend). Vezmeme N € N tak veliké, ze zy € B(a,7/2) a
1/N < r/2. Diky trojihelnikové nerovnosti

B(zn,1/N) C B(a,r) C U,

COZ je Spor.

Implikace =. Ukdzeme, ze v kompaktnim metrickém prostoru (M, d) mé
kazda posloupnost (x,) C M konvergentni podposloupnost. Rekneme, ze
a € M je limitnim bodem posloupnosti (x,,), kdyz pro kazdé r > 0 je mnozina
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{n € N | d(x,,a) < r} nekone¢né. Pokud posloupnost (x,) ma limitni bod
a, da se z ni snadno vybrat podposloupnost konvergujici k a a jsme hotovi.
Budeme predpokladat, ze (z,,) nemé zadny limitni bod a odvodime spor.
Pro kazdy bod a z M tedy existuje r, > 0 takové, Ze mnozina

I(a)={n €N |z, € Bla,r,)}

je koneéna. Z pokryti {B(a,r,) | a € M} prostoru M vybereme konecéné
podpokryti dané body ay, as, ..., a;. Protoze mnozina

I'=1I(a;)UI(az)U...Ul(a;) CN

je kone¢nd, I # N a muzeme zvolit ¢islo N € N\I. Pak zx & B(a;,r,,) pro
1=1,2,...,ta

t
TN g U B(a’iurai) - M7

i=1
cOZ je spor. O

Priklady. 1. Jak vime z Matematické analyzy I, kazda posloupnost (z;,)
v intervalu [a,b] C R, kde —00 < a < b < 00, mé podposloupnost konver-
gujici k limité lezici v [a,b]. Podle véty 8 je tedy interval [a,b] kompaktni
podmnozina euklidovského prostoru R.

2. Odtud a s pomoci 3 véty 7 dostavame, ze kazdy kvadr

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn],
kde [a;, b;] jsou kompaktni intervaly v R, je kompaktni podmnozina R".

Mnozina X C M v metrickém prostoru (M, d) je omezend, kdyz existuje
koule B v M, kterd X obsahuje. Posloupnost (z,,) C M jde k nekonecnu,
kdyz pro néjaky bod a plati lim,, . d(a, x,) — oco. Z trojihelnikové nerovnosti
plyne, ze pak plati lim,, ., d(b, z,) — oo pro kazdy bod b z M. Posloupnost
(x,,) jdouci k nekone¢nu neni konvergentni a kazd4 jeji podposloupnost jde k
nekonecénu, (z,) tedy nema konvergentni podposloupnost. Kdyz je mnozina
X C M neomezena, obsahuje posloupnost jdouci k nekoneénu (vezmeme libo-
volné x, € X\B(a,n) pron =1,2,... alibovolny pevny bod a) a podle véty
8 neni kompaktni. Kompaktni podmnozina tedy musi byt omezena. Také
vime (z tvrzeni 6), Ze kompaktni podmnozina musi byt uzaviend. Shrnuto,
pro mnozinu X v metrickém prostoru mame implikaci

X je kompaktni = X je uzaviena a omezena.
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V euklidovskych prostorech plati i opa¢na implikace.

Véta 9. Podmnozina euklidovského prostoru R™ je kompaktni, prdve kdyz
je uzavrend a omezend.

Diikaz. Vime, Ze implikace = plati pro kazdy metricky prostor. Necht
naopak X C R" je uzaviend a omezend. 7 omezenosti plyne, ze X C K =
[0,a]™ pro néjaké a > 0. Krychle K je kompaktni (viz piiklad 2) a (tfeba
podle tvrzeni 6) uzaviend. Mnozina X je uzaviend v R", je tedy uzaviend
i jako podmnozina K a proto kompaktni jako podmnozina K (podle 1 véty
7). Odtud plyne, ze X je kompaktni i jako podmnozina R". O

Nésledujici dva piiklady vsak ukazuji, Zze obecné opac¢na implikace neplati.

Piiklady. 1. (Piiklad p. Heinze.) Necht M je nekonetnd mnoZina a
(M,d) je diskrétni metricky prostor: d(z,z) = 0 a d(z,y) = 1 pro = # v.
Pak M je uzaviend a omezend mnozina (B(a,2) = M pro kazdy bod a),
ale jakéakoli posloupnost x1, s, ... slozenda ze vzajemné ruznych prvka neméa
konvergentni podposloupnost, protoze d(z,,x,) = 1 pro m # n, a (M,d)
neni kompaktni.

2. Necht M = (C(0,1) s maximovou metrikou a f, oznacuje identicky
nulovou funkci. Uzaviend jednotkovd koule B(fy,1) v M je uzaviend a
omezend mnozina, ale posloupnost funkef (f,,) z B(fo, 1), kde

1 pro 0 <z <21
fo(z) =< 2—=2""g pro2™ 1 <z <2
0 pro 27" <z <1,

nema konvergentni podposloupnost, protoze, opét,

d(fms fn) = max [ fom(z) — fo(r)] =1

z€[0,1]
pro kazdé dva indexy m # n.

Partii o kompaktnosti zakonc¢ime prehledem dulezitych vlastnosti spo-
jitych zobrazeni definovanych na kompaktech.

Véta 10. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni mezi topologiemi (X,U) a

(Y, V), pricemz (X,U) je kompaktni prostor.
1. Pokud Y = R, nabyvd f na X svého mazima i minima.
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2. Je-li f bijekce a'Y hausdorffouvsky, je inverzni zobrazeni f=1 spojité.

3. Jsou-li prostory X a'Y metrizovatelné, je f stenomeérné spojité.

Dikaz. 1. Obraz f(X) je kompaktni podmnozina v R (podle 2 véty 7),
takze je uzaviend a omezend (podle véty 9). To znamend, ze f(X) obsahuje
své supremum a infimum a ma tedy nejvétsi a nejmensi prvek.

2. Podle tvrzeni 4 stac¢i ovérit, ze vzor kazdé uzaviené mnoziny Z C X
v zobrazeni f~! je uzaviena podmnozina v Y. Ale (f™1)"Z) = f(Z) a Z
je kompaktni (podle 1 véty 7), takze f(Z) je kompaktni podmnozina v Y
(podle 2 véty 7) a je tedy uzaviena (tvrzeni 6).

3. Dokazte jako cviceni, dokazuje se 1iplné stejné jako stejnomérna spoji-
tost funkce z C'(0,1). O

V minulé prednasce jsme na prikladu ukézali, ze ¢ast 2 pro nekompaktni X
nemusi platit.
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4. prednaska 25. rijna 2005

1.5. Souvislé prostory. Podmnozina E topologického prostoru (X, i)
je obojetnd, kdyz je oteviend i uzavirend; napiiklad mnoziny () a X jsou obo-
jetné. Topologie (X,U) je nesouvisld, kdyz obsahuje netrividlni obojetnou
mnozinu, ruznou od () a X. Podmnozina E je nesouwvisld, je-li podprostor
indukovany na E nesouvisly. Podmnozina nebo prostor, které nejsou nesou-
vislé, jsou souwvislé. Souvislost je absolutni vlastnost, ktera nezavisi na pod-
¢i nadprostoru: je-li (X,U) podprostorem (Y,V), pak E C X je souvisld v
X, prave kdyz je souvisla v Y.

Tvrzeni 11. Necht (X,U) je topologickyj prostor.
1. PodmnozZina E C X je mesouvisld, pravé kdyZ se da pokryt dvéma dis-
Junktnimi otevrenymi mnozinami, které ji obé protinaji:

JABeU: ECAUB,ANB=0,ANE#0,BNE #0.

Totéz plati s uzavrenymi mnoZinama.

2. Prostor (X,U) je souvisly, pravé kdyz pro kazdé dva body a,b z X ezistuje
souvisld podmnozina E C X takovd, Ze a,b € E.

3. Jsou-li E,F C X souwislé podmnoziny a ENF # (), potom i EUF je
souvisld.

Dikaz. 1. Lehké cviceni na definici podprostoru.

2. Implikace = je jasna, polozime E = X. Pro dikaz implikace <
predpokladejme, ze prostor X ma popsanou vlastnost, ale ze soucasné je i
nesouvisly, ma netrivialni obojetnou podmnozinu K. Zvolime body a € K,
b € X\K a souvislou podmnozinu F' C X obsahujici a i b. Pokryti F' C
K U (X\K) je ve sporu se souvislosti F' (viz 1).

3. Nechf je mnozina E U F nesouvisla: podle 1 méame FUF C AU B pro
dvé disjunktni oteviené mnoziny A a B, které obé protinaji £'U F. Protoze
E je souvisld, mame F C A nebo E C B (jinak by A i B protinaly E) a
totéz plati pro F'. Vsechny ¢tyii moznosti vsak davaji spor: E, F' C A dava,
ze B neprotind E U F (podobné E, F C B),a E C A, F C B (nebo naopak)
déva, ze AN B # 0. O

Piiklad. Podmnozina F = {—2} U [2,7) euklidovského prostoru R je ne-
souvisla, naptiklad

E C (—00,0)U (0, 00)
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je pokryti spliiujici 1 tvrzeni 11.

Veéta 12. PodmnozZina E v euklidovském prostoru R je souvisla, pravé kdyz
je interval, to jest pro kazdé tri body v < y < z, kde x,z € E, mdme i
yeb.

Diikaz. Dokézeme kontrapozice obou implikaci, nejprve = < —. Necht
xr <y < z jsou tii redlnd ¢isla, z,2 € F ay ¢ E. Polozime

A= (—o00,y) a B=(y,00).

Pak E C AU B je pokryti, které podle 1 tvrzeni 11 ukazuje nesouvislost
mnoziny E.

Implikace = = —. Nesouvislou mnozinu £ pokryjeme uzavienymi mnozinami
A a B spliujicimi 1 tvrzeni 11 a vezmeme dva (ruzné) body a € ANE a
b € BN E. Muzeme predpoklddat, ze a < b. Pokud [a,b] ¢ E, jsme hotovi
(existuje bod ¢ mezi a a b takovy, ze ¢ ¢ E). Budeme predpokladat, ze
la,b] C E a odvodime spor. Vezmeme

d = inf{z € [a,b] | x € B}.

Patrné d € B (ptipad d = b € B je jasny a pokud d < b, uzijeme uzavienost
B). Ale a & B, tudiz a < d < b a [a,d) C A. Z uzavienosti A plyne, ze
de A. Tedy d € AN B, coz je spor. O

Veéta 13. Souvislost se zachovdvd dvéma operacemi.

1. Obraz spojitym zobrazenim.

2. Kartézsky soucin.

Diikaz. 1. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni mezi topologickymi
prostory (X,U) a (Y,V), pricemz X je souvisly. Ukézeme, ze f(X) je sou-
visla podmnozina v Y. Bez ijmy na obecnosti muzeme ptredpokladat, ze
f(X) =Y. Kdyby Y byl nesouvisly prostor a dal se vyjadrit jako disjunktn{
sjednoceni dvou neprazdnych otevienych mnozin A a B, stejné vyjadreni
bychom dostali pro prostor X za pomoci vzoru f~'(A) a f~1(B) (to jsou
oteviené mnoziny podle tvrzeni 4) a X by byl nesouvisly.

2. Ukézeme, ze soucin (X x Y, W) souvislych topologii (X,U) a (Y,V)
je souvisly. Pouzijeme 2 z tvrzeni 11. Necht a = (ax,ay),b = (bx,by) jsou
dva body z X x Y. Ozna¢ime X' = X X {ay} a Y’ = {bx} x Y. Patrné
a,b € X' UY' a staci dokazat souvislost mnoziny X’ U Y’. Topologie W
indukuje na X', resp. na Y’, topologii homeomorfni prostoru (X,U), resp.
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(Y, V), takze X' a Y’ jsou souvislé podmnoziny v X x Y. Protoze navic
(bx,ay) € X'NY, je mnozina X’ UY"’ souvisld podle 3 tvrzeni 11. O

Dusledek 14. Necht (X,U) je souvisly topologicky prostor a f € C(X,R).
Pak f(X) je interval. Spojitd redlnd funkce na souvislém topologickém pros-
toru ma tedy Darbouxovu vlastnost, nabyvd vsech mezihodnot.

Dikaz. Plyne hned z 1 véty 13 a z véty 12. a

Podmnozina E topologického prostoru (X,U) je obloukové souvisld, kdyz
pro kazdé dva jeji body a,b € E existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — E
(kde [0, 1] ma euklidovskou a E indukovanou topologii) takové, ze f(0) = a a
f(1) = b. Znamena to, ze kazdé dva body z E se daji spojit kiivkou lezici v E;
tato kiivka muze sebe sama protinat. Je vidét, ze obloukové souvislda mnozina
je souvisld (podle véty 12 a 1 vety 13 je f([0,1]) souvisld podmnozina v E,
takze E je souvisld podle 2 tvrzeni 11). Na piikladu ukazeme, ze souvislost
je obecné slabsi vlastnost nez obloukové souvislost. Poté ve vété 15 popiSeme
dulezitou situaci, kdy ze souvislosti uz obloukova souvislost vyplyva.

Piiklad. Uvazme mnozinu E C R? s euklidovskou topologii, definovanou
jako uzaver grafu funkce sin(1/z) na intervalu (0, 1J:

E=FE UE, = ({0} x [-1,1]) U{(z,sin(1/x)) | = € (0, 1]}.

Mnozina E je souvisla: F; a FE5 jsou obloukové souvislé a tedy souvislé
mnoziny, které jsou sice disjunktni, ale kazdy bod v E; je limitnim bodem
mnoziny Fjs, coz implikuje souvislost E; U E5 podobné jako v 3 tvrzeni 11. E
vSak neni obloukové souvisla: zadny bod v Ej nelze spojit s zddnym bodem
v Es, kiivkou lezici v E (pro¢ presné? dokazte podrobné jako cviceni).

Veéta 15. Otevrend a souvisld podmnozina E v R™ je obloukové souvisld.

Diikaz. Na E zavedeme binarni relaci ~: a ~ b, pravé kdyz se body
a a b daji v E spojit kiivkou. Jednd se o relaci ekvivalence. Reflexivita
(a ~ a): vezmeme kiivku f(x) = a pro kazdé = € [0,1]. Symetrie: pokud
a ~ b prosttednictvim kiivky f, pak zfejmé i b ~ a prostrednictvim kiivky
g(x) = f(1 — x). Tranzitivita: kdyz a ~ b a b ~ ¢ prostiednictvim kiivek f
a g, pak kiivka

_ ) f(2x) pro 0 <z <1/2
h(x)_{g@l’—l) prol/2<z<1
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(zde se hodli, ze jsme povolili sebepruseciky kiivek—~h muze sebe sama protinat,
i kdyz f a g jsou prosté kiivky) spojuje body a a ¢ a lezi v E, takze a ~ c.
Kazdy blok C' € E/~ této ekvivalence je ale oteviend mnozina: kdyz a € C,
pak B(a,r) C E prongjaké r > 0 (E je oteviend) a usecka spojujici libovolny
bod b € Bla,r) s a lezi celd v B(a,r), takze b ~ a, b € C a B(a,r) C C.
Bloky v E/~ jsou neprazdné oteviené mnoziny, které tvoii rozklad mnoziny
E. Kdyby byly alespon dva, E by se dala napsat jako disjunktni sjedno-
ceni dvou neprézdnych otevienych mnozin (jeden blok a sjednocenti ostatnich
bloku) a E by byla nesouvisld. Proto je v E/ ~ pouze jeden blok a kazdé
dva body v E se daji spojit krivkou lezici v F. a

Jako cviceni dokazte, ze véta 15 plati, i kdyz jako kfivky povolime jen sebe
sama neprotinajici lomené cary.

Priklady. 1. Uvedeme bez dukazu a podrobnosti dva vysledky ilustrujici
rozdil mezi souvislosti a obloukovou souvislosti pro mnoziny v euklidovské
roviné. Jako K ozna¢ime jednotkovy ctverec [0,1] x [0,1] C R? a jako H, D,
L a P oznacime jeho horni, dolni, levou a pravou stranu (H = [0,1] x {1}
atd.). D& se dokazat, ze kazdé dvé obloukové souvislé mnoziny A, B C K
splitujici AND #0, ANH #0, BN L# ) a BN P # () se musej{ protnout,
AN B # (. Pokud vsak po A a B budeme chtit jenom, aby byly souvislé, uz
toto tvrzeni neplati: 1ze sestrojit takové dvé souvislé podmnoziny ¢tverce K,
ze jedna z nich protina horni i dolni stranu a druhda protina levou i pravou
stranu a pritom jsou disjunktni; prostupuji se néjak podobné jako srazejici
se galaxie!

2.  Souvislost a nesouvislost mnozin se da pouzit pro dukazy nehome-
omorfnosti topologickych prostorii. Napiiklad euklidovské prostory R a R?
nejsou homeomorfni, protoze homeomorfismus zachovava souvislost a R se
vypusténim jednoho bodu rozpadne (stane se nesouvislou mnozinou), kdezto
R? nikoli.
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5. prednaska 1. listopadu 2005

1.6. Uplné metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je uplny, pokud
kazda cauchyovska posloupnost v M je konvergentni, tj. ma limitu a € M.

Priklady. 1. Jak vime z Matematické analyzy I, R je uplny metricky pros-
tor. Jeho podprostory (0, 1] a Q (mnozina zlomku) uplné nejsou, podprostor
[—5, 00) tplny je. Podobné R™ s euklidovskou metrikou je tiplny.

2. 7 Matematické analyzy 11 zase vime, ze Cla, b] s maximovou metrikou
je iplny. (Cauchyovskd posloupnost funkei z C|a, b] stejnomérné konverguje
k néjaké funkei z Cfa,b].) Pokud ale Cla,b] vybavime integralni metrikou,
nedostaneme uplny prostor. Vezméme a = —1,b = 1 a posloupnost funkei
(fn) definovanou jako

—1 pro —1<z < -—nt
fo(@)=14 nr pro-n't<z<nt
1 pron ! <z <1

Patrné (f,) C C[—1,1] a (f,) je cauchyovskd posloupnost, protoze prom < n
mame

1/m

Neexistuje vsak funkce f € C[—1, 1], pro niz by f, — f. Takova funkce f by
totiz, podle definice funkei f,,, musela byt identicky —1 na intervalu [—1,0)
a identicky 1 na intervalu (0, 1], coz je (pro spojitou funkci) nemozné.

3. Kompaktni metricky prostor je podle véty 8 vzdy uplny. Naopak to
obecné neplati, R je uplny a nekompaktni metricky prostor.

4. Uvazme euklidovské metrické prostory R a (—7/2,7/2) a bijekci

f(z) = arctan(z) : R — (—7/2,7/2).

Je to homeomorfismus, protoze f i inverz f~!(z) = tan(x) : (—7/2,7/2) —
R jsou spojita zobrazeni; f je dokonce stejnomérné spojité. Prostory (—m/2,7/2)
a R jsou tedy nerozlisitelné jako topologické prostory. (Prakticky stejny
piiklad jsme uvedli na druhé prednédsce.) Ovsem R je tiplny metricky prostor,
ale (—m/2,7/2) nikoli. Je to zpusobeno tim, ze inverz f~! nenf stejnomérné
spojity. Uvidime, ze pokud navic ve stejnomérné spojitém homeomorfismu
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mezi metrickymi prostory je i inverz stejnomérné spojity, pak tuplnost jed-
noho prostoru uz vynucuje uplnost druhého.

Véta 16. Uplnost metrického prostoru se zachovdvd tremi operacems.

1. Prechod k uzavienému podprostoru.

2. Obraz prostym zobrazenim f, pokud f i f=1 je stejnomérné spojité.

3. Kartézsky soucin.

Diikaz (nebyl na pfednésce). 1. Necht (M, d) je tiplny metricky prostor.
Pak dokonce plati ekvivalence

E C M je uzaviend mnozina <= podprostor (E,d) je tuplny,

kterou si dokazete jako snadné cviceni.

2. Mame dokézat, ze kdyz mezi dvéma metrickymi prostory (M,d) a
(N, e) existuje stejnomérné spojité bijekce f: M — N, jejiz inverz f~! je
téz stejnomérné spojity, potom M je uplny, pravé kdyz N je uplny.

Necht N je tplny a (x,,) je cauchyovskd posloupnost v M. Lehce se vidj,
ze (yn) = (f(xy)) je cauchyovska posloupnost v N. (Pro dané € > 0 existuje
d > 0 takové, ze d(a,b) < § implikuje e(f(a), f(b)) < €. Pro toto § existuje
N € N takové, ze m,n > N implikuje d(z,,, z,,) < . Pak z m,n > N mame
e(Ym, yn) = e(f(zm), f(z,)) < €.) Necht 3 € N splauje y, — b. Ozna¢me
a = f7YB) € M. Pro dané ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze e(a,b) < §
implikuje d(f~!(a), f7*(b)) < e (stejnomérnd spojitost f~'). Pak, protoze
Yy, — 0, existuje N € N takové, ze n > N implikuje e(y,, ) < J, a tedy
n > N implikuje d(z,, ) = d(f (yn), [1(B)) < e. Takze z,, — «.

3. Necht (M, dy) a (Ms,ds) jsou dva tiplné metrické prostory a

(N,d) = (My x M, \/d} + d)

je jejich souc¢in. Dokazte si jako cviceni, ze (N, d) je rovnéz tplny. O

Zobrazeni f: X — Y mezi dvéma metrickymi prostory (M,d) a (N,e)
je kontrahugici, pokud existuje ¢islo ¢, 0 < g < 1, takové, ze

Va,y € M e(f(2), f(y) < q-d(z,y).

Kontrahujici zobrazeni je ziejmé stejnomérné spojité. Pevnym bodem zo-
brazeni f libovolné mnoziny X do sebe rozumime bod a z X splaujici f(a) =
a. Posloupnost (x,) C X je posloupnosti iteraci zobrazeni f : X — X, kdyz

23



pron = 1,2,... plati x,.1 = f(z,) (1 € X je libovolny startovaci bod
iteraci).

Véta 17 (Picardova-Banachova véta o pevném bodu). KaZdé kon-
trahujici zobrazeni f dplného metrického prostoru (M,d) do sebe md prdvé
jeden pevny bod. Navic kazdd posloupnost (x,) C M iteraci zobrazeni f
konverguje k tomuto pevnému bodu.

Dikaz. Uvazme libovolnou posloupnost iteraci (z,) zobrazeni f. Protoze
f je kontrahujici a z; = f(z;-1), mame odhad

d($n+2, xn-i—l) < Qd($n+1,l’n) S q2d(xmxn—l) S s S qnd(ﬂfz,iﬁl).

Z trojihelnikové nerovnosti pak plyne, ze pro kazdé k,n € N mame

k
d(xn+ka xn) < Z d(xn—i—ia :L‘n-l—i—l)
=1
k .
d(z2, 1) Z g t?

=1

d(z2, 1) Z gt
i=1

n—1

IN

IN

— d($27$1)17_q.

Odtud plyne, ze (x,) je cauchyovské posloupnost. Diky tplnosti prostoru M

ma limitu a. Ze spojitosti f pak plyne, Ze a je pevnym bodem f:

a= lim z, = TLlerOlo Tpy1 = nlg& flz,) = f(nh_{rolo x,) = f(a).

n—oo

Necht a,b jsou dva pevné body f. Pak
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b),
coz vynucuje d(a,b) =0 a a = b. O

Dokazte si jako cviceni, ze véta plati i za (zdanlivé) slabstho predpokladu, ze
kontrahujici je pouze néjakd iterace f™(x) = f(f(...(f(x)))) zobrazeni f.

Jako priklad aplikace véty 17 si dokazeme (lokalni) existenci a jednoznaé¢nost
feseni y(z) diferencidlni rovnice

a4 vl =0
”{y'<x> = flay(@)).
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Zde f : R? — R je zadand funkce (“pravé strana rovnice”) a a,b € R
jsou zadana ¢isla. Hleddme takovou redlnou funkci y(z) a takovy otevieny
interval I obsahujici a, Ze y(x) je na I definovand, y(a) = b (fikdme, ze y(x)
spliuje pocdteéni podminku y(a) = b) a y(x) ma I derivaci splnujici pro kazdé
x € I druhy vztah v (*), tj. vlastni diferencidlni rovnici.

Podivejme se napiiklad na rovnici y(1) = —3 a ¢/'(z) = y(x); zde a =
1,b = =3 a f(u,v) = v. Funkce y(z) = —gexp(;v) je jejim feSenim na
kazdém otevieném intervalu I > 1.

Véta 18 (Picardova). Pokud f € C(R? R) a existuje konstanta M > 0
takovd, Ze pro kazda tri ¢isla u,v,w € R plati

| (w,v) = f(u, w)| < Mo —wl,

pak kazdy bod a € R md okoli I = (a — 0,a + 9), na némz md rovnice (*)
jednoznacné tesent y(x).

Dikaz (na pfednasce jsem ho zvojtil). Budeme pracovat na intervalu
I = (a—46,a+0) pro ngjaké 6 > 0 a na jeho uzévéru J = [a—0d,a+9]. Z vlast-
nosti Riemannova integrélu (vypocet Riemannova integréalu Newtonovym in-
tegralem, Riemannuv integral jako funkce horni integraéni meze) plyne, ze
pro spojitou funkei f je rovnice (*) ekvivalentni rovnici

y(z) = b+/axf(t,y(t)) dt, €1

(je-li y(x) Fesenim jedné z rovnic, je FeSenim i druhé). Ukdzeme, ze pro
dostatecné malé 6 ma na intervalu I posledni rovnice—a tedy i rovnice (*)—
jednoznacné feseni y(x). Pravd strana posledni rovnice definuje zobrazeni A,
které funkci y(z) spojité na J prifadi funkci

Aly(@)) = =) = b+ [ f(ty() dt

Integral je spojitou funkei své horni integraéni meze, takze funkce z(z) je na J
rovnéz spojita (dokonce ma na J spojitou prvni derivaci: 2'(z) = f(x,y(z)),
ale to nebudeme potiebovat). Mdme tedy zobrazeni

A: Cla—46,a+ 6] — Cla—0,a+ 0]

a potfebujeme ukazat, ze A ma pro dostatecné malé § jednoznacny pevny

bod, A(y) = y.
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Pro tento tcel vybavime C|a — ¢, a + §] maximovou metrikou d(-, ), ¢imz
dostaneme tplny metricky prostor (viz piiklad 2), a pouzijeme vétu 17.
Ukdzeme, Ze pro dostatecné malé ¢ je A kontrahujic{ zobrazeni. Necht y(x)
a z(x) jsou dvé funkce z Cla — 9, a + 0]. Pak

d(A(y), A(z)) = max|A(y)(z) — A(z)(x)|

we]

= max| [" eyt @t = [ st x40 a1

= max| ["(F(t(0) = 1t 2(0)

< max| [T 1(ty(0) - £t 2(0)] dt

< max| ["Mly(e) - (0] dt

< max axMrglg]X!y(t) —2(1)] dt’

= max /: Md(y, z) dt’

= Mdd(y, 2).
Zvolime-li 6 < 517, méme d(A(y), A(z)) < id(y, z) pro libovolné dvé funkce
z Cla—0,a+ d] a zobrazeni A je kontrahujici. Podle véty 17 m4 jednoznaény

pevny bod a véta 18 je dokazana. O

Kdyz realna funkce dvou proménnych f(u,v) spliuje pro néjakou konstantu
M > 0 na mnoziné D C R? podminku véty 18, to jest

|f(uav>_f(u7w)| < M|U_w|a v(“?”)?(u’w) ED,

fekneme, ze f je na D lipschitzovskd nebo ze na D splauje Lipschitzovu
podminku (pro druhou proménnou). Funkce f(u,v) = v z piikladu pied
vétou 18 je lipschitzovska na celém R?2, tieba s konstantou M = 1. Funkce
bexp(—a) exp(z) je proto pro kazdé a,b € R jednoznaénym lokalnim fesenim
diferencidlni rovnice y(a) = b, y'(z) = y(x).

Podminka lipschitzovskosti na celém R? je zbyte¢né silnd a v praxi mno-
hdy nenf splnéna. Staci vSak jeji lokalni splnéni. Dokazte si jako cviceni, ze
véta 18 plati i za tohoto slabsiho predpokladu: existuje A > 0 takové, ze f
je na ¢tverci (a — h,a+ h) x (b — h,b+ h) spojité a lipschitzovska.
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Kapitola 2 — diferencialni a integralni pocet funkci vice
proménnych

2.1. Velmi struéné o normovanych prostorech a prostorech se
skaldrnim souéinem. Normovany vektorovy prostor (NVP) je vektorovy
prostor X nad télesem R, ktery je vybaven zobrazenim || - | : X — R,
zvanym norma, spliujicim tii axiomy (pro vsechny z,y € X a A € R):

a) ||z|| >0, ||z|| =0 <= x =0 (positivni definitnost),
b) || z]| = |A|||z|| (homogenita) a
¢) [l + vyl < ||zl + ||y|| (trojihelnikové nerovnost).

Normovany vektorovy prostor je pfirozenym zpusobem i metrickym pros-
torem: funkce d(z,y) := ||z — y|| je metrika (ovéite jako cviceni). Protoze se
zrodila z normy, je translacné invariantni: d(z+z,y+2) = d(z,y). Banachiv
prostor3 je uplny NVP, tj. odvozens metrika je iplnd.

Metriky d,(-,-) na R", pro p > 1 a p = oo (viz 1. prednaska), jsou
odvozeny z norem

n

1/p
ol = (S laal?) " vesp. 7l = sk foi.

P 1<i<n

Podobné i pro analogické metriky na prostoru spojitych funkci C|a, b].

3Nazvany podle polského matematika Stefana Banacha (1892-1945).
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6. prednaska 8. listopadu 2005

Vektorovyj prostor se skaldrnim soucinem (VPSS) je vektorovy prostor X
nad télesem R, ktery je vybaven zobrazenim (-,-) : X x X — R, zvanym
skalarni soucin, splnujicim tii axiomy (pro vSechny z,2',y € X a k, A € R):

a) (x,z) >0, (xr,x) =0 <= x =0 (positivni definitnost),
b) (kx + A2',y) = k{x,y) + X', y) (bilinearita) a
c) (z,y) = (y,x) (symetrie).

Na rozdil od metriky a normy muze skalarni sou¢in nabyvat zapornych hod-
not. Prikladem VPSS je euklidovsky prostor R™ se skalarnim sou¢inem

(T, y) = T1y1 + ToYo + -+ + Ty

nebo prostor Cla, b] se skaldrnim sou¢inem

(f.9) = / " f)g(a) da.

Véta 1 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Ve VPSS X pro kazdé dva
vektory x,y € X plati nerovnost

(z,y)* < (x,2)(y,y).

Rovnost nastavd, pravé kdyz je jeden z vektoru skaldrnim ndsobkem druhého:
xr= Ay pro A € R.

Dikaz. Byl v Linearni algebfte, proto ho zde neuvadime. a
Na kazdém VPSS mame i normu: uvazme zobrazeni
]l =/ {z, z).

Prvni dva axiomy normy jsou ziejmé splnény. Trojuhelnikovd nerovnost
plyne z véty 1:

(2,y) < (2, 2){y, y)
(z,2) + (y,y) + 2(z,y) < <\/<fﬂ,x> + \/<y,y>>
(T+y,z+y) < <\/<x,fﬂ> + \/<y,y>>2

lz +yll < llzll + ]l

(z,y)* < (z,2)(y,y)

1y 1
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Hilbertiv prostor* je tiplny VPSS, tj. odvozend metrika

d($7y> = <x_y7x_y>
je uplna.
Kazdy vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem (-, -) je normovanym vek-
torovym prostorem (||x|| = y/(z, z)), tedy i metrickym prostorem (d(z,y) =
llx — y||) a tedy i topologickym prostorem.

2.2. Lokalni linearni aproximace funkci vice proménnych. Budeme
pracovat v euklidovském VPSS R™ s normou

m
2| = llzll = llzll = | >_ 23
i=1

Necht D C R™ je oteviend mnozina, f : D — R je funkce a a € D je
bod. Derivace funkce f v bodé a ve sméruv € R™, v # 0, nebo také smérovd
derivace, je limita

D Fa) o ting L0 1) = F(0)

t—0 t

(pokud existuje). Predstavte si D jako oblast v tiirozmérném euklidovském
prostoru, jejiz teplotu méii funkce f a kterou proléta bodem a po piimocaré
dréze, s vektorem rychlosti v, néjaka ¢astice. Smérova derivace D, f(a) pak
udava okamzitou zménu teploty ¢astice v okamziku, kdy se nachazi v bodu
a.

Parcidlni derivace funkce f v bodé a podle proménné x; je smérova derivace
D., f(a), kde ¢; je i-ty vektor kanonické baze, tj.

e; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)
s 1 na i-tém misté; znacime ji %(a). Explicitné,

8f T f(al,...,ai_l,ai—|—h,az~+1,...,am)—f(al,ag,...,am)

4Nazvany podle némeckého matematika Davida Hilberta (1862-1943).
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Kdyz ma f parcidlni derivaci podle x; v kazdém bodé D, dostavame funkci
gg . D — R. Vektor hodnot vSech parcidlnich derivaci funkce f v bodé a
je gmdzent funkce f v a,

Vf((l) = (%(a)7 a%{;(a)? cee aii( ))

Pocitat parcidlni derivace umime, pii vypoctu % jsou vSechny proménné
kromeé x; konstanty a f derivujeme jako funkci jediné proménné x;. Naptiklad

I(xysin(yz) + x log 2)
dy

= 2%(sin(yz) + zy cos(yz2)).

Rekneme, 7e funkce f mé v bodé a (totdlni) diferencidl nebo ze f je v a
diferencovatelnd, pokud existuje linearni zobrazeni L : R™ — R takové, ze

oy Jlath) — fla) = L(h)
IRl =0 1Al

=0.

Toto linedrni zobrazeni L nazyvame diferencidlem a znaéime Df(a); jeho
hodnota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h).

Prepis definic smérové derivace, parcialni derivace a diferencialu dava
lokélni aproximace ptirustku funkéni hodnoty linedrnimi vyrazy v piirustku
argumentu:

fla+tv) = (a)+D f(a) t+o(l)
fla+te;) = f(a)+ axz(a) t+ o(t)
fla+h) = f(a) +Df(a)(h) + of[[h]]).

V prvnich dvou rovnicich je t realné ¢islo, ¢ — 0, a aproximace plati pouze
pro argumenty funkce f lezici na pfimce jdouci bodem a ve sméru v, resp.
ve sméru i-t¢ soufadnicové osy. Ve tieti rovnici h probihd R™, ||| — 0,
a aproximace plati pro vsechny argumenty funkce f (rozumnou aproximaci
ovSem dostaneme jen v néjakém malém okoli bodu a). Diferencovatelnost
je daleko silnéjsi pozadavek na f nez pozadavek existence smérovych nebo
parcialnich derivaci.

Priklady. 1. Funkce f = f(z,y) : R?> — R definovana jako 1 na mnoziné
{(x,y) € R*: y = 2% x # 0} a jako 0 pro vsechny zbylé body roviny md v
pocatku vsechny smérové derivace (jsou rovné nule), ale neni tam spojita.
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2. Podobné, definujeme-li f jako 1 na soutadnicovych osach, tj. na
mnoziné {(x,y) € R*: xy = 0}, a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny,
mé f v pocatku obé parcidlni derivace (jsou rovné nule), ale kromé nich uz
zadnou dalsi smérovou derivaci.

3. Vratme se k piikladu s ¢astici z definice smérové derivace. Predpokladejme,
ze funkce f: D — R (D C R™ je oteviend mnozina a tieba m = 3) je difer-
encovatelnd v a € D a predstavujme si ji zase jako teplotu bodu oblasti
prostoru D. Bodem a prolété ¢éstice po kiivocaré draze v : [0,1] — D, kde
Y= (V1,9 Ym), Vi i D — R, y(u) = a (¢astice je v a v ¢ase u € (0,1))
a vSechny funkce 7; maji v u vlastni derivaci. V okamziku, kdy se castice
nachdazi v bodé a, ma vektor rychlosti

= (N1 (u), (W), -, Y (w)).

Jaka je v této chvili jeji okamzitd zména teploty? Prot — 0al <i<m
mame

Yilu+t) =y (u) + v (w)t + o(t),
coz davad y(u +t) = y(u) + tv + a(t) = a + tv + «a(t), kde ||a(t)]] = o(t).
Pro h € R™, ||h|| — 0, mdme f(a + h) = f(a) + Df(a)(h) + B(h), kde
B(h) = o(||n]]). Takze, pro ¢t — 0,

fu+1) = f(y(w)  _ fla) +Df(a)(tv + at)) + Gtv + a(t) — f(a)
t t
tDf(a)(v) + Df(a)(a(t)) + B(tv + aft))

t
= Df(a)(v) +Df(a)(Fo(t)) + w

= Df(a)(v) + o(1).

Okamzitd zména teploty se tedy rovna D f(a)(v) a je stejnd pro vsechny dréhy
¢astice, na nichz ma v bodé a vektor rychlosti v.

Pojem diferencidlu rozsitime na obecnéjsi situaci, kdy f : D — R"
(D C R™ je oteviend mnozina) je zobrazeni dané n-tici redlnych funkei:
f=(f,fo....fn) a fi : D — R. Rekneme, ze zobrazeni f ma v bodé
a diferencidl nebo ze tam je diferencovatelné, existuje-li linearni zobrazeni
L: R™ — R"™ takové, ze

|f(a+h) = fla) = L(A)|

im =0.
Iall—0 [A]l
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Linearni zobrazeni L znacime D f(a). Z aproximacéniho pohledu to opét zna-
mend, ze f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+a(h), kde pro ||h|| — 0 méme ||a(h)|| =
o(||h]|). Diferenciél je uréen jednoznacné: kdyby K a L byly dva ruzné difer-
encidly zobrazeni f v bodé a, pak K(v) — L(v) = ¢ je nenulovy vektor pro
né¢jaky nenulovy vektor v € R™ a tedy || K (tv) — L(tv)|| = ||te|| = |t] - ||c|| pro
kazdé t > 0, coz je ve sporu s |[K(h) — L(h)|| = o(||h||) pro ||k| — 0.

Tvrzeni 2. Necht D C R™ je oteviend mnozina, a € D je bod a f: D —
R"™ je zobrazend.

1. Zobrazeni f je diferencovatelné v a, prdvé kdyz kazdda z n souradnicovych
funkci f; je diferencovatelnd v a. Navic

Df(a) = (Dfi(a), Df2(a), ..., Dfna)).

2. Je-li zobrazeni f diferencovatelné v a, je v a spojité.

3. Nechtn =1, tj. f je redind funkce o m proménniyjch, a f je diferencov-
atelnd v a. Pak f ma v a vsechny parcidlni derivace a jejich hodnoty urcéuji
diferencidl:

Df(a)(h) = §£<a>h1+§é<a>h2+---+£<a>hm
— (VS(a),h).

Funkce f ma v a rovnéz vSechny smérové derivace a plati D, f(a) = Df(a)(v).

Dikaz. 1. Cviceni na definice. Pro odhad chyby v linearnich aproximacich
diferencidly si uvédomte, ze pro v € R™ plati |v;| < ||v|| < |v1]+|ve|+- - -+]|vn]|.
2. Plyne hned z definice diferencialu.
3. Z linearity diferencidlu L = D f(a) mame

L(h) = L(hlel + hgeg + -+ + hmem) =arhy + -+ o,
kde a; = L(e;) (e; je i-ty vektor kanonické béze). Ovsem, pro t — 0,

fla+te) — fla) _ L(te:) +o([teil])
; = / = + 0(1),

takze a; = %(a). Tvrzeni o smérové derivaci plyne z jeji definice a z prave
3
dokazané formule pro diferencial. O
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V obecném piipadu zobrazeni f : D — R™ je diferencidl L = Df(a) : R™ —
R"™ reprezentovan n x m matici:

L(h)1 l171 lLQ Ce ll,m h1
L(h) = L(.h)g _ lzjl 12‘72 e l2fm h?
L(h)» bt loz oo lom )\ b

Podle bodu 1 a 3 posledniho tvrzeni ma tato matice v i-tém fadku gradient

soufadnicové funkce f; v bodé a, takze [; ; = gg{? (a).
J

Disledek 3. Diferencidal zobrazeni f : D — R™ v bodé a € D, kde D C R™

je oteviend mnozina a f md souradnicové funkce f = (fi, fo,..., fn), je ddn
tzv. Jacobiho matici® zobrazeni f v bodé a,
0 0 d
@) Fia) ... (o)
: 0 0 d
f; (@ ] e @) g ()
0z iy : : o :
’]_ . . .
Ofn Ofn Ofn
8—2(@) a—i;(a) o %(a)

Je-li tato matice ¢tvercova, nazyva se jeji determinant jacobidnem.

®Nazvané podle némeckého matematika Carla Jacobiho (1804-1851).
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7. prednaska 15. listopadu 2005

Videéli jsme, ze diferencovatelnost implikuje existenci parcidlnich derivaci.
Nyni dokazeme, Ze naopak existence parcialnich derivaci v okoli bodu a jejich
spojitost v ném implikuji diferencovatelnost.

Tvrzeni 4. Necht U C R™ je okoli bodu a € R™. Pokud md funkce
f: U — R na U vsechny parcidlni derivace a ty jsou v bodé a spojité, pak
je f v bodé a diferencovatelnd.

Dikaz. (Na predndsce fecena jen hlavni myslenka.) Muzeme predpoklddat,
ze a = 0 je pocatek soufadnic. Pro h € R™, ||h|| — 0, mame 0;f(h) =
0:f(0)+o(1) (spojitost 0;f v pocatku). Pocdtek a bod h spojuje jednoznacné
urcend lomend ¢ara s = si...S,,, jejiz i-ta tsecka s; = a;b; ma smeér i-té
soutadnicové osy x;:

a; = (hl,hg,...,hi_l,0,0,...,O) a bz: (hl,hg,...,hi,0,0,...,O),

takze a1 = 0, b; = a;.1 prol1 <i<m—1ab, =h Nas;se f chovd jako
funkce jedné proménné x;, s derivaci rovnou 0; f. Podle Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté méame

Flbe) — Flas) = B:F G,
kde ¢; je n&jaky bod lezici uvnitt s;. Odtud
F0) = 10) = 310
- i
i o(1)h,

=1

= Z 0)hi + o(|[R]])
=1
(I1r]l < |hi]| + -+ - + |hm]), procez je f diferencovatelnd v pocatku. O

Tvrzeni 5 zobecnuje Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté na funkce vice
proménnych a dusledek 6 zobecnuje fakt, ze nulovost derivace implikuje (za
jistych predpokladu) konstantnost funkce.
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Tvrzeni 5. Necht U C R™ je oteviend mnozina, u = ab je tsecka leZici v U
a funkce f: U — R je spojitd na usecce u a diferencovatelnd v kazdém jejim
bodé, s moznou vyjimkou krajnich bodu a a b. Pak existuje takovy vnitrni bod
¢ usecky u, Ze

f(b) = f(a) =Df()(b - a).

Dukaz. Polozime F(t) = f(a +th), kde h = b — a a redlné ¢islo ¢ probihd
interval [0, 1]. Funkce F je patrné spojitd na [0,1] a v ¢ € (0,1) mé derivaci

fla+th+ Ah) — f(a+th)

F'(t) = lim

A—0 A

. Df(a+ th)(Ah) + of | AR])
A—0 A

— Df(a+th)(h).

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje to € (0,1) takové, ze
F(1) — F(0) = F'(tp). Odtud

f(b) = f(a) = F(1) = F(0) = F'(to) = Df(a + toh)(h) = Df(C)(h),
kde ¢ = a + toh. 0

Disledek 6. Pokud redlnd funkce m promeénngjch md v kazdém bodé otevrené
a souvislé mnoziny nulovy diferencidl, je na této mnoziné konstantni.
Diikaz. Necht U C R™ je otevien4 a souvisld mnozina a funkce f : U — R
je v kazdém bodé a € U diferencovatelna a Df(a) je vzdy nulové (linedrni)
zobrazeni. Vezmeme dva libovolné body a,b € U a spojime je lomenou ¢arou
S =818g2...8, lezici v U (coz je mozné, viz véta 15 v kapitole 1 a nésledujici
cviceni). Pro libovolnou usecku s; = a;b; z s mame podle predchoziho tvrzeni
a predpokladu o f, ze

flai) = f(b:) = Df({)(a; —b;) =0
(zde ¢ je néjaky vnitini bod s;), tedy f(a;) = f(b;). Hodnoty funkce f na

koncich vSech tsecek s; jsou proto vSechny stejné a specialné f(a) = f(b). O

Geometrie gradientu a diferencialu. Meé¢jme funkei f : U — R om
proménnych, ktera je definovana na néjakém okoli U bodu a € R™. Zk-
oumame jeji okamzité prirustky




v bodé a ve smérech jednotkovych vektoru v € R™, ||v|| = 1. Zajima nas,
pro ktery smér je prirustek co nejvétsi. Kdyz je f v a diferencovatelna, pak
podle tvrzeni 2 a véty 1 mame

Dy f(a)| = [Df(a)(v)] = [V f(a), )] <[V f(@)] - [[vll = [V f(a)]].
Podle véty 1 se rovnost nabyva, pravé kdyz v je skalarnim nésobkem V f(a),
to jest praveé pro dva vektory

o Vi@ Vi@

=———"" a v ==

IV f(a)] IVf(a)
Ve sméru v+ svého normovaného gradientu tedy f roste nejrychleji a v
opacném smeéru v~ stejnou mérou nejrychleji klesa:

Do+ f(a) = (Vf(a),v") = [[Vf(a)|| a D,-f(a) =(Vf(a),v") =—[IVf(a)l.

Nyni zobecnime pojem tecny ke grafu funkce jedné proménné na (nad)rovinu
tecnou ke grafu funkce vice proménnych. Pro jednoduchost znaceni se omezime
jen na pripad teéné roviny a dvou proménnych; obecnd tecnd nadrovina ke
grafu funkce m proménnych se zavadi analogicky.

Necht (zg,99) € D C R?, kde D je oteviend mnoZina v roving, a f :
D — R je funkce. Jeji graf

P={(z,y,2) e R*| (z,9) € D,z = f(z,9)}

je plocha v 3-rozmérném euklidovském prostoru; P obsahuje bod (zg, yo, 20),
kde zo = f(xo,y0). Predpokladejme, ze funkce f je v bodé (zg,yo) diferen-
covatelnd. Tvrdime, Zze potom mezi vSemi rovinami z = L(z,y) (L je afinn{
funkce dvou proménnych), které obsahuji bod (zo,yo, 20), je pouze jedina
splnujici (pro (z,y) — (zo,y0)) aproximaci

f(x,y) = L(z,y) + o(y/(x — 20)2 + (y — 30)?),

totiZ rovina
0 0
T(r,y) =20+ ai(xoayo) (= x0) + 85(%,%) (Y — v0)-

To plyne hned z existence diferencialu a jeho jednoznacnosti, protoze zfejmé
Df(zo,v0)(z,y) = T(x,y) — 2. Graf funkce T'(z,y),

T ={(z,y,2) €R®| (z,y) € D,z =T(x,y)}
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se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé (xo,yo, 20)-
Rovnici teéné roviny z = T'(z,y) prepiseme ve tvaru

gi(xo,yo) (T —20) + g;(manU) (y—y) —(z—2) = 0

<V7 (x_x(%y_y()uz_z())) - 07
kde V € R? je vektor

of 9

V= (w(ﬂfo,yo)aa;t(a?o,yo)»—l)-

Oznacime-li X = (z,y,2) a Xo = (xo, Yo, 20), muzeme tecnou rovinu 7" defi-
novat jako
T={XeR?|(V,X — Xy) =0}.

Je tedy tvorena pravé témi body, jejichz smérové vektory k bodu X, jsou
kolmé na V. Vektor V se nazyva normadalovym vektorem ke grafu funkce f v

bodé Xo.

2.3. Pocitani s diferencialy a parcialnimi derivacemi. Pro dvé funkce
f,g9: U — R, které jsou definované na okoli U C R™ bodu a € U a maji
v bodé a i-tou parcidlni derivaci, mame pro i-tou parcialni derivaci jejich
linedrni kombinace, soucinu a podilu stejné vzorce jako v pripadé funkci
jedné proménné (misto a% piseme 0; f):

Oi(kf +Ag)(a) = kKO f(a)+ Noig(a)
9i(fg)(a) = g(a)dif(a)+ f(a)dig(a)
9(a)dif(a) — f(a)dig(a)

9(f/g9)(a) = PO (pokud g(a) # 0).

Tyto vzorce fakticky jsou vzorce pro funkce jedné proménné, protoze 0; se
pocita z funkce zavisejici jen na x;.

Tvrzeni 7. Necht U C R™ je oteviend mnozina, a € U a f,g: U — R
jsou dvé funkce, obé diferencovatelné v bodé a.

1. Pro vsechny k, A\ € R je i funkce kf + \g diferencovatelnd v a a jeji
diferencidl v a se rovnd

kD f(a) 4+ ADg(a).
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2. Soucinovd funkce fg je diferencovatelnd v a a jeji diferencidl v a se rovnd

9(a)Df(a) + f(a)Dg(a).

3. Pokud g(a) # 0, je podilovd funkce f/g diferencovatelnd v a a jeji
diferencidl v a se rovnd

1
g(a)?

(9(@)Ds (@) = f(@Dg(a) ).

Dikaz. Tyto vzorce plynou z analogickych vzorcu pro parcidlni derivace a
z 3 tvrzeni 2. a

Poznamenejme, ze vzorec pro diferencial linearni kombinace v 1 plati i obecnéji
pro zobrazeni f,g: U — R".

V nasledujici vété budeme sklddani funkei a zobrazeni zapisovat v poradi
zprava doleva podle poradi aplikace: (go f)(z) = g(f(x)).

Véta 8. Necht
f: U=V, g: V->RF

jsou dvé zobrazeni, kde U C R™ a' V' C R" jsou oteviené mnoZiny. Predpoklddejme,
Ze zobrazeni [ je diferencovatelné v bodé a € U a g je diferencovatelné v bode
b= f(a) € V. Potom slozené zobrazeni

gof=g(f): U—R"

je diferencovatelné v bodé a a jeho diferencidal v a se rovnd sloZeniné difer-
encidlu zobrazeni f a g:

D(g o f)(a) = Dg(b) o Df(a).

Specidlni piipad této véty (m = 1 a k = 1) jsme uz vlastné dokazali na 6.
piedndsce v piikladu 3 o Eéstici, takze vime, jak na to. Udélejme ted ale
poradny dukaz. (Nésledujici pasaz az po str. 7, dukaz véty 8, z casovych
duvodu nebyla na prednésce.)

Pro zobrazeni z : U — R definované v okoli pocatku U C R™ budeme
psat struéné z(x) = o(x) misto ||z(z)]] = o(||z|]) a z(z) = O(x) misto
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l|z(z)]] = O(||x]|); zde bereme vzdy x — 0. Znaceni z(z) = o(z) je tedy
zkratka pro
Ve>030>0: [[z|| <d=|lz(x)] <elz|

a z(z) = O(x) je zkratka pro
de>030>0: [|z|| <d=|z(2)] < clz|

aPTipomeneme nékolik jednoduchych vlastnosti symbolu o a O, které ponechdame
¢tenafi jako cviceni. Pokud z(z) je linedrni zobrazeni, pak z(x) = O(z).
(Tato samoziejmost obecné neplati ve vektorovych prostorech s nekoneéné
mnoha rozmeéry!) Pokud z(z) = o(z), pak i z(z) = O(z). Pokud mame dveé
takova zobrazeni 21,25 : U — R™ a z = 21 + 25, potom (i = 1, 2)

zi(x) =o(z) = z(z) = o(x) a z(x)=0(z)= z(x) = O(z).

Specidlng, z;(z) = o(z) a z(x) = O(x) implikuji z(z) = O(z). Obdobné
vlastnosti symbolu o a O pii skladani zobrazeni se dokazuji rovnéz snadno,
ale stoji za zduraznéni—jsou klicové v dikazu véty 8.

Lemma. Nechivu: U —V av: V — R jsou zobrazend, pricemsz U C R™
aV C R" jsou okoli pocdtku souradnic.

1. Pokud u(x) = o(z) av = 0(x), pak v(u(z)) = o(x).

2. Pokud u(z) = O(z) av(z) = o(z), pak v(u(z)) = o(x).

Dikaz. Cviceni. O

Dikaz véty 8. V okoli pocatku souradnic mame aproximace

g(b+h) = g(b) +Dg(b)(h) +~(h) a fla+h)=f(a)+Df(a)(h)+ B(h),
kde v(h) i B(h) je o(h). Rozdil f(a + h) — f(a) si oznacime jako A(h). Pak
fla+h) = f(a) + A(h) = b+ A(h) a A(h) = Df(a)(h) + B(h). Takze
(

(gof)la+h)—=(gof)la) = ((a+h)) 9(f(a))
= Dg(0)(A(h)) +v(A(h))
= Dyg(0)(Df(a)(h)) + Dg(b)(5(h)) +~(A(h))
= (Dg(b) o Df(a))(h) + alh),

kde
a(h) = Dg(b)(B(h)) + ~v(A(R)).
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Prvni s¢itanec definujici a(h) je o(h) podle 1 lemmatu a druhy je o(h) podle
2 lemmatu. Celkem a(h) = o(h) a go f ma v a diferencidl rovny linedrnimu
zobrazeni Dg(b) o D f(a). O

Z linearni algebry vime, ze matice linearntho zobrazeni g o f slozeného
z linedrnich zobrazeni f a g se dostane jako soucin matice zobrazeni g a
matice zobrazeni f (v tomto poradi). Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a
je matice linearniho zobrazeni D f(a) vzhledem ke kanonické bazi a jeji prvky
jsou hodnoty parcidlnich derivaci souradnicovych funkci v bodé a (dusledek
3). Na trovni popisu Jacobiho maticemi tak véta 8 dava nasledujici dusledek.

Disledek 9. Za situace popsané v predchozi vété je Jacobiho matice sloZeného
zobrazeni h = g o f v bodé a rovna soucinu Jacobiho matice zobrazeni g v
bodé b = f(a) a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a:

oh; \"" g o\ (O, )
<6xj ij=1 8Ij ij=1 axj i,j=1

B n 891 8f7~ km
- (Saro g

r=1

Specialné pro k = 1, kdy funkce h o m proménnych je slozeninou

h=g(fi,fas- s [n)

funkce g o n proménnych a n funkei f;, z nichz kazdd ma m proménnych,
dostavame retizkové pravidlo pro parcidlni derivaci slozené funkce:

oh n of;
(@ = YL@ 5

= (Vy(f(a)),8:f(a)),
kde i =1,2,....m, f = (f1,for- -+ fn) 8 Oif = (Dif1, 0 far ..., 0ifn).
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8. prednaska 22. listopadu 2005

Véta 8 je dalekosdhlym zobecnénim formule pro derivaci slozené funkce jedné
proménné. V tomto okamziku se nabizi otazka, jak to je se zobecnénim
formule pro derivaci inverzni funkce. Dostaneme se k nému pozdéji, vyplyne
jako dusledek véty o implicitni funkci.

Priiklad. Ukazeme, jak v jisté situaci fetizkové pravidlo umoznuje odvodit
zakon zachovani energie. Uvazme otevienou mnozinu U C R™ a zobrazeni
F: U — R™. To pritazuje kazdému bodu z U vektor z R a predstavujeme
si ho jako vektorové pole na U, které v kazdém bodé a € U udava smér
a velikost sily pusobici na hmotny bod nachézejici se v a. Toto silové pole
muze byt naptiklad polem gravitaéni sily néjakého télesa. Oblasti U proléta
¢astice po dréze v : [0,1] — U plné urc¢ené polem F'. Pole F urcuje jeji pohyb
prostiednictvim Newtonova zdkona sily (sila = hmotnost x zrychleni):

F(y(t)) = my"(t).

Zde m > 0 je hmotnost ¢éstice, tedy konstanta, a v"(t) = (7(t), ..., 7" (t))
je vektor zrychleni ¢édstice (zrychleni je okamzita velikost zmény rychlosti
¢astice, ¢ili druhd derivace jeji polohy). Predpoklddejme déle, Ze existuje
funkce f: U — R takova, ze ma v kazdém bodé mnoziny U gradient a pro
kazdé a € U plati
F(a) = -V f(a).

Takova silova pole F' se vyskytuji casto a tika se jim konzervativni pole;
napiiklad pole gravitaéni sily je konzervativni. Fyzikové definuji potencidl
konzervativniho pole F' v bodé a jako f(a), je to také potencidlovd energie
castice vzhledem k poli F', kdyz se nachazi v a. Dale definuji kinetickou
energii ¢astice letici po draze I' : [0,1] — U (ne nutné urcéené polem F') jako

Lmo(t)? = 3mI(6)? = 2m(I'(2), T'(1).

Zde m > 0 je hmotnost ¢éstice, v(t) oznacuje jeji vektor rychlosti a kinetickou
energii ¢astice pocitdme v okamziku ¢t € [0,1]. Vyslovime zdkon zachovéni
energie.

V této situaci—castice o hmotnosti m se pohybuje v konzerva-
tivnim silovém poli ' = —V f po draze 7(t) uréené Newtonovym
zakonem sily—je soucet potencidlové a kinetické energie céastice
konstantni, nezavisly na case.
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Abychom to dokdzali, zderivujeme soucet obou energii

S(t) = f(v(1) + 3my'(1)°

podle casu t. S vyuzitim tetizkového pravidla, Newtonova zdkona sily a
konzervativnosti silového pole F' dostaneme, ze

S'(t) = (V1) 7 @) +my(£), 7" (1))
= (VS((1), 7' (@) + (V' (), my" (1))
= (VF(v(®),7' (1) + (Y (1), F(v(1)))
= (V)7 () + (V' (1), =V f(+(1))
= (V)7 () = (V(v(1), (1))

Tudiz S(t) = f(7(t)) + 3my/(t)* = const. pro t probihajici [0, 1].

Pokud ma funkce f : U — R definovana na oteviené mnoziné U C R™
v kazdém jejim bodé parcidlni derivaci F' = 0;f a ta md méa v bodé a € U
parcidlni derivaci 0,F (a) = 0;0;f(a), fekneme, ze f ma v bodé a parcidint
derivaci druhého Tddu podle proménnych x; a x; a jeji hodnotu znacime

T ()
8xj8xi ’

Induktivné definujeme parcidlni derivace vyssich radu: ma-li f v kazdém
bodé x € U parcidlni derivaci
8k71 f
= w0 oy, )
L 10T5;,_o .. 04,

F

a ta ma v bodé a € U parcidlni derivaci 0;F (a), fekneme, ze f ma v bodé a
parcidlni derivaci k-tého rddu podle proménngch x;,, ..., x; ,,x; a jeji hod-
notu znacime
oF f
al'jal'ik_l e 8% (Cl)

Na poradi parcidlnich derivaci obecné zalezi, jak ukazuje priklad funkce

zy(x2—y?
oy = P o 0
7 0 pro 22 + y? = 0,
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kterda ma v pocatku obé smiSené parcialni derivace druhého tadu, ale s
ruznymi hodnotami:
02 f
0xdy

o0 f
0yox

(0,0)=1#—-1= (0,0)

(spocitejte podrobné jako cviceni).

Tvrzeni 10. Necht funkce f : U — R md na okoli U C R™ bodu a € U
parcidlni derivace druhého radu 0;0;f a 0;0;f a obé jsou v a spojité. Potom
0 f 0 f
a) = a).
c%j@xi (%Zaxj

Dukaz. Muzeme predpoklddat, ze m = 2 a a = (0,0). Z predpokladu
spojitosti 0,0, f a 0,0, f v (0,0) chceme odvodit, ze
0? 0?
0xdy Oyox

(0,0).

Diky spojitosti staci ukéazat, Ze pro kazdé h > 0 ¢tverec K = [0, h]? obsahuje
body o a 7 takové, ze 0,0, f(7) = 0,0, f(0).

Pro orientovanou tsecku u = o C U a funkci g : U — R oznacime
g(u) = glap) = g(B) — g(a). Vrcholy ¢tverce K oznacime a = (0,0),
b=(0,h), c = (h,0), d= (h,h) a uvazime cislo

w = f(d) = f(b) = f(e) + f(a)
f(ed) = f(ab) = ¢(h) — ¢(0)

= f(bd) = f(ac) = ¢(h) = (0),
f

kde ¢(t) = f(u), ¥(t) = f(ve) a ug, v jsou pro 0 < t < h usecky u; =
(¢,0)(t,h) a vy = (0,t)(h,t). Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté

¢(h) - gb(O) = gbl(tO)h = 8xf(uto)h

pro néjaké 0 < ty < h. OvsSem, znovu podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnote,

fo(uto) = aa:f(t07 h’) - aa:f(tm O) = ayaxf(tl);tl)h
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pro néjaké 0 < t; < h. Pro 7 = (tp,t1) tedy mdme w = 9,0, f(7)h*. Stejnd
tivaha aplikovand na vyjadieni w = ¢(h) — (0) ddvéd w = 9,0, f(c)h* pro
néjaké o = (s, s1), kde 0 < sg,s1 < h. Tedy 0,0,f(7) = 0,0,f(0) a oba
body o a 7 lezi uvnitt ¢tverce K. a

Rovnost hodnot obou derivaci lze dokazat i za slabsiho predpokladu: existuje-
i 0,0,f v okoli bodu a a je v ném spojita, potom existuje i 9,0, f(a) a
00y f(a) = 0,0, f(a).

Pro otevienou mnozinu U C R™ ozna¢ime symbolem C*(U) mnozinu
funkci f: U — R, jejichz parcidlni derivace az do fddu k véetné jsou na U
definované a spojité.

Disledek 11. Pro kaZdou funkci f € C*(U) hodnoty jejich parcidlnich
deriwaci az do Tddu k vcetné nezavisi na potadi proménnych, podle nichZ se
derivuge, tj. pro vsechna l < k a a € U plati

o'f o'f
(a) = (a),
81'”837@'171 Ce 8$i1 alealefl Ce a.ijl
jakmile se posloupnosti (iy,...,4) a (j1,...,51) lsi pouze permutaci svijch
clenal.

Diukaz. Kdyz je posloupnost v = (ji, ..., ;) pouze permutaci posloupnosti
u = (i1,...,14), dokdzeme u transformovat ve v prohazovanim dvojic ¢lenu v
u, dokonce vysta¢ime s prohazovanim sousednich ¢lent: v u nalezneme ¢len
j1 anechdme ho “propadnout” az dolt, pak nechdme propadnout na spravné
misto jo atd. Rovnost hodnot parcidlnich derivaci tak plyne z tvrzeni 10. O

V pripadé spojitych parcidlnich derivaci tedy zalezi jen na multimnoziné
proménnych, podle kterych se derivuje, ale ne na jejich poradi. Misto 0,0,
piseme struéné dz? apod. Pro f € C°(U) tedy napifklad mame

’f B ’f . 0f o
Oy 0x Oy Oy 0z Oy? 0x 0z Oy  Ox 0z Oy3

Velmi uziteénym ndastrojem pii studiu vlastnosti funkei je Tayloruv rozvoj,
jehoz verzi pro vice proménnych nyni odvodime. Jak rozumét pouzitému
symbolickému zapisu diferencialntho operatoru vysvétlime na ptikladu, v
némz f = f(x,y, z) je funkce a a € R3, a, 3 € R jsou konstanty. Napifklad
zapisem

(ady + B0.)" f(a)
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se rozumi

(a®(8,) + 3a°B(9,)*0. + 3a3%9,(9.)* + 5°(8.)*) f ()

03 f a3f 03 f 03 f
— a?’ay (a) + 3a 25 (a)+3aﬁ28y822( )+ﬁ3

().

Tvrzeni 12. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, a € U jebod a f : U — R
je funkce, kterd je ma U n krat spojité diferencovatelnd, tj. f € C™(U).
Potom v okoli bodu a mame Tayloruv rozvoj

Flath) = 3200y + hady -+ ) £(0) + ol B
=0 "

1 Girt-tim ¢
= > -

iloy! Ox L Ot

(a) - Ay by =+ o([[A]|"™),

kde v proni sumé mocninu chdpeme symbolicky (ve smyslu operdtorového

poctu) a ve druhé sumé scitdme pres vsechny m-tice nezdpornych celych éisel

11,12, . - -, bm, jejichZ soucet je nanejuys n.

Dikaz. Na prednasce zaznéla jen hlavni myslenka: vezmeme Tayloruv

rozvoj az do fddu n pomocné funkce jedné proménné F(t) = f(a + th), kde
€ [0,1]. Opakovanym pouzitim fetizkového pravidla (F = f o, kde [ je

linedrni zobrazeni, fakticky piimka [(t) = a + th) pro k < n dostdvame

ok f
F® () = a+th)-hiyhi, ... hi,
®) Z Ox;, Oy, . . .8$Z~k( ) - hiyhiy .
11,82, 0,0k
kde iy, . .., probihaji nezavisle na sobé vsechny indexy 1,2, ..., m. Dosazenim

do Taylorova rozvoje funkce F' (se zbytkem v Lagrangeové tvaru)
fla+h)= Z F(Z +FM™@), 0<6<1,

dostavame, s vyuzitim kompaktniho symbolického zapisu parcialnich derivaci,
prvni formuli pro f(a + h). Druhd formule vyplyvéa z prvni pomoci multi-
nomické véty:

(101 + haOs + -+ 4+ hpOp)' = > (l ; ! Z,)H(hjaj)f
1,025+ tm j=1

11,82, 0yim,
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kde 41,19, ..., 1, probihaji nezaporna celd ¢isla se souctem ¢ a

i il
TUR TR A B Y I I

je multinomicky koeficient. a

Scitance odpovidajici i = 0,1 jsou, respektive, f(a) a Df(a)(h). Taylorova
formule zobecnuje lokalni aproximaci pomoci diferencialu, kterou dostavame
pron = 1.

Symetricka (tj. a;; = a;;) realnd nxn matice A € R™" definuje kvadrat-
ickou formu

n
P(xy,29,...,0,) = xA2" = Z a;;r;z;: R"— R
ij=1
(x je fadkovy vektor (z1,x9,...,x,)). Piipomenme si, ze A se nazyva

e pozitivné (negativné) definitni, kdyz P(x) > 0 (P(xz) < 0) pro vSechny
z € R"\{0};

e pozitivné (negativné) semidefinitni, kdyz P(x) > 0 (P(x) < 0) pro
vSechny x € R";

e indefinitni, neni-li ani pozitivné ani negativné semidefinitni, tj. P(x) >
0 a P(y) < 0 pro néjaké dva vektory z,y € R™.

Hessova matice funkce f v bode a, kde f : U — R je definovana na
okoli U C R™ bodu a a ma na U vsechny derivace druhého tadu, je matice
zaznamenavajici hodnoty téchto derivaci:

) = (@)

i,5=1

Podle tvrzeni 10 maj{ funkce z C*(U) v kazdém bodé z U symetrickou
Hessovu matici.

Odvodime kritérium existence lokédlnich extrému funkci m proménnych,
které zobecnuje vysledek pro funkce jedné proménné. Roli hodnoty druhé
derivace prevezme Hessova matice. Pripomenme si, ze funkce f : U — R,
kde U C R™ je oteviena mnozina, ma v bodé a € U ostré lokalni minimum,
pokud existuje & > 0 takové, ze 0 < ||z — al| < § implikuje f(z) > f(a).
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(Neostré) lokalni minimum znamend, ze ||x — al| < ¢ implikuje f(z) > f(a).
Podobné pro ostré a neostré lokalni maximum. Funkce f nemda v a ani
neostry lokalni extrém, nemé-li v tomto bodé ani lokalni neostré minimum
ani lokalni neostré maximum, to jest pro kazdé o > 0 existuji body z,y

takové, ze ||z —al|,[ly — all <0 a f(x) > f(a), f(y) < f(a).

Véta 13. Necht f € C?(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina, a a € U je
bod.

e Pokud V f(a) #0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém.

e Pokud V f(a) = 0 a Hessova matice H¢(a) funkce f v bodé a je poz-
itivné (negativné) definitni, potom md f v a ostré lokdlni minimum
(mazimum,).

e Pokud Vf(a) =0 a Hessova matice Hy(a) je indefinitni, nemd f v a
ani neostry lokalni extrém.

Dukaz. Bude priste. O
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9. prednaska 29. listopadu 2005

Véta 13. Nechi f € C*(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina, a a € U
je bod.

1. Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém. (Zde
samozrejmé staci misto f € C*(U) predpoklddat pouze existenci gra-
dientu V f(a).)

2. Pokud Vf(a) = 0 a Hessova matice H¢(a) funkce f v bodé a je poz-
itivné (negativné) definitni, potom md f v a ostré lokdlni minimum
(mazimum,).

3. Pokud V f(a) =0 a Hessova matice H¢(a) je indefinitni, nemd f v a
ant neostry lokdlni extrém.

Dukaz. 1. Pokud Vf(a) # 0, pak napf. 0, f(a) > 0 (pro &le( ) <0
postupujeme obdobné), a f(a; + h,as,...,an,) = f(a) + O, f(a)h + o(h).
Existuje tedy d > 0 takové, ze pro h € (— 5 0) mame f(a; + h,ag,...,an) —
fla) < %axlf(a)h < 0aproh € (0,6) mdme f(a; + h,as,...,an) — f(a)
10, f(a)h > 0. Funkce f nemd v a ani neostry lokdln{ extém.

2 a 3. V dalsim predpokladdme, ze V f(a) = 0. Kvadratickou formu
zHy(a)z™ oznacime jako P(z) a f rozvineme v okoli a do Taylorova rozvoje
fddu n = 2 (tvrzeni 12). Protoze Vf(a) = 0, s¢itanec s i = 1 zmizi; f(a)
odpovidajici ¢ = 0 prevedeme vlevo. Protoze P(z) je homogenni polynom
stupneé 2, dostavame vyjadieni prirustku

>

[\

flath)=fla) = 3 (Mo +hada+ -+ hndn)' f(0) + ol |[1])

s
Il
—

ﬁMS S| =

0 f
1 zeé?xz

(a)hih; + o(||2]]*)

.

~
>
=
>
v

- h) + o([[]%)

— IR (PG /IRl B/l )+ o(1))

= LIRIP(PLe) +o(1),

[ — N~ N



kde vektor e = e(h) = (hi/||h||, ho/||Bll,- - -, hm/||R]|]) lezi na jednotkové sféte
S ={z e R"| |z|| = 1}. S je kompaktni podmnozina R™ (véta 9 v 1.
kapitole) a spojitd funkce P(x) na ni nabyva svého minima a maxima (véta
10 v 1. kapitole):

p=Pla)= ”IIhiEll P(x) a M =P(p) = Hrn”a_x1 P(x).
Pozitivni (negativni) definitnost Hy(a) je ziejmé ekvivalentni nerovnostem
0<pu<M(up<M<0) a indefinitnost je ekvivalentni p < 0 < M.
Je-li Hy(a) pozitivné definitni, mdame P(e) > pu > 0 pro kazdé e € S, a
tak existuje § > 0 takové, ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h]| < § plati
A p

= >0
2 2

Flath) = Fa) = SIBIP(P(e) + o(1)) >

—f ma v a ostré lokalni minimum. Analogicky pro negativné definitni Hy(a)
dostavame ostré lokdlni maximum. Kdyz je Hs(a) indefinitni, pak existuje
d > 0 takové, ze pro kazdé t € (0,0) mame

t2 2
fla+ta) — fla) = §(P(Oé) +o(l) < —- ) <0
¢ 2 M
fla+tB) = fla) = S(P(B)+0o(1))> 55 >0
—f nemd v a ani neostry lokalni extrém. a

Hledani extrémi funkci vice proménnych. Chceme nalézt lokdlni i
globalni extrémy funkce m proménnych f : D — R na mnoziné D C R™.
Zacneme lokdlnimi extrémy a budeme nejprve predpokladat, ze mnozina D
je oteviend a f € C%(D). Z ¢4sti 1 véty 13 vime, ze vSechny lokaln{ (a tedy
i globalni) extrémy jsou obsazeny v mnoziné staciondrnich bodi

S={a€eD|Vf(a)=0}.

Nejprve nalezneme S. U stacionarnich bodu a € S s definitni nebo indefinitni
matici Hy(a) zndme diky Castem 2 a 3 véty 13 povahu lokalniho extrému v
a. Je-li Hy(a) semidefinitni, nefikd véta 13 o chovani f v okoli @ nic.

O definitnosti, semidefinitnosti ¢i indefinitnosti matice Hy(a) = (b;;)7%—
rozhodneme metodami linedrni algebry. Pripomenme Sylvestrovo kritérium:
pokud jsou vSechny subdeterminanty d,, = det(b; ;);;_;, 1 < n < m, nenulové,
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pak, jsou-li vSechny kladné, je matice Hy(a) pozitivné definitni, nastava-li
(=1)"*d, > 0,1 < n < m, je H(a) negativné definitn{ a jinak je in-
definitni; o ptipadu, kdy d,, = 0 pro alespon jedno n, Sylvestrovo kritérium
netvrdi nic. Obecné vzdy muzeme matici Hy(a) zménou béze diagonalizo-
vat: nalezneme reguldrn{ matici C' takovou, ze B = C' - Hy(a) - CT m4 mimo
hlavni diagondlu jen nuly. Ma-li B na diagonale kladné i zaporné prvky,
je Hy(a) indefinitni. Jsou-li vSechny diagonalni prvky B kladné (zaporné),
je Hy(a) pozitivné (negativné) definitni. Ve zbyvajicich piipadech je Hy(a)
odpovidajicim zpusobem semidefinitni. Pro malé m, napt. m = 2, je mozné
piimo vzit kvadratickou formu a doplnit ji na ¢tverce, viz nasledujici priklad.

Obecny problém lokélnich extrému je ovsem slozitéjsi: funkce f: Q — R
je sice obvykle definovand na néjaké oteviené mnoziné  C R™ a f € C?(Q),
ale lokalni extrémy hledame na mnoziné D C 2, ktera nemusi byt oteviena.
D muze byt napiiklad uzaviend koule {x € R™ | ||z|| < r}. V takovém
pripadé D rozlozime jako D =V U H, kde V je vnittek D a H je mnozina
hrani¢nich bodu lezicich v D. Mnozina lokalnich extrému f na D je obsazena
ve sjednoceni mnoziny lokéalnich extrému f na V' a mnoziny lokélnich extrému
f na H. Protoze V je oteviena, na prvni mnozinu muzeme aplikovat postup
podle véty 13 (ovéem v dimenzi m > 1 i pro slozitou D muze byt V = )
a nijak si nepomuzeme). Hranice H se ¢asto da definovat pomoci soustavy
rovnic jako H = {z € R" | Fi(z) = Fy(z) = --- = F,(x) = 0}, kde F} jsou
“pekné” funkce. Pro hledani lokalnich extrému na takovych mnozinach H
se pouziva Lagrangeova metoda (téz metoda Lagrangeovich multiplikdtori),
kterou uvedeme na nasledujici prednésce; jejim zékladem je véta strukturné
analogicka vété 13.

Po urceni lokédlnich extrému zbyva rozhodnout o globalnich extrémech.
Nejprve trivialni ale uzitecné pozorovani: Protoze globélni extrém musi byt
i lokdlnim extrémem, nema-li funkce naptiklad lokalni minimum, neméa ani
globalni minimum. Pokud je mnozina D kompaktni, pouzijeme zdkladni
vysledek: spojita funkce na kompaktni mnoziné nabyva globalni maximum i
globalni minimum. Kdyz D kompaktni neni, nemusi globalni extrém existo-
vat a musime si pomoci jinak, tfeba rozdélenim D na “zvladnutelné” kusy.
Pokud naptiklad lze D vyjddrit jako D = D; U D, kde (i) D; je kompaktni
a (ii) existuje bod b € D, takovy, ze pro kazdé x € Dy méme f(x) > f(b),
potom f nabyva na D svého minima a min,ep f(z) = mingep, f(z). Tolik
v obecnosti a nyni konkrétni priklad.
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Piiklad (z bonifika¢niho testu 25.11.2005). Pro funkci
f: R* =R, f(z,y) =y*+ycosz —sinz — 2

naleznéte lokalni a globalni extrémy:.
Mame

Vf(x,y) = (0f,0,f) = (—ysinx — cosx, 2y + cos x)

2.1, a%yf ) . ( —ycosx +sinx , —sinx )
2 2 - _ . .
8yxf , 8yyf sin , 2

Soustava rovnic V f(x,y) = (0,0) se snadno vyfesi a dava staciondrni body

Ayt -

sy = (1/2 + km,0), k € Z.

Tedy
(L (-
Hf(sk) = < (_1)k+1 .2
a
-1, 1 L 1, —1 ,
H(sy) = L o | Ppro liché k a Hy(sg) = {9 ] pro sudé k.
Prvni matice je indefinitni (odpovida ji kvadratickd forma P(z,y) = —a? +
2zy + 2y = —(r — y)*> + 3y?) a druhd je pozitivné definitni (P(x,y) =
22 — 2zy + 2y? = (v — y)? + y?). Pro liché k v s; nenf lokaln{ extrém a pro
sudé k je v s ostré lokdlni minimum, vzdy s hodnotou f(sg) = —3.

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokdlni minima.
Globalni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezend (f(7w/2,y) =
y* — 3); jiny duvod je ten, Ze f nemd zadné lokalni maximum. Definién{
obor R? nenf kompaktni. Funkce f je vSak 2m-periodickd v  a pro vySetfeni
globdlnich minim sta¢i uvazit jeji hodnoty v pasu P daném nerovnostmi
0 <z < 27. Na jeho hranici méme hodnoty f(0,y) = f(27,y) = y*+y—2 =

9

(y+3)?—2 > -9 > —35 Déle pro |y| > 2 a libovolné z € R mame

6V této chvili jesté nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pdsu nejsou mensf nez
—3, pas sam je nekompaktni a pro y — doo by nékde uprostied néj mohla f klesat k
asymptoté pod —3; globdlni minimum by pak neexistovalo. Nésledujici jednoduchy odhad
ukazuje, ze takto se f nechova.
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f(z,y) > y?—|y|-3 = (y£5)?—12 > —1 > —3. Takze, piSeme-li P = PUP,,
kde P; je (kompaktni) obdélnik [0, 27| x [-2, 2] a P, je (nekompaktni) zbytek
pasu P, pro kazdé a € P, mame f(a) > —1 > f(sg) = —3, kde sg € Pi.
Na hranici obdélnika P, mé f vzdy hodnotu alespon —9/4 > —3 a na jeho
vnittku ma f jediné lokdlni minimum f(sg) = —3. Proto ma f na obdélniku
Py a na celém pasu P jediné (ostré) globalni minimum f(sg) = —3. Z 27-
periodi¢nosti v proménné x plyne, ze hodnoty f(sa) = —3, k € Z, jsou
vSechna neostrd globalni minima funkce f na R?2.

2.4. Véta o implicitnich funkcich. Uvazujme soustavu n rovnic o m+n
neznamych

Fl(xla---axmvyla"'7yn) =0
Fy(xy, .. syt Yn) = 0

Fn(xla"'axmayla"'7yn) = 07

kde F; jsou redlné funkce definované na okoli bodu (g, yo) € R™*", xy € R™
a yo € R, ktery je feSenim soustavy, tj. Fj(xo,5) = 0 pro 1 < i < n.
Nedaly by se neznamé yq, ..., 1, pomoci soustavy eliminovat a nedaly by se
vyjadrit, alespon lokdlné v okoli ¢, jako funkce y; = fi(z1, ..., z;) prvnich m
neznamych? Nasledujici véta ukazuje, ze za urcitych predpokladu o funkcich
Fy—jsou z tiidy C! a linearni aproximace jejich y-ovych ¢dsti v bodé (xq, yo)
jsou linearné nezavislé—to mozné je. Takto implicitné definované funkce
fi jsou také z tiidy C' a jejich parcidlni derivace se snadno vypoéitaji z
parcialnich derivaci funkci F;.

Nejprve zavedeme znaceni. Pro zobrazeni F' = (Fy, Fy,..., F,) a f =
(fhf?w"afn)) kde FZ = Fi<m1a"'7'xm7y17"'ayn) a fj = fj(xh'"axm):
oznacime z = (x1, T, ..., Tm), ¥ = (Y1,Y2, .-, Yn) 2

oF  OFy ory
n.m Ox1 Oxo T Oz
oF;\ "
Fy(v,y) = (a:::-) (z,y) = o ()
77 4,5=1 OF, OFn OFn
o0z Oxo T Oxm
oF  OFy [eJaN
n o dy2 " Oyn
OF;
F(z,y) = <a ) (z,y) = o (@)
Yi/ij=1 OF, 0F, OF,
Ooy1 Oy2 "7 Oyn
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f’<x>=(af")nm @ -1 = e
01, ) ;1 v e o
o1 Oxo O0Tm

Prvni a tfeti matice maji rozmér n x m, druha matice je ¢tvercova s rozmérem
n Xn.

Véta 14 (o implicitnich funkcich). Nechf
F=(F,F,...,F,): W—R"

je zobrazeni definované na okoli W C R™™™ bodu (xo,v0), kde zo € R™ a
Yo € R™, a splnugici ndsledugici podminky.

1. F;=F(z,y) e C'(W) pro1 <i<n.
2. Fi(zo,y0) =0 pro1 <i<n.

3. det(Fy(wo,y0)) # 0.

Potom existuji okoli U C R™ oV C R" bodu xq a yy takovd, Z2e U xV C W
a pro kazdy bod x € U existuje pravé jeden bod y € V' splnugici Fi(z,y) =0
pro 1 <i < n. Jinak receno, existuje zobrazeni f = (f1, fo, ..., fu): U—V
takové, Ze

V(z,y) eU XV : F(z,y) =0 < y = f(x).

Navic kazdd funkce f; je v CY(U), takze zobrazeni f je diferencovatelné na U
a jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U splriuje

fi(@) = —(Fy(a, f(2)) " Fu(z, f(2)).

Dukaz véty 14 v této prednasce pomineme. (Lze ho zacit nejprve piipadem
jedné rovnice n = 1 a pak postupovat indukci podle n nebo je mozné hned
dokéazat obecnou verzi pomoci Banachovy-Picardovy véty o kontrahujicim
zobrazeni, viz V. A. Zorich, Mathematical Analysis, Springer 2004, podkapi-
tola 8.5 ve sv. 1 a podkapitola 10.7 ve sv. 2.) Ukazeme alespon, jak ze
vztahu

Fi(z, fi(z),..., fo(x)) =0, 1<k <n a z €U,
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formule pro 0;f;(x). Parcialnim derivovdnim téchto n rovnic podle z;, kde
i€ {l1,2,...,m} je pevné, dostavame n vztahu

-~ OF 01

OF}, o, (z, f(x)) oz, () =0, 1 <k <n.

a.fli'i

(z, f(x)) +

=1

Méme soustavu n rovnic s n neznamymi 0; f;(x), 1 < j < n, kterou zapiseme
maticové v kanonické podobé jako

F!-8,f = —F,

kde F) = Fj(x, f(z)), O:;F je sloupcovy vektor (9, Fy, 05, Fy, ..., 00 Fn)",
0;f je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcidlnich derivaci
x, f(x) a x pro strucnost vynechavame. Vyndsobime-li tento vztah zleva
inverzni matici (F,)~" a vyslednych m rovnosti odpovidajicich 1 <14 < m
slouc¢ime do jedné, dostaneme

(Onf, ..., 0mf) =—(F) " (OF,...,0,F),

coz je presné rovnice f'(x) = —(F,(z, f(x)))" F,(z, f(x)). Podle Cramerova
pravidla (znamého z Linearni algebry) se ale 0;f; = 0,f;(z) také rovna
det A’/ det A, kde A = F, = F,(z, f(x)) a A" je modifikovand matice sous-
tavy, kterd z A vznikne nahrazenim j-tého sloupce matice A sloupcem pravé
(rodné) strany —0;F'. Takze

of;  detA”  det(d,F,...,0, F,,,F,d,,F,...0,F)

Ox;  detF! det(d,, F,0,,F,...,0,F)

(v bodech z € U a (z, f(z)) e U x V).
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10. prednaska 6. prosince 2005

Piiklad (z bonifika¢niho testu 25.11.2005). Rozhodnéte, zda soustava
rovnic
r4+y—sinz=0a —x—y +e"—1=0
definuje v okoli 0 funkce y = y(z) a z = z(x) splijici y(0) = z(0) = 0, které
jsou tiidy C'. Pokud ano, spocitejte hodnoty derivaci 3/(0) a 2/(0).
Pro Fi(z,y,2) = x+y—sinz, Fy(r,y,2) = —z—y*+e*—1a F = (F, Fy)
méame skutecné F(0,0,0) = (0,0) a

)

1, -1
= det(o, 1)
= 140.

Predpoklady véty o implicitnich funkcich jsou tedy splnény a uvedené funkce

y(x) a z(x) jsou na okoli nuly definovany. Protoze 0,F(0,0,0) = ( 71 ),

(M@f@&@ﬁjm&m):(M<_%27—?w>®&m

podle vztahu uvedenych na konci predeslé prednasky méame

1 -1

det ( ’ > det ( 1, 1 )
—1 s 1 0 ) -1
'(0) = — ; =0 a 2/(0)=— : _ 1.

Y

Dusledek 15. Necht f : U — R™, kde U C R™ je okoli bodu xq, je
zobrazeni z CY(U), které md v xo nenulovy jacobidn. Potom existuji okoli
Uy CcUaV CR™ bodi xg a yo = f(xg) takovd, zZe f: Uy — V je bijekce,
inverzni zobrazeni f~' . V. — Uy je 2 CHV) a pro kazdé x € Uy v bodé
y = f(x) €V mdme
Df~(y) = (Df(x)) "

Jacobiho matice zobrazeni f~' v bodé y je tedy inverzni k Jacobiho matici
zobrazeni f v bodé x.

Dtkaz. Uvazme zobrazeni o 2m proménnych

F(z,y)=f(z)—y: UxR™—=R™,
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tj. F'=(F,...,Fy) a Fi(z,y) = fi(r) — y;. Patrné Fi(zo,y0) = 0, F; jsou
tifdy C! a Jacobiho matice zobrazeni F' vzhledem k z-ovym proménnym
X1, To, ..., T, V bodeé xg je pravé Jacobiho matice f v xy. Podle véty 14 tedy
existuji takova okoli Uy C U a V. C R™ bodu zy a yy a takové zobrazeni
9= (g1, sgm): Vo Uy, ze g€ CHV) a

V(z,y) €Uy xV: F(z,y)=f(z) —y=0 < z=g(y)

(specidlné g(yo) = o). Takze pro vsechny y € V mame f(g(y)) = y a zo-
brazeni f a g jsou navzajem inverzni. Ozna¢me U; = g(V'). Pak f: U} — V
je bijekce s inverzem g. Mnozina U, je oteviend, protoze je vzorem oteviené
mnoziny V' ve spojitém zobrazeni f, a je to okoli xy. Vzorec pro diferenciél in-
verzniho zobrazeni plyne ze vztahu ve vété 14 nebo diferencovanim slozeného
zobrazeni f~!o f =id (véta 8). O

Bijektivni zobrazeni mezi dvéma otevienymi podmnozinami R™, které je
tiidy C! a jeho inverz rovnéz, se nazyvé difeomorfismus. Dusledek 15 tedy
pravi, Ze zobrazeni tiidy C! definované na okoli bodu z(, které ma v w
nenulovy jacobian, je na okoli x( lokalni difeomorfismus.

Vazané extrémy. Necht f,Fi,...,F,: U — R, kde U C R™ je oteviena
mnozina, jsou funkce z C'(U) a n < m. Budeme hledat lokdln{ extrémy
funkce f na mnoziné

H={xeR"|F(x)=Fx)=---=F,(x) =0}.

Nasledujici dusledek véty o implicitnich funkcich udava nutnou podminku,
aby v bodé a € H funkce f méla lokalni vdzany extrém, tj. lokalni extrém
vzhledem k mnoziné H.

Disledek 16 (Lagrangeovy multiplikatory). Pokud v popsané situaci
mda Jacobiho matice zobrazeni F' = (Fy, ..., F,) vbodé a € H nejvétsi moznou
hodnost n (to jest, VFi(a),...,VE,(a) jsou linedrné nezdvislé vektory v
R™) a v bodé a md funkce f (ostry nebo neostry) lokdlni extrém vzhledem
k mnoziné H, potom existuji takovd ¢isla A1, ..., \, € R (tzv. Lagrangeovy
multiplikdtory ), Ze
Vf(a) =) AVF(a) =0,
i=1

to jest, pro 1 < j <m, Oy, f(a) — MOy, Fi(a) — -+ — A0y, Fru(a) = 0.
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Ditkaz. Ze uvedend Jacobiho matice ma maximaln{ hodnost n také ekviva-
lentné znamena, ze pro néjakych n sloupcu méa odpovidajici ¢tvercova n x n
podmatice nenulovy determinant. Muzeme predpokladat, ze to nastava pro
poslednich n sloupcu. Oznacime-li tedy

L1, X2y« Tm = Y1,Y2, - - - s Ym—n, 21,22y« - 3 Rn,

pak det(0., F(a),...,0,,F(a)) # 0. Podle véty o implicitnich funkecich exis-
tuji takova okoli Uy a Vi bodu yo = (a1, ..., am—n) & 20 = (Gm_nt1,---,0m) &
takové zobrazeni g = (g1, ...,9.) : Uy — Vi, ze pro (y, z) probihajici U; x V;
mame

Fi(y,2) =0 prol <i<n <= z=g(y)

(specidlné g(yo) = 2o). Uvazme nyni funkci

h(y) = f(y,91(y), -, 9n(y)),

kterd je definovana na U;. Protoze ma v yo lokdlni extrém (nyni uz bez
vazby), Vh(yo) = 0. Pro 1 <i < m — n to znamend, ze

By: f (Y0, 9(y0)) + > 9=, f (%0, 9(%0)) - 0y,95(y0) = 0.
j=1
V zéapisu pomoci Jacobiho matic:
fy+1g =
~1
fy— SR =
f; — )\F; =

Sl D

(v bodech (yo,9(v0)) = (yo,20) = a a yo), kde za ¢' jsme nejprve dosadili
podle vzorce ve vété 14 a pak jsme oznacili A = (A, ..., A\n) = fL(v0,9(%0)) -
F'(yo,9(y0))~'. Ovsem z A\ = f/(F!)~! plyne, Ze stejny vztah platiiv z-ovych
proménnych: f! — A\F! =0. Celkem

f = AF"' =0,
coz jsme chtéli dokazat. O

Ekvivalentni formulace podminky Lagrangeovych multiplikatoru je, ze V f(a)
lezi v linedrnim obalu vektort F = {VFi(a),...,VFE,(a)}. Vsimnéme si,
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ze podminka je trividlné splnéna pokud Vf(a) = 0. Uvedeme jesté dalsi
ekvivalentni formulaci. Uvazme vektorové podprostory R™ slozené z vek-
toru kolmych na V f(a), resp. z vektoru kolmych na vsechny vektory v F
(predpoklédédme, ze V f(a) # 0 a ze vektory v F jsou linedrné nezavislé):

TN, = {z€eR"[(Vf(a),z) =0}
TH, = {xe€R"™|(VFi(a),z)=---=(VE,(a),x) =0}.

Podprostor T'N, m&a dimenzi m — 1 a TH, ma dimenzi m — n. Podminka
Lagrangeovych multiplikdtoru ekvivalentné pravi, ze TH, C TN,. (Pro¢
presné plati ekvivalence V f(a) € Lin(F) <= TH, C TN,? Vzpomeite
si na ortogonalni doplnék v Linedrni algebte.) Pomoci implicitnich funkei se
da ukazat, ze a + TH, je tetnym afinnim podprostorem k plose H = {x €
R™ | Fi(z) =--- = F,(z) = 0} v bodé a. Podobné a + T'N, je tetnou afinni
nadrovinou k “vrstevnicové” plose

N ={zeR"| f(z) = f(a)}

v bodé a. Podprostorum T'N, a T H, fikdme tecné prostory (k odpovidajicim
plochdm v bodé a). Nutnd podminka lokdlniho vdzaného extrému funkce f
v bodé a € H se tedy da zformulovat takto:

Tecny prostor T'H, k plose H v bodé a musi byt obsazen v tecném
prostoru T'N, k vrstevnicové plose N funkce f v bodé a, TH, C
TN,.

Priklad ¢i spiSe ilustrace. Podivame se na situaci m = 2 an = 1. Funkce
f: R? — R napiiklad uddvd nadmoiskou vysku, tj. f(x) je nadmoiskd
vyska bodu v terénu se zemépisnymi souradnicemi z, a kiivka H = {x €
R? | F(x) = 0} je tieba silnice. Vrstevnice N = {z € R? | f(z) = f(a) = b},
kde a € H, je téZ rovinnd kiivka. Necht Vf(a), VF(a) # 0. Teéné prostory
TH, a TN, pak maji dimenzi 1. Predpokladejme, ze TH, ¢ T'N,. Krivky
H a N potom lokalné v okoli svého pruseciku a vypadaji jako dvé ruzné
piimky py a py prochéazejici bodem a. Zvétsime-li trochu nadmoiskou vysku
na b’ =b+9, > 0, vrstevnice se trochu posune ve sméru kolmém na N a
stane se z ni vrstevnice N'; lokédlné piimka py- vznikne z py malym posunem
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ve sméru kolmém na py a pifpadnym malym pootocenim.” Kazdopddné se,
pro kazdé dostatecné malé 0 > 0, piimky py a py. a tedy i kiivky H a
N’ opét protnou, jenom se prusecik obou kiivek trochu posune po H z a
do /. Totéz nastane, kdyz b trochu zmensime na ¥ = b — §, k posunum
vsak dojde na opacnou stranu, specialné novy prusecik o' kiivek H a N’ se
dostane posunutim a po H na opacnou stranu. Funkce f tedy lokalné na H
na jedné strané od bodu a nabyvéa hodnot mensich nez b = f(a), zatimco
na strané druhé nabyva hodnot vétsich. Takze f nema v a vzhledem k H
lokalni extrém a pokud na silnici H zastavi v bodé a auto, v neutralu se bez
rucni brzdy urcité rozjede!

Jeste dalsi ekvivalentni formulace podminky Lagrangeovych multiplikatoru
uziva Lagrangeovu funkci. V situaci popsané v dusledku 16 tuto funkci m+n
proménnych definujeme jako

L(z,A) = L(z1, ..., T, M1y oo M) = fz) =D NFi().

Protoze

VL = (O f = 31 Ni0u, Fiy .oy Op, f — 221 Ai0

Tm

E? _F17 sy _Fn)

(v bodech (z,)) a z), je VL(a,\) = 0 ptesné ekvivalentni tomu, ze bod
a lezi na plose H (poslednich n soutadnic gradientu) a ze koeficienty A\ =
(A1, ..., An) jsou Lagrangeovy multiplikdtory (prvnich m soufadnic gradi-
entu). Nutnou podminku lokdlniho extrému funkce f v bodé a vzhledem k
H tedy muzeme zformulovat i takto:

Existuje bod A € R" takovy, ze VL(a,\) = 0.

Zde se o nalezeni a do H nemusime starat, protoze je v podmince VL(a, \) =
0 automaticky zahrnuto. Zavérem partie o vdzanych extrémech uvedeme bez
dikazu vétu analogickou vété 13 a pak ji ilustrujeme piikladem.

"Je to ale opravdu tak, ze mald zména nadmoiské vysky jen malo zméni vrstevnici?
Vzdycky to pravda neni—pfedstavte si, ze se nachézite na rovném horském hibetu a
vrstevnice je hibetova ¢ara. Jakkoli malé zvétseni nadmoiské vysky pak vede k naprosto
radikalni zméné vrstevnice, protoze ta uplné zmizi. Jako cviceni vysvétlete, pro¢ se diky
predpokladu V f(a) # 0 vrstevnice funkce f v okolf a takto nechovaji a mald zména b jen
(popsanym zpusobem) mdlo zmén{ N.
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Véta 17. Necht f,F,..., F, € C*(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina a
n<m, H={zx € R" | Fi(x) = Fy(x) =--- = F,(z) =0} a necht a € H je
bod. Predpokladejme ddle, Ze Jacobiho matice zobrazeni F' = (Fi, ..., F,) md
v kazdém bodé x € U nejvétsi moznou hodnost n (to jest, VFi(x),...,VE,(x)
jsou linedrné nezdvislé vektory v R™).

1. Pokud pro kazdé A € R"™ plati VL(a,\) # 0, potom f nemd v a vzhle-
dem k H ani neostry lokdlni extrém.

2. Pokud X\ € R" splnuje VL(a,\) =0 a kvadratickd forma

Plhi,..o ) = 30 02, La, Nhil,

i.j=1

je pozitivné (negativné) definitni na vektorech h € TH,, potom md
funkce f va vzhledem k mnoziné H ostré lokdlni minimum (mazximum).

3. Pokud za stejnijch predpokladi jako ve 2 je P(hq,..., hy,) indefinitni
na vektorech h € TH,, nemd f v a vzhledem k H ani neostry lokalni
extrém.

Podminka 1 je samoziejmé uz buhvi kolikatou reformulaci disledku 16. Neptehlédnéte,
ze definitnost ¢i indefinitnost kvadratické formy P ve 2 a 3 se pozaduje na

tecném prostoru T H,. To je ale jen mala obtiz—relace h € T'H, dava pro

vektor h n linearnich rovnic. Muzeme tedy eliminovat n zavislych proménnych

h; a dostaneme kvadratickou formu v m — n nezavislych proménnych, jejiz
definitnost ¢i indefinitnost uz vysetiujeme na celém R™".

Piiklad (nebyl na pfednéasce). Chceme nalézt lokdlni a globélni extrémy
funkce
f: R =R, flryz2)=2"—y"+2*

na roviné H dané rovnici
F(x,y,z)=2r—y—3=0.
Gradient Lagrangeovy funkce L(z,y,2,A\) = 22 —y* + 22 — \(22 —y — 3)
" VL= 2z -2\ —2y+ A\ 2z, —2x+y+3).
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Soustava linedrnich rovnic VL(z,y, 2z, A) = (0,0,0,0) ma feseni (z,y, 2, \) =
(2,1,0,2). Prozkoumame tedy (jediny) bod a = (2,1,0), ktery lezi na H a
spliuje podminku Lagrangeovych multiplikatori. Matice druhych derivaci
funkce L podle proménnych x,y, z je

2, 0, 0
(aiz,acy ..... ZZL(ZE, Y,z A)) - 0, -2 ,0
0 0, 2

(viibec nezavisi na hodnotach proménnych) a odpovida ji kvadratickd forma
P(x,y,2) = 22% — 2y? + 22%. 8 Tecny prostor TH, je dan rovnici

(VE(a), (x,y,2)) =22 —y =0

(je to pochopitelné opét H, jen posunutd do pocatku). Odtud vyjadiime
y = 2z a dosadime do P: P = —62? + 222, Tato kvadratickd forma je
indefinitnf na R? a bod a = (2,1,0) tak podle 3 piedchozi véty neni bodem
lokalniho extrému. Funkce f tedy na roviné H nemad zadny lokalni a tedy
ani zadny globalni extrém.

Pro tplnost po tomto “profesorském” feseni uvedeme jesté reseni, feknéme,
“studentské”. Z rovnice definujici H vyjadiime y = 22 — 3 a dosadime do
funkce f: f = 2% —(20—3)*+22 = =322+ 120 —9+2% = =3(x — 2)*+ 2% +3,
kde z, z uz probihaji bez vazby celé R?. To je indefinitni kvadraticka forma
a proto f vskutku nemé na H ani lokalni ani globalni extrém.

Jako cviceni si zkuste metodou Lagrangeovy funkce nalézt lokalni a globalni
extrémy funkce f(z,y) = 2? + y* na elipse H dané rovnici

.TQ y2

8Forma P je sice indefinitni, ale musime poéitat dal, protoze jeji ztizeni na TH, by
mohlo byt definitni nebo semidefinitni.
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11. pirednaska 13. prosince 2005

2.5. Zakladni véta algebry. Partii o extrémech funkei vice proménnych
zakoncime jednou jeji péknou aplikaci. Dokézeme tzv. Zdkladni vétu algebry
(ZVA), ktera pravi:

Kazdy nekonstantni polynom p(z) s komplexnimi koeficienty ma
alespon jeden komplexni koten.

Nejprve pripomeneme par vlastnosti komplexnich ¢isel, které budeme v dukazu
potiebovat.
Kazdé nenulové komplexni ¢islo z ma jednoznacné vyjadieni v goniomet-
rickém tvaru
z =r(cos ¢ +isin¢) = re*,

kde r = |z| > 0 a ¢ € [0,27); toto ¢ oznacime jako arg(z). Rekneme, Ze
nenulova ¢isla u,v € C jsou opacnd, kdyz | arg(u) — arg(v)| = 7. V dikazu
ZVA pouzijeme tuto vlastnost opacénych cisel:

u,v € C jsou opacnd ¢isla a 0 < |u| < |v| = |u+v| = |v| — |ul.

Je jasné, ze pro dané nenulové u € C a dané r > 0 existuje pravé jedno ¢islo
v € C s |v| =r, které je opacné k w.

Na mnozinu komplexnich éisel C zde pohlizime jako na R? s euklidovskou
normou |z| = |a + bi| = va? + b%. Funkce f: C — R chépeme jako funkce
f: R? — R a podobné funkce f : C — C chdpeme jako zobrazeni
f: R? = R2%

Lemma. Nechta € C,a#0,n € N ar > 0. Potom funkce
f(z)=az": {zeCl0<|z| < (r/la)/"} = {z€C|0<|z| <7}

je surjekce.
Ditkaz. Necht z € C a 0 < |z| < r. Polozime

\z]””ei arg(z)/n
20 =

- ‘ayl/neiarg(a)/n'
Pak f(20) = 2z a 0 < |20] < (v/|a])¥/™. O
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Diikaz Zakladni véty algebry. Necht tedy polynom
p(2) = ap2" + -+ a1z +ag

spliuje a; € C, n > 1 a a,, # 0. Chceme dokézat existenci komplexniho ¢isla
29 € C splnujiciho p(zp) = 0. Pouzijeme funkci

f(z) =Ip(z)] : C — R

Jako funkce f : R* — R je f(z) spojita, protoze |p(a+bi)| = \/r(a, b)? + s(a,b)?,
kde r a s jsou néjaké polynomy dvou proménnych s redlnymi koeficienty.
Dokézeme dvé vlastnosti funkce f(z).

Vlastnost 1. Nabyvé na C svého minima: min,cc f(z) = f(20) pro néjaké

z9 € C.

Vlastnost 2. Kdyz f(u) > 0 pro néjaké u € C, potom existuje v’ € C
takové, ze f(u') < f(u).

Z vlastnosti 2 vyplyva, ze bod globalnitho minima z, zaruceny vlastnosti 1
musi spliovat f(zy) = |p(z0)| = 0. Tedy p(29) = 0 a ZVA je dokdzana. Zbyva
ovsem dokazat obé vlastnosti.

Vlastnost 1. Polozime

R = max (1, 2(ao] + 1/loul, 20-Jan ™ max fai]).

<i<n—1

Pak pro kazdé z € C se |z| > R mdme

‘p(Z)‘ = ]anzn+an,1z"*1+...+a0|
= |z an+a”_1+...+@
Zn
n—1
a;
2'”QW—§ZM>
> (3] (Jan| — 2osiznt o
- ! 2]
>2W+3@J
B |y 2
= ’ao\—l-l
> |ao
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Nerovnost |z| > R tedy implikuje |p(z)| > |p(0)| = |ag|. Pak ale

inf [p(2)] = i |p(2)] = min [p(z)] = |p(z0)|
pro néjaké ¢islo zg z kruhu K = {z € C | |z| < R}, protoze K je kompaktni
a f(z) = |p(2)| je spojitd. Takze min.cc [p(2)| = min.<g [p(2)| = |p(20)|.
Vlastnost 2. Necht u € C a f(u) > 0, to jest p(u) # 0. Polynom p(z)
rozvineme do Taylorovy fady se stiedem v u neboli, fec¢eno v jazyce linearni
algebry, misto v kanonické bazi {1, z, 2%, ...} ho vyjddiime jako linedrni kom-
binaci v bazi {1,z —u, (2 — u)?,...}:

p(2) = by +bi(z —u) + -+ by(z —u)", b € C.

Zde by = p(u) # 0 a b, = a, # 0. Nejmensi index k > 1, pro néjz b, # 0,
déli soucet na tii scitance:

p(z) = bo+br(z— u)k + Z bi(z — )’
i=kt1

= bo+ p1(2) + p2(2),

kde pi(z) = be(z — w)k, by # 0, a pa(2) = XP 1 bi(z — uw)’. Index k a
s¢itanec p;(z) jsou vzdy definovény, ale muze se stat, ze k = n. Potom
klademe py(z) = 0.

Je ziejmé, ze pro z — w mame po(2) = o(p1(z)). Zvolime tedy § > 0
tak, ze |z — u| < ¢ implikuje |ps(2)| < $|pi(2)|. Déle zvolime r > 0 tak
malé, ze r < |bo| a (r/|b|)/* < §. Zvolime ¢ € C tak, 7e 0 < |c| < r < |bo|
a ¢ je c¢islo opacné k by. Pak podle lemmatu existuje v’ € C takové, ze
0 < |u' —ul < (r/|bp])V* <6 api(u') = c. Pak ale

Ip(u)]

|bo + p1(u) + p2(u)]
|bo + | + [p2(u)]
|bo| — [e] + |pa(u)]
lbo| — 3lc]

|bo

p(u)]

IN

ARPVAY

a f(u) =|p)| < |p(uw)| = f(u), coz jsme chtéli dokdzat. O
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Vlastné jsme dokézali, ze jedind lokalni minima funkce f(z) = |p(z)| jsou
kofeny polynomu p. Mirnou modifikaci diikazu vlastnosti 2 lze dokézat, ze
f(2) = |p(z)| nema zadna lokalni maxima.

Kapitola 3 — Uvod do teorie obycejnych diferencialnich rovnic

3.1. Uvod do tvodu. Diferencidlni rovnice (DR), to jest relace mezi
hodnotami derivaci hledanych funkci, hraji stézejni ilohu v matematickych
modelech problému z fyziky, techniky, biologie, ekonomie atd.

Priklady. Newtonuv zakon sily, s nimz jsme se uz na prednésce setkali, se
da vyjadrit diferencidlni rovnici

ma” = F,

kde z = z(t) € R je poloha ¢éstice o hmotnosti m v ¢ase t (uvazujeme jen
jednoduchy jednorozmérny piipad), pokud je vystavena pusobeni sily F'. Ta
muze byt obecné néjakou funkci ¢asu, polohy castice a jeji rychlosti: F =
F(t,z,2"). Uvazme nejjednodussi situaci, kdy je F' konstantni—predstavuje
tfeba pusobeni tihového pole Zemé, které se neméni s ¢asem a nezavisi na
poloze ¢astice a uz vubec ne na jeji rychlosti (zjevné idealizace). Dostaneme
tak rovnici volného pddu

ma’ = —mg

(g je konstanta tihového zrychleni), jejimz fesenim je ziejmé kazda funkce

1
x(t) = —ith + 1t + ¢o,

kde ¢y a ¢ jsou libovolné konstanty. Tyto dvé konstanty vyjadiuji skutecnost,
ze pohyb cCéstice je urcen uplné teprve zadanim jeji polohy a rychlosti v
néjakém case.

Jako druhy ptiklad DR si uvedeme rovnici radioaktivniho rozpadu

dR
S _ kR
dt
Popisuje vyvoj mnozstvi R = R(t) rozpadajiciho se radioaktivniho ma-

teridlu v case t; k je materidlova konstanta. Je jasné, ze kazda funkce
R = cexp(—Fkt), kde ¢ je konstanta, je feSenim této rovnice.
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DR délime na obycejné diferencidlni rovnice (ODR, anglicky ODE), v
nichz vystupuji funkce pouze jedné proménné, a na parcidlni diferencidlni
rovnice (PDR, anglicky PDE), které obsahuji funkce vice proménnych a je-
jich parcidlni derivace. Obé ptredchozi rovnice jsou ODR. V této prednésce
se podivame jen na teorii ODR a to jesté jen trochu. Nez tedy PDR uplné
opustime, uvedeme si pro informaci jejich tii dulezité reprezentanty: Laplaceovu
rovnici nebo také rovnici potencialu

Pu O0%u
u=u(x,y): 92 + oy 0,

rovnici difuze nebo také rovnici vedeni tepla

2
u=u(z,t): 042@ = Ou

ox2 ot

a vlnovou rovnici
_ t) . a?% _ @
u=u(z,t): 5 = o
a a a jsou konstanty. O fyzikalnim vyznamu téchto rovnic uz néco napovidaji
jejich nazvy.
Obecny tvar ODR pro nezndmou funkci y = y(x) je

F(z,y,v,y", ..., y™) =0,

kde F' je néjaka funkce n + 2 proménnych. Nejvyssimu rfadu n derivace
vyskytujicimu se v rovnici se tika rdd rovnice. Hotejsi rovnice pro volny
pad je tedy (obycejné diferencidlni) rovnice druhého Fadu, kdezto rovnice
radioaktivniho rozpadu je prvniho radu.

Diferencialni rovnice tvaru

an(2) Y™ + a1 (2)y" VY 4+ ay(2)y + ao(z)y = b(x),

kde a;(z) a b(x) jsou zadané funkce a y = y(z) je neznama funkce, je
linedarni diferencidlni rovnice (Tddu n) s pravou stranou b(x). Pokud je
b(x) identicky nulova, mluvime o homogenni linedrni rovnici. Diferencialni
rovnice, které nejsou tohoto tvaru (a zaviseji tedy na nékterych proménnych
pro neznadmou funkci a jeji derivace nelinedrné), jsou nelinedrni diferencidlni
rovnice. Naptiklad rovnice kyvadla

0" + (g/1l)sinf = 0,
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ktera popisuje pohyb kyvadla délky [ kyvajicitho se v homogennim tithovém
poli—thel 6 = 0(t) je odchylka kyvadla od svislice v ¢ase t—je nelinedrni.
Pro malé vychylky 6 plati sinf ~ 6 a muzeme feSit linedrni aproximaci
rovnice kyvadla 0” + (g/1)6 = 0, coz uz je linedrni ODR. Rovnice volného
padu i rovnice radioaktivniho rozpadu jsou linearni.

Diferencialni rovnice F(z,y,v,y",...,y"™) = 0, v nichz je funkce F poly-
nom n+ 2 proménnych, jsou algebraické diferencidlni rovnice. Linearni difer-
encialni rovnice jsou specidlnim piipadem algebraickych. Rovnice kyvadla
neni algebraicka.

Piiklady. Necht

oo Bn$n
Bl)=>
n=0 :

je mocninna tada, v niz koeficienty B,, jsou tzv. Bellova ¢isla; B, je pocet
rozkladu n-prvkové mnoziny na neprazdné disjunktni bloky, napriklad By =
By =1, By, =2, By =5, By =15, B; = 52 atd. D4 se dokazat, ze tato fada
ma polomér konvergence oo a definuje tedy libovolnékrat diferencovatelnou
funkci B(z) : R — R. Dale se dé dokézat, ze B(x) spliuje algebraickou
diferencialni rovnici

B"—(B)*-BB=0.

Jako cvicenf ji odvodte z faktu, ze B(z) = ¢ 1,

Pro permutaci 7 = ajas . . . a, ¢isel 1,2, ... n oznaéime r(m) délku nejdelsi
rostouci podposloupnosti v 7, napiiklad r(5642713) = 3 kvuli podposloup-
nosti 567. D4 se dokdzat, ze pro ndhodnou permutaci m a velké n je délka r(7)
s velkou pravdépodobnosti rovna zhruba 2y/n. Jesté presnéji se d& dokazat,
ze rozdéleni ndhodné veli¢iny 7(7), tfeba jak silné je koncentrovana kolem své
stfedni hodnoty 2+/n, je uréeno fesenim u = u(x) algebraické diferencidlni
rovnice

v —2u® — zu = 0.

Pro ptfesnou formulaci tohoto vysledku viz prehledovy clanek R. P. Stanleyho
na http://www.arxiv.org/abs/math.C0/0512035.

Pti feseni diferencidlnich rovnic se neobejdeme bez implicitnich funkei.
Zaprvé obvykle chceme rovnici F(z,y,%,9",...,y™) = 0 roziesit vzhle-
dem k nejvyssi derivaci a pievést ji do tvaru y™ = G(z,y,v,y",...,y" V).
Za jistych predpokladu o funkci F' to je, jak vime z véty 14 v kapitole 2,
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vzdy lokalné mozné. Zadruhé, ¢asto—hlavné v pripadé nelinearnich rovnic—
samotnd TeSeni diferencialnich rovnic vychazeji jen jako implicitné zadané
funkce.

Piiklad. Uvazme (de facto algebraickou a nelinedrni) diferencidlni rovnici
prvniho radu

172

pro funkci y = y(z). Implicitni funkce y dand rovnici y* + 3y — 2® + ¢ = 0,
kde ¢ je konstanta, je TfeSenim, jak se snadno presvédcime zderivovanim:
3y%y + 3y — 322 =0, ciliy = 22/(1 + 3?).

/

Y

Co to ale ptesné je resend diferencidlni rovnice F(z,y,y',y",...,y™) =
0?7 Dvojice (y,I), kde I C R je otevieny interval a y : I — R je na
ném definovana funkce, kterd pro kazdé a € I ma vlastni n-tou derivaci
y™(a) (tim padem i vSechny derivace piedchozi) a pro kazdé a € I plati
F(a,y(a),y'(a),...,y™(a)) = 0. Redeni (y1,I;) dané diferencidlni rovnice je
rozsirenim jiného teseni (yq, [2) (a to je zuzZenim prvniho), pokud I; D Iy,
I # I a pro kazdé a € I plati yi(a) = y2(a). Reseni, které nemd rozsirent,
je mazximdlny.

Nékteré problémy, jimiz se zabyva teorie diferencialnich rovnic:

e Sestaveni diferencidlni rovnice pro dany problém—casto nejobtiznéjsi
krok pfi feseni problému.

e Podminky existence feseni a jeho (ne)jednozna¢nost.
e Explicitni tvary fesSeni a metody jejich nalézani.

e Vlastnosti feseni (napiiklad asymptotické chovéni feseni y = y(t) pro
t — 00).

e Numerické aproximace feseni.

Existence teseni diferencidlni rovnice ¢asto neni jen vyhradné matematickym
faktem—z fyzikdlniho hlediska byva zfejméa z toho, ze fyzikalni systém ji
modelovany se prosté néjak vyvijet a chovat musi.

3.2. Linearni a nelinearni ODR prvniho fadu.
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12. prednaska 20. prosince 2005

3.2. Linearni a nelinearni ODR prvniho tadu. Uvedeme dvé
obecné véty o existenci a jednoznacnosti feseni diferencialni rovnice 1. fadu
s pocateéni podminkou:

o)yl =0
”{y'(x) = flay(@)).

Predpokladame, ze rovnicova funkce f je spojita na néjaké oteviené mnoziné
Q C R?. Rekneme, ze funkce f(z,v) je lokdiné lipschitzovskd na mnoziné Q
vzhledem k proménné y, kdyz pro kazdy bod a € €2 existuji konstanty € > 0 a
K > 0 takové, ze pro kazdé dva body (x¢,y1) a (x¢,y2) z e-ového okoli bodu
a plati | f(xo,y1) — f(xo,y2)| < K|y1 — ya|. Lokalni lipschitzovskost vyplyva
napiiklad ze spojitosti parcidlni derivace 0, f na €.

Véta 1 (Picardova). Nechi (a,b) € Q, f € C(Q) a f je na Q lokdiné
lipschitzovskd vzhledem k promeénné y. Potom existuje 6 > 0 takové, Ze na
intervalu (a — d,a + ) md rovnice (x) pravé jedno resent y(x).

Véta 2 (Peanova). Necht (a,b) € Q a f € C(2). Potom existuje § > 0
takové, Ze na intervalu (a — 6,a + &) md rovnice (x) reseni y(x).

Vétu 1 jsme dokazali jako vétu 18 na 5. predndsce. Véta 2, kterou na
prednasce dokazovat nebudeme, za slabsitho predpokladu dava slabsi zavér
(obecné se nedostane jednoznacnost).

Piiklad. Rovnice (0) = 0,7/ = zy*? mé v okoli 0, fakticky na celém R,
dvé feSenf: y;(z) = 0 a yo(x) = 2%/6%. Obecngji, zvolime-li ¢ > 0, potom
funkce y(x) definovana jako (2? — ¢)®/6% pro x € R\(—+/c,/c) a jako 0 pro
r € [—\/c,\/c] je fesenim. Funkce f(z,y) = xy?*? je totiz spojitd v bodé
(0,0), ale neni v jeho okoli lipschitzovskd vzhledem k .

Dusledek 3. Nechi f € C(Q) je na Q lokdlné lipschitzovskd vzhledem k
proménné y. Pokud se dvé reSeni diferencidlni rovnice y'(x) = f(x,y(x))
shoduji v alespon jednom bodé, potom se shoduji na celém priuniku sviych
definiénich oboru.

Ditkaz. Necht (y;,1) a (yo,J) jsou dvé feSeni rovnice y'(z) = f(z,y(z)),
pricemz y;(a) = y2(a) pro néjaké a € I N J. Ze spojitosti funkei y; a o
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plyne, ze mnozina M = {z € INJ | y1(x) = y2(x)} je uzaviena (v otevieném
intervalu I N J). Podle véty 1 je M téz oteviend. Takze M je neprazdna
obojetnd podmnozina souvislého intervalu I N J a nutne M = 1N J. a

Linearni rovnice. Vyftesime linearni diferencialni rovnici prvniho radu

Y+ a(x)y = b(z).

Zde y = y(z) je nezndmad funkce a funkce a(x) a b(x) jsou funkce definované a
spojité na néjakém otevieném intervalu I. Regeni, které nalezneme, je defino-
vané na celém intervalu I a volbou integra¢ni konstanty lze splnit libovolnou
pocatecni podminku. Podle dusledku 3 je takové feSeni jednoznacné.
Resen{ metodou integracniho faktoru. Nejprve nalezneme takovou funkei
¢ = c(x), tzv. integracni faktor, ze c(y'+ay) = (cy)’. Pak ¢y +acy = ¢y +'y
a ¢ musi spliiovat rovnici ac = ¢, ¢ili (logc) = a. Funkce ¢ = e, kde
A = A(x) je ngjakd primitivni funkce k a(x), ma tedy pozadovanou vlastnost.
Vychozi linearni rovnici vynasobime integra¢nim faktorem a dostaneme

(cy) = c(y' + ay) = cb.

Takze (cy) = ¢b a cy = D + ¢, kde D je primitivni funkce k ¢b a ¢y je
integracni konstanta. Mdme feseni y = ¢~ (D + ¢p). Shrnuto,

y(z) = e 4@ (/ A@b(z) dr + CO) , kde A(x) = /a(az) dx.

Vsimnéte si, ze y(x) je definovand na celém I (definiénim oboru funkei a a
b) a ze kazdé pocatecni podmince y(xy) = yo odpovida presné jedna hodnota
integracni konstanty cy, pro niz je splnéna. Zavedeni integracni konstanty pro
A, tj. nahrazeni A(x) obecnéjsim vyrazem A(z) + c¢1, uz neddva obecnéjsi
feseni, které by se nedalo dostat jen s pomoci konstanty cy.

Reseni metodou variace konstant. Nejprve vyfesime homogenni rovnici
Yy +ay =0. Odtud ¢/'/y = —a a (logy) = —a. Dostavame logy = —A + ¢
ay=c%e = Ke ™ kde A je primitivn{ funkce k a a ¢ a K jsou konstanty.
Konstantu K v feseni y(z) = Ke 4@ homogenni rovnice nahradime funkci
K = K(x) a obecnou funkci K (2)e~4® dosadime do ptivodni rovnice, ¢imz
dostaneme podminku na K(x):

(Ke ™ 4a-Ke? =
K'e ™ — Kae ™ + Kae ™™
K' = bel.
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Takze K(z) = [b(x)e*® dz + ¢ a po dosazeni do y(r) = K(x)e 4®
dostavame opét shora uvedeny vzorec.

Piiklad. Volny pad s odporem prostiedi. Uvazujme ¢astici o hmot-
nosti m, kterd z klidu pada vlivem konstantni tize a na kterou kromé tize
pusobi i odpor prostiedi. Predpokladejme, ze sila odporu zavisi linedrné na
rychlosti ¢astice—to je samoziejmé zjednoduseni, ve skutecnosti je zavislost

VVVVVV

dv
m— = tize — odpor = mg — kv,

dt

kde v = v(t) je rychlost castice v ¢ase t, g je konstanta tihového zrychleni a
k > 0 je konstanta odporu prostredi. Mame linearni diferencidlni rovnici

v 4+ av =b,

kde a = k/m a b = g jsou konstanty. Integracni faktor tedy je ¢ = eF*/™ a

podle horejsiho vzorce mame teseni

v(t) = % + cpekt/m,

Z pocatecni podminky v(0) = 0 vypocteme hodnotu integraéni konstanty

¢ = —mg/k. Takze
o mg _ a—kt/m
oft) = = (1—ett/m).

Pro t — oo se tedy rychlost ¢astice blizi k limitni rychlosti

mg
Viim = ?

Tento vzorec plyne také uvazenim rovnovazného stavu, kdy se tize rovna sile
odporu.

Rovnice se separovanymi proménnymi. Je to diferencialni rovnice tvaru

y' = f(x)g(y),

kde f(x) a g(y) jsou funkce definované a spojité na néjakém otevieném in-
tervalu I a g # 0 na I. Jedna se obecné o nelinearni diferencialni rovnici, v
niz na pravé strané muzeme od sebe oddélit—separovat—proménné x a y.
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Rovnici upravime do tvaru

a ten prepiseme pomoci funkce G(t), jez je primitivni k funkei 1/¢(¢) na inter-
valu I, jako G(y(z)) = f(z). Odtud dostavame vztah G(y(z)) = F(z) + c,
kde F(z) je primitivni funkce k f(z) na I a ¢ je integracni konstanta. Resenf
puvodni diferencialni rovnice je tedy dano jako implicitni funkce vztahem

G@@»—F@%H;kw(ﬂw—/;?aF /f

Postup pii feSeni rovnice se separovanymi proménnymi se obvykle zapisuje
takto:

Y= @)
gly) 'y = f(a)da
/g(y)*ldy = / (z) dz

Gly) = F(z)+c

Dva dilezité specidlni pifpady jsou rovnice 3 = f(z) a v/ = g(y). Redeni
prvni z nich jsou prave funkce primitivni k f(z) na I. ReSeni rovnice y = g(y)
je ddno implicitné jako G(y(z)) = z+c a je to tedy funkce inverzni ke G(z)+c:

M@:</£;+Q<¥

Priklad. Druha kosmicka rychlost. Jakou rychlosti vy musime vymrstit
téleso z povrchu Zemeé, aby nikdy nedopadlo zpét? Zanedbame odpor vz-
duchu, ale pochopitelné uz nemuzeme zanedbat zménu tize s vyskou. Ve
vysce x nad zemskym povrchem na téleso o hmotnosti m pusobi podle
Newtonova gravitacniho zékona tize mgR*(z + R)™2, kde g je konstanta
tihového zrychleni na zemském povrchu a R je polomér Zemé. (Podle zdkona
pievracenych ¢tverci je tize ve vysce x rovna K(R + )72, kde K je kon-
stanta. Pro z = 0 je tize mg, takze K musi byt mgR?.) Podle Newtonova
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zdkona sily jsou rychlost v = v(t) a vyska = = x(t) télesa v ¢ase t svazany

vztahem
dv  mgR?

T® T @+ R

pricemz v(0) = vy. Pomoci vztahu

dv dv dzx dv

—_— = — — = — .
dt dz dt dx
(derivace slozené funkce) prejdeme od nezavisle proménné ¢ k nezavisle proménné
x a dostaneme diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi
dv gR?
Ve— = ——"——
dz (x + R)?
Pocatecni podminka v = vy pro t = 0 piejde na v = vy pro x = 0, protoze
x(0) = 0. Integraci

p gR? dx
vdv = —F———
(x + R)?
dostaneme e
1,2 g
E/U = T+ R +c.
1,2

Z v(0) = v vypocteme ¢ = 5v5 — gR a pro rychlost télesa ve vysce x ziskdme
vztah

29 R?

r+ R

Pokud v3 < 2¢R, rychlost v pro velkou vysku z nenf definovand, coz znamena,
ze s pocatecni rychlosti vg téleso vysky x nikdy nedosahne. Naopak pokud
vE > 2gR, téleso dosdhne kazdou vysku. Unikova rychlost z povrchu Zemé,
tzv. druha kosmicka rychlost, se tedy rovna

v* =] — 2gR +

vo = \/29R ~ 11.2 km /s
(9 ~9.81 ms™2 a R ~ 6380 km).
Exaktni rovnice. Je to diferencidlni rovnice tvaru

M(z,y) + N(z,y)y =0,
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kde M a N jsou dané funkce dvou proménnych definované na néjakém
obdélniku R C R?, pro niz existuje takovd funkce ¢ = ¢(z,y), Ze na R
plati 0,0 = M a 0,90 = N.

Rovnici pak prepiSeme jako ¢(x,y(z))" = 0 a jeji feSeni y = y(x) je ddno
implicitné vztahem

o(z,y(x) = c,
kde ¢ je konstanta. Napiiklad rovnice se separovanymi proménnymi y’ =
f(x)g(y), to jest —f + g~/ = 0, je exaktni, protoze pro ni muzeme vzit

o(z,y) = —F(x)+G(y), kde F = [ fdr a G = [g ! dy.

Tvrzeni 4. Nechi funkce dvou promeénngjch M, N, d,M a 0, N jsou spojité
na obdélniku R = (a, 3) X (v,0) (povolujeme o = —o0 atd.). Diferencidlni
rovnice

M(z,y) + N(z,y)y' =0

je exaktni na R, prdvé kdyzZ na R plati O,M = O0,N. Je-li tato podminka
splnéna, potom, pro libovolny pevny bod (xo,v0) € R, funkce

T T

go(x,y):/wOM(s,y) ds + y: (N(:v,t)—/xo 86]\;[(3,t) ds) dt

splnuje na R vztahy Oyp = M a Oyp = N a Tesent diferencidlni rovnice je
implicitné dano vztahem p(z,y(x)) = c.

Dikaz. Pokud je rovnice exaktni a ¢ existuje, diky zdménnosti parcialnich
derivaci (tvrzeni 10 z 2. kapitoly) na R plati 0,M = 02,0 = 02, = 9, N a
tedy 0,M = 0, N (zde jsme potfebovali spojitost 9,M a 9, N).

Naopak, necht na R plat{ 9,M = 9, N. Dokazeme, ze funkce ¢ definovand
ve znéni tvrzeni spliiuje 0, = M a 0, = N. Funkce h(z,t) = N(xz,t) —
Joo Oy M (s,t) ds nezavisi na x, protoze d,h(z1,t) = O, N(x1,t) — 0y M (x1,t) =
0 a h je pro pevné t jako funkce z konstantni. Druhy scitanec ve formuli
definujici ¢ je, navzdory znaceni, funkce f(y) zdvisejici jen na y a ne na z.
P1i parcidlni derivaci podle x zmizi a 0,¢(x1,y) = M(x1,y).

Abychom dokézali rovnost 9, = N, ukazeme, ze v kazdém bodé (x,y;) €

R m4é funkce -

gla.y) = [ Ms,y) ds
zo
parcialni derivaci
dg /I oM

@(xayl): oﬁiy(s’yl) ds.
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Odtud dostaneme

ay90(17»yl) = ayg(x,yl) + N(Iayl) - / 8yM(37?Jl) ds = N(I7y1)
To

Necht tedy (z,y1) € R a x > x¢; pifpad z < zp je podobny. Necht dale
h>0ay +h < d;piipad h < 0a~vy < y;+h je podobny. Podle Lagrangeovy
véty o stiedni hodnoté existuje takovéa funkce 0(s), ze pro kazdé s € [xg, z]
mame 0 < 0(s) < ha M(s,y1 +h)— M(s,y1) =h-0,M(s,y; +6(s)). Takze

g(x,yr +h) —glz,y) 1(/””
h h \Jzo

_ /“” M(s,y1 +h) — M(s,y1)
B h
0

= /8yM(s,y1+9(s)) ds.

M(s,y1 +h) ds—/gc

o

M(s,v1) ds)

ds

Protoze 0, M je stejnomérné spojita na kazdé uzaviené a omezené podmnoziné
R (viz véty 9 a 10 z 1. kapitoly), pro kazdé € > 0 existuje takové n > 0, ze

s € [xo,z] &0 €[0,n] = [0,M(s,y1 +0) — 0,M(s,1y1)| < e.

Pro h < n pak

| 0uM (s, +0(s)) ds — [ 0,M(s,p1) ds
je nejvyse
/ 10, M (5,51 + 0(s)) ds — 8,M(s,1)| ds < (x — xo)e.

Proto pro kazdé h spliujici 0 < h < n (a y; +h < §) méme

x,y1 +h)—g(z, = OM
‘g( & ])l 9@ 8) /xo Ty(s,yﬁ ds| < (v — x)e.
Pro ¢ — 0 dostavame 9,9(x,y1) = [, 0,M(s,y1) ds. O

Priklad. Vyfteste rovnici
(y cos x4 2ze¥) + (sinz + 2%e¥ 4 2)y’ = 0.

75



Rovnice je na R = R? exaktni, protoze 9,M = 9,N = cosx + 2xe¥. Z

ez, y) = /

z0

T T

M(s,y)ds+ f(y) = / (ycoss + 2se”) ds + f(y)
zo

mame

o(z,y) = ysinz + x2e¥ + F(y),

¢imz je splnéna podminka 0, = M. Ze sinx+z%e¥+2 = N = 9,0 = sinz+
z?e¥ + F'(y) mdme F'(y) = 2. Takze F(y) = 2y, p(z,y) = ysinz + 2%V + 2y
a Feseni y = y(x) je ddno implicitné vztahem

ysinz + x%e¥ + 2y = c.
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13. prednaska 3. ledna 2006

V tvodu prednasky zaznél dukaz tvrzeni 4, ktery jsem uvedl v textu k
predchozi prednasce.

3.3. Soustavy linearnich ODR prvniho fadu. Jedna diferencidlni
rovnice n-tého radu se da ekvivalentné prevést na soustavu diferencidlnich
rovnic prvého fadu. Je totiz jasné, ze funkce y = y(z) je na intervalu I
feSenim rovnice n-tého radu

F(z,y,0,y", ..., y™) =0,

prave kdyz (n+ 1)-tice funkei y(x), y1(z), ..., yn(x) je na intervalu I FeSenim
soustavy rovnic prvniho radu

uy =Yy
Y2 = ?Ji
Yn = y;—l

F(xayaylw"ayn) = 0.

Za snizeni fadu jsme ovSem zaplatili zavedenim dalsich n funkci. PovSimnéme
si, ze spiSe nez o skutecnou redukei jednoho problému na druhy se tu jedna o
“rozvinuti” znaceni: symbol 1" je tak jako tak zaveden jen jako zkratka pro
(v"), vy jen jako zkratka pro ((y')’)" atd.

Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

y™ +a, 1y 4 Fagy +b=0,

kde a;(z) a b(x) jsou zadané funkce, je timto zpusobem ekvivalentni dosti
specialni soustavé linearnich rovnic prvniho radu

n =Yy
Y2 = yl1
Yn = y;— 1

?/n+an71yn71+--~+aoy+b = 0.
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Budeme se zabyvat teorii soustav linearnich diferencialnich rovnic prvniho
radu
Yi = a1t + aigyo+ -  + ainyn + b, 1<i<mn,
kde a;; = a;;(x) a by = bi(x), 1 < i,5 < n, je n® + n zadanych funkef,
definovanych na néjakém otevieném intervalu I, a y; = y;(x), 1 < i < n, jsou
neznamé funkce. V maticovém zépisu,

y = Ay+b,

kde A: I — R"™ ab: I — R" je dand maticovd a dana vektorova
funkce a y : I — R" je neznama vektorova funkce. V dalsim budeme vzdy
predpokladat, ze funkce a; ;(x) a b;(x) jsou spojité na intervalu 1.

Véta 5. Nechi a;;, bi : I — R, 1 < i,j < n, jsou funkce spojité na
otevrreném intervalu I C R, a € I a f € R". Potom soustava linedrnich
diferencidlnich rovnic s pocdtecnimi podminkami

ylo) = 8
y(r) = Ax+0

ma na intervalu I jediné reseni. To jest existuje jedindg n-tice funkciyy, ..., yn
z CY(I), kterd pro kazdé i € {1,2,...,n} a x € I spliuje rovnosti

yla) = B, a y(x) = ﬁ:lai,xx)yj(x) L by(o).

Dukaz véty 5, ktery je opét zalozen na vété o kontrahujicim zobrazeni, neb-
udeme na prednasce délat. Na rozdil od vét 1 a 2 dostavame globalni existenci
a jednoznacnost feseni na celém intervalu 1. Z véty 5 plyne, ze pokud se dvé
feseni z a u soustavy y' = Ay + b shoduji v jednom bodé xy € I (tj. z(xo)
a u(xg) je tatdz n-tice z R™), potom se shoduji na celém I, z(z) = u(x) pro
Ve e 1.

Uvazme mnozinu feSeni homogenni soustavy 3’ = Ay a mnozinu feseni
nehomogenni soustavy ¢y = Ay + b:

H={yeC'()"|y=Aynal} a M={yecC'()"|y = Ay +bnal}.

Mnozina n-tic funkef C'(I)™ je vektorovy prostor nad R nekone¢né dimenze.
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Tvrzeni 6. H je vektorovy podprostor CY(I)" s dimenzi n. M je afinni
podprostor CY(I)™ s dimenzi n. Pro kazdé teseni y € M plati, e M =
y+H={y+z2|z2¢€ H}.
Dikaz. Diky linearité derivovani a maticového nasobeni je zrejmé, ze H
je vektorovy podprostor: Pokud y,z € H a «,3 € R, pak (ay + 8z) =
ay + (2 = aAy + fAz = Alay + fz) a ay + Bz € H. Stejné se dokdzou i
implikace y,z e M = y—z2c€ Haye M,z € H= y+2z & M, které davaji,
ze M =y + H. Existence alespon jednoho teseni y € M plyne z véty 5.

Dokéazeme, ze dim H = n; odtud hned plyne dim M = n. Necht zo € I
je libovolné &fslo, {e' € R" | 1 < i < n} je kanonickd bdze R"™ (i-t4 slozka
¢’ je 1 a ostatni jsou nuly) a {y* € H| 1 < i < n} jsou feSeni homogenn{
soustavy spliiujici pocétecni podminky yi(zg) = e, 1 < i < n; tato fesenf
existuji podle véty 5. Je jasné (podle hodnot v xg), ze {y*,...,y"} je linedrné
nezdvisld mnozina v C*(I)". Je-li y € H libovolné feseni, které md v xq
hodnoty

o

Q9 n
y(l’(]) - : €eR )

Qnp

potom funkce z(z) = Y1, ayy'(x) patif do H a z(xy) = y(xp). Podle véty
5 mdme z(z) = y(z) pro kazdé r € I a tedy y = >F; uy’. Takze H =
Lin({y',...,y"}) adim H = n. O

Kazdé béze prostoru H se nazyva fundamentdlnim systémem teseni (FSR)
homogenni soustavy 3’ = Ay.

Wronského determinant neboli wronskidn n-tice vektorovych funkef f1,..., f":
I — R" je funkce W : I — R definovana jako

W(l’) = Wfl,m’fn<l’) = det : : : :
ful@) falx) ... fi(x)

Pripomenime si, ze f1, ..., f" jsou linedrné zdvislé (LZ), existuji-li konstanty
ai, ..., a, € R, ne viechny nulové, Ze pro kazdé = € I plati S, o; f*(z) = 0.
Ziejmé

flo fMisou LZ = Wy jn(x) proVe € 1

79



(matice definujici W (z) ma pro kazdé x € I linedrné zavislé sloupce). Opaéna
implikace obecné neplati (rozmyslete si jako cviceni pro¢). Nicméné plati v
piipade, ze f1,..., f™ jsou feSeni homogenni soustavy 3’ = Ay.

Tvrzeni 7. Necht vektorové funkce f1,...  f": I — R™ na I spliuji (f*) =
Aft pro danou maticovou funkci A : I — R™™ se spojitymi polozkami, a
W je jejich wronskian. Pak

Jrel: Wk)=0 = f' ..., f" jsou LZ

a tedy
Jrel: Wx)=0 < Veel: W(x)=0.

Dukaz.  Pokud W(xzy) = 0 pro néjaké zo € I, ma matice hodnot vek-
torovych funkel f(xg) linedrné zavislé sloupce: 37 | a; f*(zo) = 0 pro néjaké
a; € R, ne viechny nulové. Vektorovd funkce f(z) = 7, o, f*(z) téz spliuje
na I soustavu f’ = Af a spliuje poc¢atecni podminku f(zo) = 0. Jinym
fesenim 3’ = Ay splnujicim y(zg) = 0 je identicky nulovéd vektorova funkce.
Podle véty 5 se obé feseni na I rovnaji a f je tedy identicky nulova. Takze
S aif'(z) =0prokazdé z € T a f,..., f" jsou LZ. V ekvivalenci je imp-
likace < trividlni a = plyne spojenim pravé dokazané implikace a implikace
uvedené pred tvrzenim. O

Wronskidn n-tice feseni f1,..., f® homogenni soustavy 3’ = Ay je tedy na
I bud vzdy nenulovy a f!,..., f" tvoif FSR, nebo je na I vidy nulovy a
fY, ..., f* jsou LZ a netvoif FSR.

Nésledujici formule ukazuje, jak z FSR homogenni soustavy dostat jedno
(tzv. partikuldrni) feseni soustavy s pravou stranou.

Tvrzeni 8 (metoda variace konstant). Nechi I C R je otevieny interval,
A: T —-R"™ ab: I — R" jsou dand maticovd a dand vektorovd funkce

se spojitymi polozkami a y*,...,y" : I — R"™ je FSR homogenni soustavy
y' = Ay. Necht dile o € I a y° € R™ jsou dané pocdtecni podminky a
yi(z) wi(@) ... yi(z)
Y = V() = w() ) ..y
un(®) yn(z) .. yn(x)
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je matice hodnot vektorovyjch funkci y¢. Pak vektorovd funkce z : I — R"
definovand formuli

(z) = Y (2) < / Y(£)1b(t) dt + Y(a:o)_lyo)
zo
je resenim nehomogennd soustavy y' = Ay + b a spliuje pocateéni podminku

z(zo) = 1°.
Dukaz. Pristé. O
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14. prednaska 10. ledna 2006

Tvrzeni 8 (metoda variace konstant). Necht I C R je otevieny
interval, A: I — R™™ ab: I — R" jsou dand maticovd a dand vektorovd
funkce se spojitymi polozkami a y*,...,y" : I — R™ je FSR homogenni
soustavy y' = Ay. Necht ddle xy € I ay° € R" jsou dané pocdtecni podminky
a

yi(z) yi(x) ... yi(x)
Y = Y(x) = ?:J%(x) ZyS(x) %/S(x)
yh@) (@) ... p)

je matice hodnot vektorovych funkei y¢. Pak vektorovd funkce z : I — R™
definovand formuli

(z) = Y (2) ( / Y () b(t) di + Y(xo)_lyo)

0
je resenim nehomogennd soustavy y' = Ay + b a spliuje pocateéni podminku
2(zo) = 1°.
Diitkaz. Reseni soustavy i’ = Ay+b budeme hledat ve tvaru z = S eyt =
Ye, kde ¢; = ¢;(x) jsou nezndmé funkcee a ¢ je jejich sloupcovy vektor. Protoze
pro kazdé x € I se 31, ¢;(x)(y") (x) rovna A(z) - 30, ¢;(x)y'(x), dosazenim
z(x) do nehomogenni soustavy dostaneme podminky na ¢;:

Az4+b = 2= )+ dy
iz =1
b = > dy' =Y[.
iz1

Protoze systém y',...,4" je FSR soustavy 3’ = Ay, jeho wronskidn W =
detY je v kazdém bodé x € I nenulovy a matice Y (x) je invertibilni. Takze

=Y a clz) = / YU )b(t) dt + d,
zo
kde d je sloupcovy vektor konstant. Celkem

2(z) = Y(2) (/;Y(t)‘lb(t) dt + d) .

0
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Pro d = Y (x9) !9 je splnéna pocitecni podminka. O

Popiseme FSR pro homogenni linedrni rovnici fadu n s konstantnimi ko-
eficienty. Je to rovnice

R(y) = apy™ + -+ a1y’ + agy = 0,

kde a; € R jsou konstanty, a,, # 0, a y = y(z) je neznamé funkce. Defini¢ni
interval [ je zde I = R. Charakteristickyj polynom rovnice R(y) = 0 je

p(z) = apx™ + - 4+ a1z + ay.

Oznatme K (p) = {\ € C | p(\) = 0} mnozinu jeho kofenu a pro A € K(p)
symbolem n(\) € N ndsobnost kofene. Uvazme mnoziny funkci

F(R,C) = {z"e™ | X € K(p),0 <k <n(\)}

F(R,R) = {z"" | N € K(p)NR,0 <k <n()\)}
U {aFe?M sin(uz) | A+ pi € K(p), \,p € R, 1u>0,0 <k <n(\+ i)}
U {z"e* cos(ux) | dtto}.

Funkce v F(R, C) obsahuji obecné komplexni exponencialu. Funkce v F(R,R)
jsou redlné a F(R, R) vznikl z F(R, C) ndhradou dvojic komplexnich funkei
zkePtrie pkeQ=m)r (neredlné koteny p se vyskytuji ve dvojicich A+ pi, A\— i
komplexné sdruzenych kofenu se stejnymi nasobnostmi) dvojicemi redlnych
funkef e’ sin(ux), %e* cos(uz). Je ziejmé, ze |F(R,C)| = |F(R,R)| =
n.? Ukdzeme, ze F(R,R) je FSR rovnice R(y) = 0. Plati to i o F(R,C), ale
museli bychom pracovat s funkcemi s hodnotami v C.

Lemma 9. KazZdd funkce ve F(R,C) i ve F(R,R) je reSenim rovnice
R(y) = 0.

Diitkaz. Protoze (e’)(™) = A™e* | pro kazdy koien A € K(p) (p je charak-
teristicky polynom rovnice R(y) = 0) mame R(e’) = e*p(\) = 0 a e je
feSenim.

97iejmé je zde to, ze v pifpadé tieba F (R, C) mame piesné n riznych dvojic parametrii
(k, \) urcujicich fukce v F(R,C). Rozmyslete si, ze dvéma ruznym dvojicim odpovidaji
dvé ruzné funkee, takze opravdu |F(R, C)| = n. Podobné pro F(R, R).
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Abychom vyrobili dalsi feseni, uvazme “derivovanou” rovnici fadu n — 1
R'(y) = nay" ™ + -+ + 240y’ + a1y = 0.

Jeji charakteristicky polynom je p’(x), derivace charakteristického polynomu
pivodn{ rovnice. Podobné definujeme rovnici R”(y) = 0 atd. Necht f = f(x)
je funkce a R(f) = R'(f) = 0. Diky (xf)™ = mfm=Y + 2™ mame

R(zf) = R'(f) + zR(f) = 0.

Takze
R(f) = R(f) =0= R(zf) = 0.

Mé-li koten A € K(p) nasobnost m = n()), je e’ fesenim vsech rovnic
R(y) = 0,R'(y) = 0,...,R™ Y(y) = 0, protoze A\ je kofenem vsech je-
jich charakteristickych polynomt p, p/, ..., p"™ 1. Opakovanym uzitim prave
dokdzané implikace dostavame, ze R(e*) = R(ze’) = ... = R(x™ M) =
0. Tim jsme dokazali, ze kazd4 funkce v F(R, C) je feSenim rovnice R(y) = 0.

Pro dvojici komplexné sdruzenych kotenu A + ui, A\ — pi v K(p), p > 0,
si oznacme funkce v odpovidajicich dvojicich v F(R,C) a v F(R,R):

f1 = ake@trie g — pheQ=mdz o — ke e sin(ux), gy = 2Fe* cos(ux).
Pak (diky e®’ = cos + isin )

fi+ fo N h— [
2 N= o

g2

Takze (mnozina feseni rovnice R(y) = 0 je uzaviend na linedarni kombinace)
z R(f1) = R(f2) = 0 plyne i R(g1) = R(g2) = 0. Pro redlny koten A € K(p)
je odpovidajici funkce v F(R,C) a v F(R,R) stejnd. Dokézali jsme, ze i
kazda funkce v F(R, R) je fesenim rovnice R(y) = 0. O

Zbyvé dokazat linedrni nezdvislost funkci v F(R,R). Asi nejjednodussi
dukaz je ten, kdy se indukci dokéze nezavislost funkci v komplexnim systému

F(R,C) a z toho se odvodi nezavislost systému F(R,R), viz A. Pultr,
Skripta z matematické analyzy, http://kam.mff.cuni.cz/"pultr/, kapi-

vvvvvv

systém F(R,R).

Lemma 10. Funkce v systému F(R,R) jsou linedrné nezdvislé.
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Diukaz. Ukézeme, ze v systému funkci (definovanych na I = R)
F = {2"e cos(px), 2" sin(px) | k € Z, A\, u € R, > 0\ {f(z) =0}

neni zadna n-tice funkef linedrné zavisla. Protoze F(R,R) C F, budeme tim
hotovi.

Uvézime dva podsystémy F~ a F°. Podsystém F~ obsahuje ty f € F,
které maji A < 0 (a libovolné k a p) nebo maji A = 0,k < 0 (a libovolné ).
Podsystém F° obsahuje funkce cos(ux) a sin(uz) pro redlnd p > 0 a funkci
identicky rovnou 1 (jiz chapeme jako cos(0x)). Pro kazdou funkci f € F~
ziejmé f(x) — 0 pro x — oo a f' € Lin(F~). Tedy pro libovolné m € N
a f € Lin(F~) méme f™ € Lin(F~) a f™(z) — 0 pro x — co. Pokud
feF mé pu > 0 (tedy f nenf identicky rovna 1) a m € Ny je ndsobek ctyf,
pak zfejmé f0™) =y f.

Necht

— S aifi(e) n2 1, a €R, fi€F, fi £ fyproi 4]

je netrivialni linearni kombinace vzajemné ruznych funkei z F. Ne vSechny
a; jsou tedy nulové a rovnou predpokladame, ze jsou vSechny nenulové.
Ukdzeme, ze pro néjaké zo € R je F(xg) # 0. Necht L € R je nejvétsi
A vyskytujici se v f;, 1 < i < n, a K € Z je nejvétsi k vyskytujici se v téch
fi, comaji A = L. Pak

P = a = 3 Ba) + 3 (o)

=1

= G(z)+ ()

kde ¢fsla 3;,v; € R jsou vsechna nenulovd, ¢; € F°, hy € F—, m > 1,
r € Ny a funkce g; a h; jsou vzajemné ruzné. Prvni suma vzdy obsahuje
alespon jeden s¢itanec, ale druhd muze byt préazdna (pak definujeme H(x)
jako H(xz) = 0). Pripomenme si, ze pro kazdé pevné m € Ny a z — oo méme
H) (1) — 0. Nalezneme takové M € Ny, ze (F*)™)(zy) # 0 pro néjaké
xo € R. Pak F*(z) a F(xz) nemohou byt identicky nulové na okoli bodu .

Necht U; > 0 je nejvétsi p vyskytujici se v g;, 1 < i < m. Pokud U; = 0,
znamena to, ze G(x) = figi(x) = [rcos(0z) = ;. Pak lim, o F*(z) =
B # 0 a jsme hotovi. Necht U; > 0. Jako Us > 0 definujeme druhé nejvétsi p
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vyskytujici se v g;, 1 <i < m (pokud neexistuje, klademe Uy = 0). Polozime
f =max |3, 1 <i < m. Vezmeme tak veliky ndsobek ¢tyt M € N, ze

§ =B |U = B(m —1)U" >0
(protoze 0 < Uy < Uy a || > 0, takové M existuje). Muzeme predpokladat,
ze nejvetsi u se nabyva v gy a ze g1(z) = sin(Uix); pro r € Ny polozime
x, = (2r +1/2)7/U; (pokud gy(x) = cos(U,x), polozime x, = 2rm/U;). Pak
g™ (@) = UMgi(a,) = UM a |t (2,)] < UM pro i > 1, protoze pro i > 1

je bud p v g; nanejvys Us, nebo g;(x) = cos(Uyz), pak ale |g§M)(xT)\ =0.
Takze, pro vSechny r € Ny,

1GOD(2,)] > 18198 ()| = S 189 ()] > |BUM = B(m—1)UM =6 >0,
1=2

Celkem
(F) D (z,)] > |G (@) — [HM (2,)| = 6 — |HM ()]
a pro r > ro mame |(F*)M)(z,)| > §/2 > 0, éimz jsme hotovi. O

Véta 11. Systém F(R,R) je FSR rovnice R(y) = 0. KaZdé fesent je tedy
linedrni kombinaci n-tice funkei v F(R,R).

Dikaz. Vime, ze |F(R,R)| = n a podle dvou pfedchozich lemmat, ze
F(R,R) je linedrné nezavislda mnozina feseni rovnice

R(y) = a,y'™ + -+ a1y + apy = 0,

jejiz mnozina feseni mé dimenzi n podle tvrzeni 6. Je to tedy jeji FSR. O
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