
1. přednáška 4. ř́ıjna 2005

Kapitola 1 — metrické a topologické prostory

1.1. Metrické prostory—základńı definice. Metrický prostor je dvojice
(M,d), kde M je množina a

d : M ×M → R≥0

je funkce, zvaná metrika, splňuj́ıćı tři axiomy:

a) d(x, y) = d(y, x) (symetrie),
b) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y a
c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (trojúhelńıková nerovnost).

Metrické prostory jsou abstrakćı jevu vzdálenosti. Poznamenejme, že nezápornost
hodnot metriky se nemuśı předpokládat, vyplývá už z axiomů b) a c).

Izometrie je bijekce f : M1 → M2 mezi metrickými prostory (M1, d1) a
(M2, d2), která zachovává vzdálenosti: d1(x, y) = d2(f(x), f(y)) pro všechny
x, y ∈M1. Existuje-li taková bijekce, jsou prostory M1 a M2 izometrické, to
jest prakticky nerozlǐsitelné, izomorfńı.

Př́ıklady metrických prostor̊u. 1. Nechť M = Rn a p ≥ 1 je reálné
č́ıslo. Na M definujeme metriky (x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn))

dp(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

.

Axiomy a) a b) se ověř́ı lehce, ovšem d̊ukaz trojúhelńıkové nerovnosti je
netriviálńı. Pro n = 1 dostáváme metriku |x − y| a pro p = 2, n ≥ 2
euklidovskou metriku

d2(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2;

euklidovskými prostory budeme nadále rozumět metrické prostory (Rn, d2).
Pro p = 1, n ≥ 2 dostáváme tzv. pošťáckou metriku a pro p→∞ maximovou
metriku

d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|

(dokažte jako cvičeńı).
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2. Jako M vezmeme množinu všech omezených funkćı f : X → R, kde
X je nějaká množina, a pak na M máme supremovou metriku

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|.

Pokud M = C(a, b) (množina všech reálných funkćı definovaných a spojitých
na intervalu [a, b]), supremum se vždy nabývá a máme maximovou metriku

d(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

3. Vezměme M = C(a, b) a reálné č́ıslo p ≥ 1. Podobně jako v prvńım
př́ıkladu máme na M metriky

dp(f, g) =

(∫ b

a
|f(x)− g(x)|p dx

)1/p

.

Hodnota p = 1 dává integrálńı metriku a p → ∞ dává maximovou metriku
z druhého př́ıkladu (dokažte jako cvičeńı). Důležitý je opět př́ıpad p = 2.
Co je na exponentu p = 2 zvláštńıho? Ukazuje se, že metrika d2(·, ·) (zde i
v prvńım př́ıkladu) je odvozena ze skalárńıho součinu na jistém vektorovém
prostoru, a proto má řadu pěkných a d̊uležitých vlastnost́ı. Zmı́ńıme se o
tom v závěru prvńı kapitoly.

Vezmeme-li M = R(a, b) (množina všech funćı maj́ıćıch na [a, b] Rie-
mann̊uv integrál), je dp(f, g) definována, ale nesplňuje axiom b) a nedostáváme
metriku. Změńıme-li např́ıklad hodnotu funkce f ∈ R(a, b) v jediném bodě,
dostaneme odlǐsnou funkci f0 ∈ R(a, b), ale dp(f, f0) = 0. Tato pot́ıž se
odstrańı tak, že mı́sto R(a, b) pracujeme s R(a, b)/ ∼, kde ∼ je vhodná
relace ekvivalence; nebudeme se pouštět do podrobnost́ı.

4. Souvislý graf G = (M,E) s množinou vrchol̊u M definuje metriku

d(u, v) = # hran na (nějaké) nejkratš́ı cestě v G spojuj́ıćı u a v.

5. Položme M = Z (množina celých č́ısel) a vezměme nějaké prvoč́ıslo
p (třeba p = 29). Pro z ∈ Z jako mp(z) označ́ıme největš́ı celé č́ıslo e ≥ 0
takové, že pe děĺı z; mp(0) := ∞. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(2−∞ = 0)

dp(x, y) = 2−mp(x−y).

Dokažte jako cvičeńı, že p-adická metrika splňuje toto ześıleńı trojúhelńıkové
nerovnosti:

dp(x, y) ≤ max(dp(x, z), dp(z, y)).
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Metrikám splňuj́ıćım tuto silněǰśı verzi trojúhelńıkové nerovnosti se ř́ıká ul-
trametriky. Ukažte jako cvičeńı, že v ultrametrickém prostoru jsou všechny
trojúhelńıky rovnoramenné a že v libovolné kouli je každý bod jej́ım středem.

V daľśı textu (M,d) označuje metrický prostor. Připomı́náme, že pro
a ∈ M a reálné r > 0 se (otevřenou) kouĺı (se středem a a poloměrem r)
rozumı́ množina B(a, r) = {x ∈ M | d(a, x) < r}. Uzavřená koule (se
středem a a poloměrem r) je B(a, r) = {x ∈ M | d(a, x) ≤ r}. Podmnožina
X ⊂ M je otevřená, pokud ∀a ∈ X ∃r > 0 : B(a, r) ⊂ X. X ⊂ M je
uzavřená, pokud je M\X otevřená množina.

Dokažte jako cvičeńı, že každá koule B(a, r) je otevřená množina a že
každá konečná množina je uzavřená.

Tvrzeńı 1. V metrickém prostoru (M,d) jsou množiny ∅ a M otevřené i
uzavřené. Sjednoceńı libovolně mnoha otevřených množin je otevřená množina
a pr̊unik konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina. Sjednoceńı
konečně mnoha uzavřených množin je uzavřená množina a pr̊unik libovolně
mnoha uzavřených množin je uzavřená množina.

Důkaz. Množiny ∅ a M jsou zjevně otevřené a tedy (jsou doplňkem jedna
druhé) i uzavřené. Nechť Gi, i ∈ I jsou otevřené množiny a a ∈ G =

⋃
i∈I Gi.

Pak a lež́ı v nějaké Gj a tedy, pro nějaké r > 0, B(a, r) ⊂ Gj ⊂ G a
G je otevřená. Nechť je indexová množina I konečná a a ∈ G =

⋂
i∈I Gi.

To znamená, že a ∈ Gi pro každé i ∈ I, a tak B(a, ri) ⊂ Gi pro nějaká
č́ısla ri > 0. Protože jich je jen konečně mnoho, můžeme vźıt r > 0, že
r < min(ri : i ∈ I), a máme B(a, r) ⊂ B(a, ri) ⊂ Gi pro všechna i ∈ I. Tedy
B(a, r) ⊂ G a G je otevřená. Tvrzeńı o uzavřených množinách vyplývaj́ı
pomoćı de Morganových identit přechodem k doplňk̊um. 2

Okoĺı bodu a ∈ M je otevřená množina U ⊂ M obsahuj́ıćı a jako prvek.
Nechť a ∈ M a X ⊂ M . V následuj́ıćıch definićıch ṕı̌seme stručně U a
rozumı́me t́ım “okoĺı U bodu a”. Řekneme, že a je vnitřńım bodem množiny
X, existuje-li U , že U ⊂ X. Podobně je a vněǰśım bodem množiny X,
existuje-li U , že U ⊂ M\X (tj. a je vnitřńım bodem doplňku X). Neńı-li
a ani vnitřńım ani vněǰśım bodem X, je hraničńım bodem X. Jinými slovy
to znamená, že každé U prot́ıná X i doplněk X. Je-li pro každé U pr̊unik
U ∩X nekonečný, nazývá se a limitńım bodem X. Konečně, pokud existuje
U , že U ∩ X = {a}, je a izolovaným bodem X. Vnitřńı a izolované body
množiny v ńı samozřejmě lež́ı a vněǰśı body leži mimo ni. Hraničńı a limitńı
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body množiny mohou ležet v ńı i mimo ni. Uzávěr množiny X ⊂ se znač́ı X
a je to sjednoceńı X a množiny limitńıch bod̊u množiny X.

Př́ıklad. Nechť (M,d) je euklidovská rovina R2 aX = (B\{p})∪{b}, kde
B je otevřený kruh (tj. koule) se středem v počátku p = (0, 0) a poloměrem 1
a b = (2, 0). Pak vnitřńı body X tvoř́ı množinu B\{p}, vněǰśı body množinu
{x ∈ R2 | ‖x‖ > 1, x 6= b}, hraničńı body množinu {x ∈ R2 | ‖x‖ =
1} ∪ {p, b}, limitńı body množinu {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1} a izolované body
množinu {b}. Uzávěr X je množina {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1} ∪ {b}.

Tvrzeńı 2. Množina X je uzavřená, právě když se rovná svému uzávěru,
X = X.

Důkaz. Implikace ⇒. Protože je X uzavřená, U = M\X je otevřená a je
okoĺım každého bodu mimo X. Protože U ∩ X = ∅, neńı žádný bod mimo
X limitńım bodem X a máme X = X.

Implikace ⇐. Z předpokladu X = X odvod́ıme otevřenost M\X. Nechť
a je libovolný bod mimo X. Protože neńı limitńım bodem X, má okoĺı U
prot́ınaj́ıćı X jen v konečně mnoha bodech. Z toho plyne, že existuje (menš́ı)
okoĺı Ua bodu a, které je disjunktńı s X. (Množina P = U ∩X je konečná,
a proto uzavřená. Stač́ı vźıt Ua = U ∩ (M\P ).) Pak

M\X =
⋃

a∈M\X
Ua

a množina M\X je otevřená, neboť je sjednoceńım otevřených množin. 2

Posloupnost (xn) = (x1, x2, . . .) ⊂ M bod̊u v metrickém prostoru (M,d)
je konvergentńı, pokud existuje bod a ∈M takový, že

∀U, U je okoĺı bodu a, ∃N : n ≥ N ⇒ xn ∈ U.

Bod a se pak nazývá limitou posloupnosti (xn). Dvě ekvivalentńı formulace
tohoto faktu: (i) ∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N : d(xn, a) < ε a (ii) limn→∞ d(xn, a) = 0
(limitu posloupnosti bod̊u z metrického prostoru jsme převedli na limitu
posloupnosti reálných č́ısel). Pojem limity v metrickém prostoru má obvyklé
vlastnosti, zejména je limita určena jednoznačně a podposloupnost má tutéž
limitu jako výchoźı konvergentńı posloupnost. Posloupnost (xn) v (M,d) je
cauchyovská, pokud

∀ε > 0 ∃N ∀m,n ≥ N : d(xm, xn) < ε.
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Tvrzeńı 3. Nechť a je bod v metrickém prostoru (M,d) a X ⊂ M . Pak a
lež́ı v uzávěru množiny X, právě když lež́ı v X nebo je limitou posloupnosti
bod̊u z X.

Důkaz. Dokažte si jako cvičeńı. 2

Uvedeme dvě jednoduché konstrukce vyráběj́ıćı nové metrické prostory
ze starých. Metrický prostor (M1, d1) je podprostorem metrického prostoru
(M2, d2), pokud M1 ⊂ M2 a pro každé dva body x, y z M1 máme d1(x, y) =
d2(x, y). (M,d) je součinem metrických prostor̊u (M1, d1) a (M2, d2), když
M = M1 × M2 a d je jedna z následuj́ıćıch třech metrik (x = (x1, x2) a
y = (y1, y2) jsou z M a označili jsme v1 = d1(x1, y1), v2 = d2(x2, y2)):

d(x, y) =
√
v2

1 + v2
2 nebo d(x, y) = v1 + v2 nebo d(x, y) = max(v1, v2).

Metrický prostor (M,d) a podmnožina X ⊂ M dávaj́ı nový metrický
prostor (X, d′), kde d′ je metrika d zúžená na X × X; je jasné, že (X, d′)
je podprostorem (M,d). Ř́ıká se také, že (X, d′) je podprostor s induko-
vanou metrikou. Důležitá poznámka: za této situace můžeme mı́t posloup-
nost (xn) ⊂ X, která je konvergentńı v (M,d), ale nikoli v indukovaném
podprostoru (X, d′), v němž prostě chyb́ı jej́ı limita. Např́ıklad posloup-
nost (1/n) konverguje v euklidovském prostoru R, ale nikoli v euklidovském
podprostoru (0, 1). Konvergentnost posloupnosti je v tomto smyslu relativńı
vlastnost. Totéž plat́ı pro otevřenost či uzavřenost množiny: interval [1/2, 1)
je uzavřená množina v (0, 1), ale už to neńı uzavřená množina v nadprostoru
R. Na druhou stranu je třeba cauchyovskost posloupnosti absolutńı vlast-
nost, která nezáviśı na tom, v kterém pod- či nadprostoru danou posloupnost
uvažujeme.

Může se zdát trochu divné, že v definici součinu metrických prostor̊u
necháváme vybrat z několika součinových metrik. Neńı ale těžké vidět, že
všechny tři definuj́ı stejné otevřené podmnožiny v M = M1 ×M2, a proto
odpov́ıdaj́ıćı součinové prostory se velmi podobaj́ı (konverguje-li posloupnost
v jedné z metrik, konverguje ve všech třech a nav́ıc k téže limitě atd.). Pro
úvahy a pojmy, kde se vystač́ı jen s otevřenými množinami (což zahrnuje
vše z této přednášky, s vyj́ımkou izometrie a cauchyovskosti posloupnosti),
jsou tyto tři součinové metriky nerozlǐsitelné. Zformalizujeme to v př́ı̌st́ı
přednášce v definici topologického prostoru.
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2. přednáška 11. ř́ıjna 2005

1.2. Topologické prostory. Topologický prostor (nebo stručněji topolo-
gie 1) je dvojice (X, T ), kde X je množina a T je systém (ne nutně všech)
podmnožin množiny X, zvaných otevřené množiny, splňuj́ıćı tři axiomy:

a) ∅, X ∈ T ,
b) je-li {Ui | i ∈ I} ⊂ T libovolný podsystém T , potom

⋃
i∈I Ui ∈ T a

c) je-li {Ui | i ∈ I} ⊂ T libovolný konečný podsystém T , potom
⋂

i∈I Ui ∈ T .

Systém otevřených množin tedy obsahuje prázdnou množinu a celé X a je
uzavřený na libovolná sjednoceńı a na konečné pr̊uniky. Uzavřené množiny
topologie (X, T ) jsou množiny {X\U | U ∈ T }. Okoĺı bodu a ∈ X je otevřená
množina U taková, že a ∈ U .

Nejjednodušš́ı př́ıklad topologického prostoru je dvojice (X, {∅, X}). Základńı
př́ıklad je systém otevřených množin metrického prostoru (podle tvrzeńı 1
tvoř́ı topologický prostor); budeme stručně mluvit o topologii metrického
prostoru. Euklidovským prostorem Rn budeme rozumět Rn s topologíı defi-
novanou euklidovskou metrikou d2 (za chv́ıli uvid́ıme, že stejnou topologii
definuje i každá z metrik dp a d∞).

Topologický prostor tvořený otevřenými množinami v nějakém metrickém
prostoru se nazývá metrizovatelný. Zdaleka ne všechny topologie jsou metri-
zovatelné. Metrizovatelnost implikuje r̊uzné speciálńı vlastnosti, které obecně
topologie mı́t nemusej́ı, a když je nemaj́ı, nejsou metrizovatelné. Např́ıklad
už v́ıme, že každá konečná množina je v metrizovatelné topologii uzavřená.
Proto topologie (X, {∅, X}) neńı pro X s v́ıce než jedńım prvkem metrizo-
vatelná. Daľśı d̊uležitá vlastnost metrizovatelné topologie (X, T ) je:

∀ a, b ∈ X, a 6= b ∃ U, V ∈ T : a ∈ U, b ∈ V, U ∩ V = ∅,

to jest, každé dva r̊uzné body maj́ı disjunktńı okoĺı (dokažte jako cvičeńı).
Topologickým prostor̊um s touto vlastnost́ı se ř́ıká Hausdorffovy 2 nebo haus-
dorffovské. Topologie, která neńı Hausdorffova, neńı metrizovatelná. V tomto
textu se budeme zabývat pouze hausdorffovskými topologiemi.

1Z řeckých výraz̊u topos = mı́sto a logos = věděńı, slovo.
2Německý matematik Felix Hausdorff (1868–1942) zavedl pojem topologického prostoru

v r. 1914.
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Báze topologie (X, T ) je takový podsystém S ⊂ T , že každá množina z
T se dá vyjádřit jako sjednoceńı množin z S. Např́ıklad systém všech kouĺı
{B(a, r) | a ∈ M, r > 0} v metrickém prostoru (M,d) tvoř́ı bázi topologie
(M,d). Pro zadáńı topologie stač́ı zadat nějakou jej́ı bázi, tak jsme ostatně
definovali otevřené množiny v metrickém prostoru (viz ještě poznámku o bázi
topologie v př́ı̌st́ı 3. přednášce).

Dvě metriky (X, d1) a (X, d2) na téže množině jsou ekvivalentńı, pokud
definuj́ı stejnou topologii. K tomu je nutné a stač́ı, aby pro každý bod a z
X a každé r > 0 existovalo s > 0 takové, že Bd1(a, s) ⊂ Bd2(a, r) a naopak
(s vyměněnými d1 a d2). Uveďme postačuj́ıćı podmı́nku ekvivalence metrik
(která neńı obecně nutná): existuj́ı-li konstanty 0 < r ≤ s takové, že pro
každé dva body x, y z X máme

r · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ s · d1(x, y),

jsou d1 a d2 ekvivalentńı metriky. Např́ıklad všechny metriky d∞ a dp na Rn

v př́ıkladu z 1. přednášky jsou ekvivalentńı, protože plat́ı nerovnosti

d∞(x, y) ≤ dp(x, y) ≤ n1/pd∞(x, y).

Podobně z nerovnost́ı (a, b ≥ 0)

max(a, b) ≤
√
a2 + b2 ≤ a+ b ≤ 2 max(a, b)

plyne, že všechny tři součinové metriky jsou ekvivaletńı.
Nechť (X1, T1) a (X2, T2) jsou topologie. Řekneme, že (X1, T1) je podpro-

storem (X2, T2), pokud X1 ⊂ X2 a

T1 = {X1 ∩ A | A ∈ T2}.

Řekneme, že (X, T ) je součinem (X1, T1) a (X2, T2), pokud X = X1 ×X2 a
topologie T , zvaná součinová topologie, je dána báźı

B = {A1 × A2 | A1 ∈ T1, A2 ∈ T2}

(viz ještě poznámku o bázi topologie v př́ı̌st́ı 3. přednášce).
Topologie (X, T ) definuje na podmnožině Y ⊂ X indukovanou topologii

(Y, T ′), kde T ′ = {A ∩ Y | A ∈ T }; (Y, T ′) je zřejmě podprostorem (X, T ).
Otevřenost a uzavřenost množiny je relativńı pojem, může se změnit při
přechodu k nadprostoru. (Např́ıklad v právě popsané situaci je Y otevřená i
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uzavřená množina v (Y, T ′), ale nemuśı být ani jedno v nadprostoru (X, T ).
Na druhou stranu, je-li E ⊂ Y otevřená v (X, T ), je otevřená i v (Y, T ′)).

Poznámky k součinu topologíı. Rozmyslete si jako cvičeńı, že pokud v
definici báze B součinové topologie necháme Ai prob́ıhat mı́sto topologie Ti,
i = 1, 2, jen nějakou jej́ı bázi, dostaneme menš́ı množinu B′, která nicméně
generuje tutéž součinovou topologii (viz ještě poznámku o bázi topologie v
př́ı̌st́ı 3. přednášce). Rozmyslete si jako cvičeńı, že R×R, kde R bereme s
euklidovskou topologíı, dává euklidovskou topologii na R2. Obecněji, součin
Rk a Rl s euklidovskými topologiemi dává (převedeme-li samozřejmě body
z formátu (k-tice, l-tice) na formát k+ l-tic) euklidovskou topologii na Rk+l.

1.3. Spojitá zobrazeńı. Zobrazeńı f : X → Y mezi topologickými
prostory (X,U) a (Y,V) je spojité v bodě a ∈ X, pokud pro každé okoĺı V ∈ V
bodu f(a) existuje okoĺı U ∈ U bodu a takové, že f(U) ⊂ V . Dovoĺıme-li V a
U prob́ıhat pouze nějaké báze př́ıslušných topologíı, dostaneme ekvivalentńı
definici; viz metrické prostory, kde obvyklá definice spojitosti už́ıvá báze
kouĺı. Zobrazeńı f je spojité, je-li spojité v každém bodě. Množina všech
spojitých zobrazeńı mezi topologickými prostory (X,U) a (Y,V) se označuje
C(X, Y ).

Tvrzeńı 4. Zobrazeńı f : X → Y mezi topologickými prostory (X,U)
a (Y,V) je spojité, právě když vzor každé otevřené množiny je otevřená
množina, tj. ∀V ∈ V : f−1(V ) ∈ U .

Důkaz. Implikace ⇒. Nechť f ∈ C(X, Y ) a V ∈ V . Pokud f(a) ∈ V pro
nějaký bod a z X, existuje d́ıky spojitosti f okoĺı Ua ∈ U bodu a takové, že
f(Ua) ⊂ V , to jest Ua ⊂ f−1(V ). Potom máme

f−1(V ) =
⋃

f(a)∈V

Ua

a f−1(V ) je otevřená množina, protože je sjednoceńım otevřených množin.
(Pokud žádné a s f(a) ∈ V neexistuje, je f−1(V ) = ∅ rovněž otevřená
množina.)

Implikace ⇐. Nechť f(a) ∈ V ∈ V . Podle předpokladu je U = f−1(V )
otevřená množina a zřejmě a ∈ U . Takže U je okoĺı a a f(U) ⊂ V (dokonce
f(U) = V ). Zobrazeńı f je spojité v každém bodě a tedy spojité. 2

Tvrzeńı 5. Nechť f : X → Y , g : Y → Z a h = f ◦ g : X → Z jsou
zobrazeńı mezi topologickými prostory (X,U), (Y,V) a (Z,W). 1. Jsou-li f
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a g spojitá zobrazeńı, je i h spojité. 2. Je-li f spojité v bodě a ∈ X a g v
bodě f(a) ∈ Y , je h spojité v bodě a.

Důkaz. 1. Použijeme tvrzeńı 4. Nechť W ∈ W je libovolná otevřená
množina. Patrně h−1(W ) = f−1(V ), kde V = g−1(W ). Dı́ky spojitosti g
máme V ∈ V a d́ıky spojitosti f máme h−1(W ) = f−1(V ) ∈ U , takže h je
spojité.

2. Nechť W ∈ W je okoĺı bodu h(a) = g(f(a)). Podle předpokladu o f a
g máme okoĺı V ∈ V bodu f(a) takové, že g(V ) ⊂ W , a tedy i okoĺı U ∈ U
bodu a takové, že f(U) ⊂ V . Pak h(U) = g(f(U)) ⊂ g(V ) ⊂ W . 2

Bijekce (vzájemně jednoznačné zobrazeńı) f : X → Y mezi topolog-
ickými prostory (X,U) a (Y,V) se nazývá homeomorfismus, pokud f i f−1

jsou spojitá zobrazeńı. Topologické prostory, mezi nimiž existuje homeomor-
fismus, jsou homeomorfńı, to jest nerozlǐsitelné, izomorfńı.

Př́ıklady. 1. Topologické prostory X = (0, 1) a Y = R (s euklidovskou
topologíı) jsou homeomorfńı, např́ıklad prostřednictv́ım zobrazeńı

f : X → Y, f(x) = tan(π(x− 1
2
)).

2. Nechť X = [0, 2π) a Y = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} (jednotková kružnice v
rovině), s euklidovskou topologíı indukovanou z R, resp. z R2, a nechť

f : X → Y, f(ϕ) = (cosϕ, sinϕ)

(interval X “navineme” na kružnici Y ). Pak f je bijekce a je to spojité
zobrazeńı, ale inverz f−1 neńı spojité zobrazeńı (proč?), takže f neńı homeo-
morfismus. Ve skutečnosti oba topologické prostory ani homeomorfńı nejsou,
podstatně se odlǐsuj́ı (X neńı kompaktńı, Y je).

1.4. Kompaktńı prostory. Otevřené pokryt́ı podmnožiny E ⊂ X v topo-
logickém prostoru (X,U) je systém otevřených množin O = {Ai ∈ U | i ∈ I}
takový, že ⋃

i∈I

Ai ⊃ E.

Řekneme, že O má konečné podpokryt́ı, když existuje konečná podmnožina
J ⊂ I taková, že stále ⋃

i∈J

Ai ⊃ E.
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Množina E ⊂ X je kompaktńı, pokud jej́ı každé otevřené pokryt́ı má konečné
podpokryt́ı. Celý prostor (X,U) je kompaktńı, je-li X (jako podmnožina X)
kompaktńı.

Dokažte si jako cvičeńı, že podmnožina E ⊂ X je kompaktńı v (X,U),
právě když indukovaný topologický (pod)prostor (E,U ′) je kompaktńı. Kom-
paktnost je tedy absolutńı vlastnost.

Př́ıklady. 1. Nechť E = (0, 1) a X = R (s euklidovskou topologíı).
Otevřené pokryt́ı E intervaly

O = {(1
2
, 1), (1

4
, 3

4
), (1

8
, 3

8
), ( 1

16
, 3

16
), . . .}

nemá konečné podpokryt́ı (nelze vypustit ani jeden interval) a E tedy neńı
kompaktńı. Podobně ani celé R neńı kompaktńı kv̊uli otevřenému pokryt́ı

O = {. . . , (−4,−2), (−3,−1), (−2, 0), (−1, 1), . . .}.

2. Interval [a, b] ⊂ R je kompaktńı podmnožina, stejně jako jednotková
kružnice v rovině (s indukovanou euklidovskou topologíı). To plyne z obecné
charakterizačńı věty o kompaktńıch podmnožinách euklidovského prostoru
Rn, kterou zanedlouho dokážeme.

Tvrzeńı 6. V hausdorffovské topologii (X,U) je každá kompaktńı podmnožina
E ⊂ X uzavřená.

Dokážeme př́ı̌stě.
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3. přednáška 18. ř́ıjna 2005

Tvrzeńı 6. V hausdorffovské topologii (X,U) je každá kompaktńı podmnožina
E ⊂ X uzavřená.

Důkaz. Stač́ı dokázat, že každý bod a ∈ X\E má okoĺı Ua disjunktńı s
E. (Pak je jasné, že E je uzavřená, protože X\E =

⋃
a∈X\E Ua je otevřená.)

Z hausdorffovosti prostoru (X,U) plyne, že body a ∈ X\E a e ∈ E maj́ı
disjunktńı okoĺı Ue a Ve: a ∈ Ue ∈ U , e ∈ Ve ∈ U , Ue ∩ Ve = ∅. Máme
otevřené pokryt́ı E ⊂ ⋃

e∈E Ve. Z kompaktnosti množiny E plyne, že už
konečně mnoho jej́ıch bod̊u e1, e2, . . . , er stač́ı k pokryt́ı okoĺımi Ve:

E ⊂ Ve1 ∪ Ve2 ∪ . . . ∪ Ver = VE.

Polož́ıme
Ua = Ue1 ∩ Ue2 ∩ . . . ∩ Uer .

Ua je okoĺı a a Ua ∩ Vei
= ∅ pro každé i = 1, 2, . . . , r, protože Ua ⊂ Uei

a
Uei

∩ Vei
= ∅. Tedy Ua ∩ VE = ∅ a Ua ∩ E = ∅. 2

Kompaktńı množina v metrickém prostoru je tedy vždy uzavřená.

Vraťme se ještě k zadáńı topologie pomoćı báze. Je-li X množina a B ⊂
exp(X) systém jej́ıch podmnožin, definujeme

G(B) = {⋃U | U ⊂ B},

tj. G(B) se sestává z množin, které lze źıskat jako sjednoceńı množin z B,
např. B ⊂ G(B). Za jakých podmı́nek je (X,G(B)) topologie (B pak je jej́ı
báźı)?

Lemma. (X,G(B)) je topologický prostor, právě když systém B splňuje
dvě podmı́nky: (i) X ∈ G(B) (ekvivalentně řečeno,

⋃B = X) a (ii) pokud
A,B ∈ B, potom A ∩B ∈ G(B).

Důkaz. Dokažte jako cvičeńı. 2

Těmto dvěma podmı́nkám budeme ř́ıkat podmı́nky báze. Součinovou topologii
W na X×Y vzniklou součinem topologíı (X,U) a (Y,V) jsme definovali jako
W = G(B), kde B = {U×V | U ∈ U , V ∈ V}. Podle lemmatu je tato definice
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korektńı, protože B splňuje podmı́nky báze: máme dokonce X × Y ∈ B a
pro U × V, U ′ × V ′ ∈ B máme též

(U × V ) ∩ (U ′ × V ′) = (U ∩ U ′)× (V ∩ V ′) ∈ B.

Věta 7. Kompaktnost se zachovává při následuj́ıćıch operaćıch.
1. Přechod k uzavřenému podprostoru.
2. Obraz spojitým zobrazeńım.
3. Kartézský součin.

Důkaz. (Na přednášce jsem ho nestihl, je ponechán k vlastńımu studiu z
toho textu.) 1. Dokážeme implikaci

(X,U) je kompaktńı a K ⊂ X je uzavřená ⇒ K je kompaktńı.

Nechť O = {Ai ∈ U | i ∈ I} je otevřené pokryt́ı množiny K. Pak

{Bi ∈ U | i ∈ I}, kde Bi = Ai ∪ (X\K),

je otevřené pokryt́ı celého prostoru X. Vybereme konečné podpokryt́ı dané
podmnožinou J ⊂ I (X je kompaktńı):⋃

i∈J

Bi = X.

Potom
⋃

i∈J Ai ⊃ K (složka X\K množiny Bi je disjunktńı s K) a J dává
konečné podpokryt́ı pokryt́ı O.

2. Nechť f : X → Y je spojité zobrazeńı mezi dvěma topologiemi (X,U)
a (Y,V). Dokážeme implikaci

(X,U) je kompaktńı ⇒ f(X) je kompaktńı podmnožina Y .

Nechť O = {Bi ∈ V | i ∈ I} je otevřené pokryt́ı množiny f(X). Množiny
Ai = f−1(Bi), i ∈ I, jsou otevřené (podle tvrzeńı 4) a tvoř́ı pokryt́ı pros-
toru X. Vybereme konečné podpokryt́ı dané podmnožinou J ⊂ I (X je
kompaktńı):

X =
⋃
i∈J

Ai.

Potom f(X) =
⋃

i∈J f(Ai) ⊂
⋃

i∈J Bi a J dává konečné podpokryt́ı pokryt́ı
O.
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3. Dokážeme implikaci

(X,U) a (Y,V) jsou kompaktńı ⇒ součin (X × Y,W) je kompaktńı.

Nechť O = {Ai ∈ W | i ∈ I} je otevřené pokryt́ı součinu X × Y . Bez újmy
na obecnosti můžeme předpokládat, že Ai jsou z báze součinové topologie,
Ai = Ui × Vi pro nějaká Ui ∈ U , Vi ∈ V , i ∈ I (proč?). Definujeme

Sa = {a} × Y, a ∈ X.

Součinová topologie W indukuje na Sa ⊂ X × Y topologii homeomorfńı
prostoru (Y,V) (Y a Sa jsou homeomorfńı prostřednictv́ım zobrazeńı y 7→
(a, y)). Sa je tedy kompaktńı podmnožina v (X × Y,W) a existuje konečná
množina J(a) ⊂ I taková, že

Sa ⊂
⋃

i∈J(a)

Ai =
⋃

i∈J(a)

Ui × Vi.

Odtud plyne, že
⋃

i∈J(a) Vi = Y . Množina

U(a) =
⋂

i∈J(a)

Ui ⊂ X

je okoĺı bodu a obsažené v každé množině Ui, i ∈ J(a). Dostáváme, že

U(a)× Y = U(a)×
( ⋃

i∈J(a)

Vi

)
=

⋃
i∈J(a)

U(a)× Vi ⊂
⋃

i∈J(a)

Ui × Vi.

Z otevřeného pokryt́ı {U(a) | a ∈ X} kompaktńıho prostoru X vybereme
konečné podpokryt́ı určené body a1, a2, . . . , ar ∈ X. Dostáváme, že

X × Y =

(
r⋃

i=1

U(ai)

)
× Y =

r⋃
i=1

U(ai)× Y =
r⋃

i=1

⋃
j∈J(ai)

Uj × Vj.

Vid́ıme, že množina J = J(a1)∪J(a2)∪. . .∪J(ar) určuje konečné podpokryt́ı
pokryt́ı O. 2

Věta 8. Metrický prostor (M,d) je kompaktńı, právě když každá posloupnost
bod̊u v M má konvergentńı podposloupnost.
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Vlastnosti, že v daném metrickém prostoru má každá posloupnost konver-
gentńı podposloupnost, budeme ř́ıkat vlastnost P. Podmnožina E ⊂ M v
metrickém prostoru (M,d) je ε-śıť, pokud

∀x ∈M ∃y ∈ E : d(x, y) < ε.

Potom patrně M =
⋃

x∈E B(x, ε).

Lemma. Když má metrický prostor (M,d) vlastnost P, potom v něm pro
každé ε > 0 existuje konečná ε-śıť.

Důkaz. Nechť (M,d) nemá konečnou r-śı̌t. Zvolme x1 ∈ M libovolně.
Protože {x1} neńı r-śı̌t, existuje takový bod x2 ∈ M , že d(x1, x2) ≥ r.
Podobně existuje x3 ∈ M takový, že d(xi, x3) ≥ r pro i = 1, 2, a tak dále.
Takto sestroj́ıme nekonečnou posloupnost bod̊u (xn) v M s vlastnost́ı, že
d(xi, xj) ≥ r pro všechna 1 ≤ i < j. Z této posloupnosti nelze vybrat
konvergentńı podposloupnost—(M,d) nemá vlastnost P. 2

Důkaz věty 8. Implikace ⇐. Předpokládáme, že (M,d) má vlastnost P a
že má otevřené pokryt́ı O, které nemá konečné podpokryt́ı, a odvod́ıme spor.
Pro n = 1, 2, . . . uváž́ıme konečné 1/n-śıtě Sn (které existuj́ı podle lemmatu).
Kdyby každá koule v {B(x, 1/n) | x ∈ Sn} byla obsažena v nějaké množině
z O, z konečnosti Sn a z M =

⋃
x∈Sn

B(x, 1/n) by plynulo, že O má konečné
podpokryt́ı. Takže existuje takový bod xn ∈ Sn, že koule B(xn, 1/n) neńı
obsažena v žádné množině U ∈ O. Podle vlastnosti P má posloupnost (xn)
konvergentńı podposloupnost. Pro jednoduchost značeńı předpokládejme, že
už samotná (xn) konverguje a α ∈M je jej́ı limita:

xn → α.

Pak α ∈ U pro nějakou množinu U z O, a tedy B(α, r) ⊂ U pro nějaké
r > 0 (U je otevřená). Vezmeme N ∈ N tak veliké, že xN ∈ B(α, r/2) a
1/N < r/2. Dı́ky trojúhelńıkové nerovnosti

B(xN , 1/N) ⊂ B(α, r) ⊂ U,

což je spor.
Implikace ⇒. Ukážeme, že v kompaktńım metrickém prostoru (M,d) má

každá posloupnost (xn) ⊂ M konvergentńı podposloupnost. Řekneme, že
a ∈M je limitńım bodem posloupnosti (xn), když pro každé r > 0 je množina
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{n ∈ N | d(xn, a) < r} nekonečná. Pokud posloupnost (xn) má limitńı bod
a, dá se z ńı snadno vybrat podposloupnost konverguj́ıćı k a a jsme hotovi.
Budeme předpokládat, že (xn) nemá žádný limitńı bod a odvod́ıme spor.
Pro každý bod a z M tedy existuje ra > 0 takové, že množina

I(a) = {n ∈ N | xn ∈ B(a, ra)}

je konečná. Z pokryt́ı {B(a, ra) | a ∈ M} prostoru M vybereme konečné
podpokryt́ı dané body a1, a2, . . . , at. Protože množina

I = I(a1) ∪ I(a2) ∪ . . . ∪ I(at) ⊂ N

je konečná, I 6= N a můžeme zvolit č́ıslo N ∈ N\I. Pak xN 6∈ B(ai, rai
) pro

i = 1, 2, . . . , t a

xN 6∈
t⋃

i=1

B(ai, rai
) = M,

což je spor. 2

Př́ıklady. 1. Jak v́ıme z Matematické analýzy I, každá posloupnost (xn)
v intervalu [a, b] ⊂ R, kde −∞ < a ≤ b < ∞, má podposloupnost konver-
guj́ıćı k limitě lež́ıćı v [a, b]. Podle věty 8 je tedy interval [a, b] kompaktńı
podmnožina euklidovského prostoru R.

2. Odtud a s pomoćı 3 věty 7 dostáváme, že každý kvádr

[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn],

kde [ai, bi] jsou kompaktńı intervaly v R, je kompaktńı podmnožina Rn.

Množina X ⊂M v metrickém prostoru (M,d) je omezená, když existuje
koule B v M , která X obsahuje. Posloupnost (xn) ⊂ M jde k nekonečnu,
když pro nějaký bod a plat́ı limn→∞ d(a, xn) →∞. Z trojúhelńıkové nerovnosti
plyne, že pak plat́ı limn→∞ d(b, xn) →∞ pro každý bod b z M . Posloupnost
(xn) jdoućı k nekonečnu neńı konvergentńı a každá jej́ı podposloupnost jde k
nekonečnu, (xn) tedy nemá konvergentńı podposloupnost. Když je množina
X ⊂M neomezená, obsahuje posloupnost jdoućı k nekonečnu (vezmeme libo-
volně xn ∈ X\B(a, n) pro n = 1, 2, . . . a libovolný pevný bod a) a podle věty
8 neńı kompaktńı. Kompaktńı podmnožina tedy muśı být omezená. Také
v́ıme (z tvrzeńı 6), že kompaktńı podmnožina muśı být uzavřená. Shrnuto,
pro množinu X v metrickém prostoru máme implikaci

X je kompaktńı ⇒ X je uzavřená a omezená.
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V euklidovských prostorech plat́ı i opačná implikace.

Věta 9. Podmnožina euklidovského prostoru Rn je kompaktńı, právě když
je uzavřená a omezená.

Důkaz. Vı́me, že implikace ⇒ plat́ı pro každý metrický prostor. Nechť
naopak X ⊂ Rn je uzavřená a omezená. Z omezenosti plyne, že X ⊂ K =
[0, a]n pro nějaké a > 0. Krychle K je kompaktńı (viz př́ıklad 2) a (třeba
podle tvrzeńı 6) uzavřená. Množina X je uzavřená v Rn, je tedy uzavřená
i jako podmnožina K a proto kompaktńı jako podmnožina K (podle 1 věty
7). Odtud plyne, že X je kompaktńı i jako podmnožina Rn. 2

Následuj́ıćı dva př́ıklady však ukazuj́ı, že obecně opačná implikace neplat́ı.

Př́ıklady. 1. (Př́ıklad p. Heinze.) Nechť M je nekonečná množina a
(M,d) je diskrétńı metrický prostor: d(x, x) = 0 a d(x, y) = 1 pro x 6= y.
Pak M je uzavřená a omezená množina (B(a, 2) = M pro každý bod a),
ale jakákoli posloupnost x1, x2, . . . složená ze vzájemně r̊uzných prvk̊u nemá
konvergentńı podposloupnost, protože d(xm, xn) = 1 pro m 6= n, a (M,d)
neńı kompaktńı.

2. Nechť M = C(0, 1) s maximovou metrikou a f0 označuje identicky
nulovou funkci. Uzavřená jednotková koule B(f0, 1) v M je uzavřená a
omezená množina, ale posloupnost funkćı (fn) z B(f0, 1), kde

fn(x) =


1 pro 0 ≤ x ≤ 2−n−1

2− 2n+1x pro 2−n−1 ≤ x ≤ 2−n

0 pro 2−n ≤ x ≤ 1,

nemá konvergentńı podposloupnost, protože, opět,

d(fm, fn) = max
x∈[0,1]

|fm(x)− fn(x)| = 1

pro každé dva indexy m 6= n.

Partii o kompaktnosti zakonč́ıme přehledem d̊uležitých vlastnost́ı spo-
jitých zobrazeńı definovaných na kompaktech.

Věta 10. Nechť f : X → Y je spojité zobrazeńı mezi topologiemi (X,U) a
(Y,V), přičemž (X,U) je kompaktńı prostor.
1. Pokud Y = R, nabývá f na X svého maxima i minima.
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2. Je-li f bijekce a Y hausdorffovský, je inverzńı zobrazeńı f−1 spojité.
3. Jsou-li prostory X a Y metrizovatelné, je f stejnoměrně spojité.

Důkaz. 1. Obraz f(X) je kompaktńı podmnožina v R (podle 2 věty 7),
takže je uzavřená a omezená (podle věty 9). To znamená, že f(X) obsahuje
své supremum a infimum a má tedy největš́ı a nejmenš́ı prvek.

2. Podle tvrzeńı 4 stač́ı ověřit, že vzor každé uzavřené množiny Z ⊂ X
v zobrazeńı f−1 je uzavřená podmnožina v Y . Ale (f−1)−1(Z) = f(Z) a Z
je kompaktńı (podle 1 věty 7), takže f(Z) je kompaktńı podmnožina v Y
(podle 2 věty 7) a je tedy uzavřená (tvrzeńı 6).

3. Dokažte jako cvičeńı, dokazuje se úplně stejně jako stejnoměrná spoji-
tost funkce z C(0, 1). 2

V minulé přednášce jsme na př́ıkladu ukázali, že část 2 pro nekompaktńı X
nemuśı platit.
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4. přednáška 25. ř́ıjna 2005

1.5. Souvislé prostory. Podmnožina E topologického prostoru (X,U)
je obojetná, když je otevřená i uzavřená; např́ıklad množiny ∅ a X jsou obo-
jetné. Topologie (X,U) je nesouvislá, když obsahuje netriviálńı obojetnou
množinu, r̊uznou od ∅ a X. Podmnožina E je nesouvislá, je-li podprostor
indukovaný na E nesouvislý. Podmnožina nebo prostor, které nejsou nesou-
vislé, jsou souvislé. Souvislost je absolutńı vlastnost, která nezáviśı na pod-
či nadprostoru: je-li (X,U) podprostorem (Y,V), pak E ⊂ X je souvislá v
X, právě když je souvislá v Y .

Tvrzeńı 11. Nechť (X,U) je topologický prostor.
1. Podmnožina E ⊂ X je nesouvislá, právě když se dá pokrýt dvěma dis-
junktńımi otevřenými množinami, které ji obě prot́ınaj́ı:

∃A,B ∈ U : E ⊂ A ∪B,A ∩B = ∅, A ∩ E 6= ∅, B ∩ E 6= ∅.

Totéž plat́ı s uzavřenými množinami.
2. Prostor (X,U) je souvislý, právě když pro každé dva body a, b z X existuje
souvislá podmnožina E ⊂ X taková, že a, b ∈ E.
3. Jsou-li E,F ⊂ X souvislé podmnožiny a E ∩ F 6= ∅, potom i E ∪ F je
souvislá.

Důkaz. 1. Lehké cvičeńı na definici podprostoru.
2. Implikace ⇒ je jasná, polož́ıme E = X. Pro d̊ukaz implikace ⇐

předpokládejme, že prostor X má popsanou vlastnost, ale že současně je i
nesouvislý, má netriviálńı obojetnou podmnožinu K. Zvoĺıme body a ∈ K,
b ∈ X\K a souvislou podmnožinu F ⊂ X obsahuj́ıćı a i b. Pokryt́ı F ⊂
K ∪ (X\K) je ve sporu se souvislost́ı F (viz 1).

3. Nechť je množina E ∪F nesouvislá: podle 1 máme E ∪F ⊂ A∪B pro
dvě disjunktńı otevřené množiny A a B, které obě prot́ınaj́ı E ∪ F . Protože
E je souvislá, máme E ⊂ A nebo E ⊂ B (jinak by A i B prot́ınaly E) a
totéž plat́ı pro F . Všechny čtyři možnosti však dávaj́ı spor: E,F ⊂ A dává,
že B neprot́ıná E ∪ F (podobně E,F ⊂ B), a E ⊂ A,F ⊂ B (nebo naopak)
dává, že A ∩B 6= ∅. 2

Př́ıklad. Podmnožina E = {−2} ∪ [2, 7) euklidovského prostoru R je ne-
souvislá, např́ıklad

E ⊂ (−∞, 0) ∪ (0,∞)
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je pokryt́ı splňuj́ıćı 1 tvrzeńı 11.

Věta 12. Podmnožina E v euklidovském prostoru R je souvislá, právě když
je interval, to jest pro každé tři body x < y < z, kde x, z ∈ E, máme i
y ∈ E.

Důkaz. Dokážeme kontrapozice obou implikaćı, nejprve ¬ ⇐ ¬. Nechť
x < y < z jsou tři reálná č́ısla, x, z ∈ E a y 6∈ E. Polož́ıme

A = (−∞, y) a B = (y,∞).

Pak E ⊂ A ∪ B je pokryt́ı, které podle 1 tvrzeńı 11 ukazuje nesouvislost
množiny E.

Implikace ¬ ⇒ ¬. Nesouvislou množinuE pokryjeme uzavřenými množinami
A a B splňuj́ıćımi 1 tvrzeńı 11 a vezmeme dva (r̊uzné) body a ∈ A ∩ E a
b ∈ B ∩ E. Můžeme předpokládat, že a < b. Pokud [a, b] 6⊂ E, jsme hotovi
(existuje bod c mezi a a b takový, že c 6∈ E). Budeme předpokládat, že
[a, b] ⊂ E a odvod́ıme spor. Vezmeme

d = inf{x ∈ [a, b] | x ∈ B}.

Patrně d ∈ B (př́ıpad d = b ∈ B je jasný a pokud d < b, užijeme uzavřenost
B). Ale a 6∈ B, tud́ıž a < d ≤ b a [a, d) ⊂ A. Z uzavřenosti A plyne, že
d ∈ A. Tedy d ∈ A ∩B, což je spor. 2

Věta 13. Souvislost se zachovává dvěma operacemi.
1. Obraz spojitým zobrazeńım.
2. Kartézský součin.

Důkaz. 1. Nechť f : X → Y je spojité zobrazeńı mezi topologickými
prostory (X,U) a (Y,V), přičemž X je souvislý. Ukážeme, že f(X) je sou-
vislá podmnožina v Y . Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
f(X) = Y . Kdyby Y byl nesouvislý prostor a dal se vyjádřit jako disjunktńı
sjednoceńı dvou neprázdných otevřených množin A a B, stejné vyjádřeńı
bychom dostali pro prostor X za pomoci vzor̊u f−1(A) a f−1(B) (to jsou
otevřené množiny podle tvrzeńı 4) a X by byl nesouvislý.

2. Ukážeme, že součin (X × Y,W) souvislých topologíı (X,U) a (Y,V)
je souvislý. Použijeme 2 z tvrzeńı 11. Nechť a = (aX , aY ), b = (bX , bY ) jsou
dva body z X × Y . Označ́ıme X ′ = X × {aY } a Y ′ = {bX} × Y . Patrně
a, b ∈ X ′ ∪ Y ′ a stač́ı dokázat souvislost množiny X ′ ∪ Y ′. Topologie W
indukuje na X ′, resp. na Y ′, topologii homeomorfńı prostoru (X,U), resp.
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(Y,V), takže X ′ a Y ′ jsou souvislé podmnožiny v X × Y . Protože nav́ıc
(bX , aY ) ∈ X ′ ∩ Y , je množina X ′ ∪ Y ′ souvislá podle 3 tvrzeńı 11. 2

Důsledek 14. Nechť (X,U) je souvislý topologický prostor a f ∈ C(X,R).
Pak f(X) je interval. Spojitá reálná funkce na souvislém topologickém pros-
toru má tedy Darbouxovu vlastnost, nabývá všech mezihodnot.

Důkaz. Plyne hned z 1 věty 13 a z věty 12. 2

Podmnožina E topologického prostoru (X,U) je obloukově souvislá, když
pro každé dva jej́ı body a, b ∈ E existuje spojité zobrazeńı f : [0, 1] → E
(kde [0, 1] má euklidovskou a E indukovanou topologii) takové, že f(0) = a a
f(1) = b. Znamená to, že každé dva body z E se daj́ı spojit křivkou lež́ıćı v E;
tato křivka může sebe sama prot́ınat. Je vidět, že obloukově souvislá množina
je souvislá (podle věty 12 a 1 věty 13 je f([0, 1]) souvislá podmnožina v E,
takže E je souvislá podle 2 tvrzeńı 11). Na př́ıkladu ukážeme, že souvislost
je obecně slabš́ı vlastnost než oblouková souvislost. Poté ve větě 15 poṕı̌seme
d̊uležitou situaci, kdy ze souvislosti už oblouková souvislost vyplývá.

Př́ıklad. Uvažme množinu E ⊂ R2 s euklidovskou topologíı, definovanou
jako uzávěr grafu funkce sin(1/x) na intervalu (0, 1]:

E = E1 ∪ E2 = ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sin(1/x)) | x ∈ (0, 1]}.

Množina E je souvislá: E1 a E2 jsou obloukově souvislé a tedy souvislé
množiny, které jsou sice disjunktńı, ale každý bod v E1 je limitńım bodem
množiny E2, což implikuje souvislost E1∪E2 podobně jako v 3 tvrzeńı 11. E
však neńı obloukově souvislá: žádný bod v E1 nelze spojit s žádným bodem
v E2 křivkou lež́ıćı v E (proč přesně? dokažte podrobně jako cvičeńı).

Věta 15. Otevřená a souvislá podmnožina E v Rn je obloukově souvislá.

Důkaz. Na E zavedeme binárńı relaci ∼: a ∼ b, právě když se body
a a b daj́ı v E spojit křivkou. Jedná se o relaci ekvivalence. Reflexivita
(a ∼ a): vezmeme křivku f(x) = a pro každé x ∈ [0, 1]. Symetrie: pokud
a ∼ b prostřednictv́ım křivky f , pak zřejmě i b ∼ a prostřednictv́ım křivky
g(x) = f(1 − x). Tranzitivita: když a ∼ b a b ∼ c prostřednictv́ım křivek f
a g, pak křivka

h(x) =

{
f(2x) pro 0 ≤ x ≤ 1/2
g(2x− 1) pro 1/2 ≤ x ≤ 1
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(zde se hod́ı, že jsme povolili sebepr̊useč́ıky křivek—hmůže sebe sama prot́ınat,
i když f a g jsou prosté křivky) spojuje body a a c a lež́ı v E, takže a ∼ c.
Každý blok C ∈ E/∼ této ekvivalence je ale otevřená množina: když a ∈ C,
pak B(a, r) ⊂ E pro nějaké r > 0 (E je otevřená) a úsečka spojuj́ıćı libovolný
bod b ∈ B(a, r) s a lež́ı celá v B(a, r), takže b ∼ a, b ∈ C a B(a, r) ⊂ C.
Bloky v E/∼ jsou neprázdné otevřené množiny, které tvoř́ı rozklad množiny
E. Kdyby byly alespoň dva, E by se dala napsat jako disjunktńı sjedno-
ceńı dvou neprázdných otevřených množin (jeden blok a sjednoceńı ostatńıch
blok̊u) a E by byla nesouvislá. Proto je v E/∼ pouze jeden blok a každé
dva body v E se daj́ı spojit křivkou lež́ıćı v E. 2

Jako cvičeńı dokažte, že věta 15 plat́ı, i když jako křivky povoĺıme jen sebe
sama neprot́ınaj́ıćı lomené čáry.

Př́ıklady. 1. Uvedeme bez d̊ukaz̊u a podrobnost́ı dva výsledky ilustruj́ıćı
rozd́ıl mezi souvislost́ı a obloukovou souvislost́ı pro množiny v euklidovské
rovině. Jako K označ́ıme jednotkový čtverec [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 a jako H, D,
L a P označ́ıme jeho horńı, dolńı, levou a pravou stranu (H = [0, 1] × {1}
atd.). Dá se dokázat, že každé dvě obloukově souvislé množiny A,B ⊂ K
splňuj́ıćı A ∩D 6= ∅, A ∩H 6= ∅, B ∩ L 6= ∅ a B ∩ P 6= ∅ se musej́ı protnout,
A∩B 6= ∅. Pokud však po A a B budeme cht́ıt jenom, aby byly souvislé, už
toto tvrzeńı neplat́ı: lze sestrojit takové dvě souvislé podmnožiny čtverce K,
že jedna z nich prot́ıná horńı i dolńı stranu a druhá prot́ıná levou i pravou
stranu a přitom jsou disjunktńı; prostupuj́ı se nějak podobně jako srážej́ıćı
se galaxie!

2. Souvislost a nesouvislost množin se dá použ́ıt pro d̊ukazy nehome-
omorfnosti topologických prostor̊u. Např́ıklad euklidovské prostory R a R2

nejsou homeomorfńı, protože homeomorfismus zachovává souvislost a R se
vypuštěńım jednoho bodu rozpadne (stane se nesouvislou množinou), kdežto
R2 nikoli.
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5. přednáška 1. listopadu 2005

1.6. Úplné metrické prostory. Metrický prostor (M,d) je úplný, pokud
každá cauchyovská posloupnost v M je konvergentńı, tj. má limitu a ∈M .

Př́ıklady. 1. Jak v́ıme z Matematické analýzy I, R je úplný metrický pros-
tor. Jeho podprostory (0, 1] a Q (množina zlomk̊u) úplné nejsou, podprostor
[−5,∞) úplný je. Podobně Rn s euklidovskou metrikou je úplný.

2. Z Matematické analýzy II zase v́ıme, že C[a, b] s maximovou metrikou
je úplný. (Cauchyovská posloupnost funkćı z C[a, b] stejnoměrně konverguje
k nějaké funkci z C[a, b].) Pokud ale C[a, b] vybav́ıme integrálńı metrikou,
nedostaneme úplný prostor. Vezměme a = −1, b = 1 a posloupnost funkćı
(fn) definovanou jako

fn(x) =


−1 pro −1 ≤ x ≤ −n−1

nx pro −n−1 ≤ x ≤ n−1

1 pro n−1 ≤ x ≤ 1.

Patrně (fn) ⊂ C[−1, 1] a (fn) je cauchyovská posloupnost, protože prom ≤ n
máme

d(fm, fn) =
∫ 1

−1
|fm(x)− fn(x)| dx ≤

∫ 1/m

−1/m
1 dx = 2/m.

Neexistuje však funkce f ∈ C[−1, 1], pro ńıž by fn → f . Taková funkce f by
totiž, podle definice funkćı fn, musela být identicky −1 na intervalu [−1, 0)
a identicky 1 na intervalu (0, 1], což je (pro spojitou funkci) nemožné.

3. Kompaktńı metrický prostor je podle věty 8 vždy úplný. Naopak to
obecně neplat́ı, R je úplný a nekompaktńı metrický prostor.

4. Uvažme euklidovské metrické prostory R a (−π/2, π/2) a bijekci

f(x) = arctan(x) : R → (−π/2, π/2).

Je to homeomorfismus, protože f i inverz f−1(x) = tan(x) : (−π/2, π/2) →
R jsou spojitá zobrazeńı; f je dokonce stejnoměrně spojité. Prostory (−π/2, π/2)
a R jsou tedy nerozlǐsitelné jako topologické prostory. (Prakticky stejný
př́ıklad jsme uvedli na druhé přednášce.) Ovšem R je úplný metrický prostor,
ale (−π/2, π/2) nikoli. Je to zp̊usobeno t́ım, že inverz f−1 neńı stejnoměrně
spojitý. Uvid́ıme, že pokud nav́ıc ve stejnoměrně spojitém homeomorfismu
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mezi metrickými prostory je i inverz stejnoměrně spojitý, pak úplnost jed-
noho prostoru už vynucuje úplnost druhého.

Věta 16. Úplnost metrického prostoru se zachovává třemi operacemi.
1. Přechod k uzavřenému podprostoru.
2. Obraz prostým zobrazeńım f , pokud f i f−1 je stejnoměrně spojité.
3. Kartézský součin.

Důkaz (nebyl na přednášce). 1. Nechť (M,d) je úplný metrický prostor.
Pak dokonce plat́ı ekvivalence

E ⊂M je uzavřená množina ⇐⇒ podprostor (E, d) je úplný,

kterou si dokážete jako snadné cvičeńı.
2. Máme dokázat, že když mezi dvěma metrickými prostory (M,d) a

(N, e) existuje stejnoměrně spojitá bijekce f : M → N , jej́ıž inverz f−1 je
též stejnoměrně spojitý, potom M je úplný, právě když N je úplný.

Nechť N je úplný a (xn) je cauchyovská posloupnost v M . Lehce se vid́ı,
že (yn) = (f(xn)) je cauchyovská posloupnost v N . (Pro dané ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že d(a, b) < δ implikuje e(f(a), f(b)) < ε. Pro toto δ existuje
N ∈ N takové, že m,n ≥ N implikuje d(xm, xn) < δ. Pak z m,n ≥ N máme
e(ym, yn) = e(f(xm), f(xn)) < ε.) Nechť β ∈ N splňuje yn → b. Označme
α = f−1(β) ∈ M . Pro dané ε > 0 existuje δ > 0 takové, že e(a, b) < δ
implikuje d(f−1(a), f−1(b)) < ε (stejnoměrná spojitost f−1). Pak, protože
yn → β, existuje N ∈ N takové, že n ≥ N implikuje e(yn, β) < δ, a tedy
n ≥ N implikuje d(xn, α) = d(f−1(yn), f−1(β)) < ε. Takže xn → α.

3. Nechť (M1, d1) a (M2, d2) jsou dva úplné metrické prostory a

(N, d) = (M1 ×M2,
√
d2

1 + d2
2)

je jejich součin. Dokažte si jako cvičeńı, že (N, d) je rovněž úplný. 2

Zobrazeńı f : X → Y mezi dvěma metrickými prostory (M,d) a (N, e)
je kontrahuj́ıćı, pokud existuje č́ıslo q, 0 < q < 1, takové, že

∀x, y ∈M : e(f(x), f(y)) ≤ q · d(x, y).

Kontrahuj́ıćı zobrazeńı je zřejmě stejnoměrně spojité. Pevným bodem zo-
brazeńı f libovolné množiny X do sebe rozumı́me bod a z X splňuj́ıćı f(a) =
a. Posloupnost (xn) ⊂ X je posloupnost́ı iteraćı zobrazeńı f : X → X, když
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pro n = 1, 2, . . . plat́ı xn+1 = f(xn) (x1 ∈ X je libovolný startovaćı bod
iteraćı).

Věta 17 (Picardova-Banachova věta o pevném bodu). Každé kon-
trahuj́ıćı zobrazeńı f úplného metrického prostoru (M,d) do sebe má právě
jeden pevný bod. Nav́ıc každá posloupnost (xn) ⊂ M iteraćı zobrazeńı f
konverguje k tomuto pevnému bodu.

Důkaz. Uvažme libovolnou posloupnost iteraćı (xn) zobrazeńı f . Protože
f je kontrahuj́ıćı a xi = f(xi−1), máme odhad

d(xn+2, xn+1) ≤ qd(xn+1, xn) ≤ q2d(xn, xn−1) ≤ . . . ≤ qnd(x2, x1).

Z trojúhelńıkové nerovnosti pak plyne, že pro každé k, n ∈ N máme

d(xn+k, xn) ≤
k∑

i=1

d(xn+i, xn+i−1)

≤ d(x2, x1)
k∑

i=1

qn+i−2

≤ d(x2, x1)
∞∑
i=1

qn+i−2

= d(x2, x1)
qn−1

1− q
.

Odtud plyne, že (xn) je cauchyovská posloupnost. Dı́ky úplnosti prostoru M
má limitu a. Ze spojitosti f pak plyne, že a je pevným bodem f :

a = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(a).

Nechť a, b jsou dva pevné body f . Pak

d(a, b) = d(f(a), f(b)) ≤ qd(a, b),

což vynucuje d(a, b) = 0 a a = b. 2

Dokažte si jako cvičeńı, že věta plat́ı i za (zdánlivě) slabš́ıho předpokladu, že
kontrahuj́ıćı je pouze nějaká iterace f (n)(x) = f(f(. . . (f(x)))) zobrazeńı f .

Jako př́ıklad aplikace věty 17 si dokážeme (lokálńı) existenci a jednoznačnost
řešeńı y(x) diferenciálńı rovnice

(∗)
{
y(a) = b
y′(x) = f(x, y(x)).
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Zde f : R2 → R je zadaná funkce (“pravá strana rovnice”) a a, b ∈ R
jsou zadaná č́ısla. Hledáme takovou reálnou funkci y(x) a takový otevřený
interval I obsahuj́ıćı a, že y(x) je na I definovaná, y(a) = b (ř́ıkáme, že y(x)
splňuje počátečńı podmı́nku y(a) = b) a y(x) má I derivaci splňuj́ıćı pro každé
x ∈ I druhý vztah v (*), tj. vlastńı diferenciálńı rovnici.

Pod́ıvejme se např́ıklad na rovnici y(1) = −3 a y′(x) = y(x); zde a =
1, b = −3 a f(u, v) = v. Funkce y(x) = −3

e
exp(x) je jej́ım řešeńım na

každém otevřeném intervalu I 3 1.

Věta 18 (Picardova). Pokud f ∈ C(R2,R) a existuje konstanta M > 0
taková, že pro každá tři č́ısla u, v, w ∈ R plat́ı

|f(u, v)− f(u,w)| ≤M |v − w|,

pak každý bod a ∈ R má okoĺı I = (a − δ, a + δ), na němž má rovnice (*)
jednoznačné řešeńı y(x).

Důkaz (na přednášce jsem ho zvojtil). Budeme pracovat na intervalu
I = (a−δ, a+δ) pro nějaké δ > 0 a na jeho uzávěru J = [a−δ, a+δ]. Z vlast-
nost́ı Riemannova integrálu (výpočet Riemannova integrálu Newtonovým in-
tegrálem, Riemann̊uv integrál jako funkce horńı integračńı meze) plyne, že
pro spojitou funkci f je rovnice (*) ekvivalentńı rovnici

y(x) = b+
∫ x

a
f(t, y(t)) dt, x ∈ I

(je-li y(x) řešeńım jedné z rovnic, je řešeńım i druhé). Ukážeme, že pro
dostatečně malé δ má na intervalu I posledńı rovnice—a tedy i rovnice (*)—
jednoznačné řešeńı y(x). Pravá strana posledńı rovnice definuje zobrazeńı A,
které funkci y(x) spojité na J přǐrad́ı funkci

A(y(x)) = z(x) = b+
∫ x

a
f(t, y(t)) dt.

Integrál je spojitou funkćı své horńı integračńı meze, takže funkce z(x) je na J
rovněž spojitá (dokonce má na J spojitou prvńı derivaci: z′(x) = f(x, y(x)),
ale to nebudeme potřebovat). Máme tedy zobrazeńı

A : C[a− δ, a+ δ] → C[a− δ, a+ δ]

a potřebujeme ukázat, že A má pro dostatečně malé δ jednoznačný pevný
bod, A(y) = y.
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Pro tento účel vybav́ıme C[a− δ, a+ δ] maximovou metrikou d(·, ·), č́ımž
dostaneme úplný metrický prostor (viz př́ıklad 2), a použijeme větu 17.
Ukážeme, že pro dostatečně malé δ je A kontrahuj́ıćı zobrazeńı. Nechť y(x)
a z(x) jsou dvě funkce z C[a− δ, a+ δ]. Pak

d(A(y), A(z)) = max
x∈J

|A(y)(x)− A(z)(x)|

= max
x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
f(t, y(t)) dt−

∫ x

a
f(t, z(t)) dt

∣∣∣∣
= max

x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
(f(t, y(t))− f(t, z(t))) dt

∣∣∣∣
≤ max

x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
|f(t, y(t))− f(t, z(t))| dt

∣∣∣∣
≤ max

x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
M |y(t)− z(t)| dt

∣∣∣∣
≤ max

x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
M max

t∈J
|y(t)− z(t)| dt

∣∣∣∣
= max

x∈J

∣∣∣∣∫ x

a
Md(y, z) dt

∣∣∣∣
= Mδd(y, z).

Zvoĺıme-li δ ≤ 1
2M

, máme d(A(y), A(z)) ≤ 1
2
d(y, z) pro libovolné dvě funkce

z C[a−δ, a+δ] a zobrazeńı A je kontrahuj́ıćı. Podle věty 17 má jednoznačný
pevný bod a věta 18 je dokázána. 2

Když reálná funkce dvou proměnných f(u, v) splňuje pro nějakou konstantu
M > 0 na množině D ⊂ R2 podmı́nku věty 18, to jest

|f(u, v)− f(u,w)| ≤M |v − w|, ∀ (u, v), (u,w) ∈ D,

řekneme, že f je na D lipschitzovská nebo že na D splňuje Lipschitzovu
podmı́nku (pro druhou proměnnou). Funkce f(u, v) = v z př́ıkladu před
větou 18 je lipschitzovská na celém R2, třeba s konstantou M = 1. Funkce
b exp(−a) exp(x) je proto pro každé a, b ∈ R jednoznačným lokálńım řešeńım
diferenciálńı rovnice y(a) = b, y′(x) = y(x).

Podmı́nka lipschitzovskosti na celém R2 je zbytečně silná a v praxi mno-
hdy neńı splněna. Stač́ı však jej́ı lokálńı splněńı. Dokažte si jako cvičeńı, že
věta 18 plat́ı i za tohoto slabš́ıho předpokladu: existuje h > 0 takové, že f
je na čtverci (a− h, a+ h)× (b− h, b+ h) spojitá a lipschitzovská.
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Kapitola 2 — diferenciálńı a integrálńı počet funkćı v́ıce
proměnných

2.1. Velmi stručně o normovaných prostorech a prostorech se
skalárńım součinem. Normovaný vektorový prostor (NVP) je vektorový
prostor X nad tělesem R, který je vybaven zobrazeńım ‖ · ‖ : X → R,
zvaným norma, splňuj́ıćım tři axiomy (pro všechny x, y ∈ X a λ ∈ R):

a) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 (positivńı definitnost),
b) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogenita) a
c) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Normovaný vektorový prostor je přirozeným zp̊usobem i metrickým pros-
torem: funkce d(x, y) := ‖x− y‖ je metrika (ověřte jako cvičeńı). Protože se
zrodila z normy, je translačně invariantńı: d(x+z, y+z) = d(x, y). Banach̊uv
prostor 3 je úplný NVP, tj. odvozená metrika je úplná.

Metriky dp(·, ·) na Rn, pro p ≥ 1 a p = ∞ (viz 1. přednáška), jsou
odvozeny z norem

‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, resp. ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Podobně i pro analogické metriky na prostoru spojitých funkćı C[a, b].

3Nazvaný podle polského matematika Stefana Banacha (1892–1945).
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6. přednáška 8. listopadu 2005

Vektorový prostor se skalárńım součinem (VPSS) je vektorový prostor X
nad tělesem R, který je vybaven zobrazeńım 〈·, ·〉 : X × X → R, zvaným
skalárńı součin, splňuj́ıćım tři axiomy (pro všechny x, x′, y ∈ X a κ, λ ∈ R):

a) 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0 (positivńı definitnost),
b) 〈κx+ λx′, y〉 = κ〈x, y〉+ λ〈x′, y〉 (bilinearita) a
c) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (symetrie).

Na rozd́ıl od metriky a normy může skalárńı součin nabývat záporných hod-
not. Př́ıkladem VPSS je euklidovský prostor Rm se skalárńım součinem

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xmym

nebo prostor C[a, b] se skalárńım součinem

〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x) dx.

Věta 1 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Ve VPSS X pro každé dva
vektory x, y ∈ X plat́ı nerovnost

〈x, y〉2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.

Rovnost nastává, právě když je jeden z vektor̊u skalárńım násobkem druhého:
x = λy pro λ ∈ R.

Důkaz. Byl v Lineárńı algebře, proto ho zde neuvád́ıme. 2

Na každém VPSS máme i normu: uvažme zobrazeńı

‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

Prvńı dva axiomy normy jsou zřejmě splněny. Trojúhelńıková nerovnost
plyne z věty 1:

〈x, y〉2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 =⇒ 〈x, y〉 ≤
√
〈x, x〉〈y, y〉

⇐⇒ 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2〈x, y〉 ≤
(√

〈x, x〉+
√
〈y, y〉

)2

⇐⇒ 〈x+ y, x+ y〉 ≤
(√

〈x, x〉+
√
〈y, y〉

)2

⇐⇒ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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Hilbert̊uv prostor 4 je úplný VPSS, tj. odvozená metrika

d(x, y) :=
√
〈x− y, x− y〉

je úplná.
Každý vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·, ·〉 je normovaným vek-

torovým prostorem (‖x‖ =
√
〈x, x〉), tedy i metrickým prostorem (d(x, y) =

‖x− y‖) a tedy i topologickým prostorem.

2.2. Lokálńı lineárńı aproximace funkćı v́ıce proměnných. Budeme
pracovat v euklidovském VPSS Rm s normou

|x| = ‖x‖ = ‖x‖2 =

√√√√ m∑
i=1

x2
i .

Nechť D ⊂ Rm je otevřená množina, f : D → R je funkce a a ∈ D je
bod. Derivace funkce f v bodě a ve směru v ∈ Rm, v 6= 0, nebo také směrová
derivace, je limita

Dvf(a) := lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t

(pokud existuje). Představte si D jako oblast v tř́ırozměrném euklidovském
prostoru, jej́ıž teplotu měř́ı funkce f a kterou prolétá bodem a po př́ımočaré
dráze, s vektorem rychlosti v, nějaká částice. Směrová derivace Dvf(a) pak
udává okamžitou změnu teploty částice v okamžiku, kdy se nacháźı v bodu
a.

Parciálńı derivace funkce f v bodě a podle proměnné xi je směrová derivace
Dei

f(a), kde ei je i-tý vektor kanonické báze, tj.

ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . , 0)

s 1 na i-tém mı́stě; znač́ıme ji ∂f
∂xi

(a). Explicitně,

∂f

∂xi

(a) = lim
h→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , am)− f(a1, a2, . . . , am)

h
.

4Nazvaný podle německého matematika Davida Hilberta (1862–1943).
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Když má f parciálńı derivaci podle xi v každém bodě D, dostáváme funkci
∂f
∂xi

: D → R. Vektor hodnot všech parciálńıch derivaćı funkce f v bodě a
je gradient funkce f v a,

∇f(a) := ( ∂f
∂x1

(a), ∂f
∂x2

(a), . . . , ∂f
∂xm

(a)).

Poč́ıtat parciálńı derivace umı́me, při výpočtu ∂f
∂xi

jsou všechny proměnné
kromě xi konstanty a f derivujeme jako funkci jediné proměnné xi. Např́ıklad

∂(x3y sin(yz) + x log z)

∂y
= x3(sin(yz) + zy cos(yz)).

Řekneme, že funkce f má v bodě a (totálńı) diferenciál nebo že f je v a
diferencovatelná, pokud existuje lineárńı zobrazeńı L : Rm → R takové, že

lim
‖h‖→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

‖h‖
= 0.

Toto lineárńı zobrazeńı L nazýváme diferenciálem a znač́ıme Df(a); jeho
hodnota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h).

Přepis definic směrové derivace, parciálńı derivace a diferenciálu dává
lokálńı aproximace př́ır̊ustku funkčńı hodnoty lineárńımi výrazy v př́ır̊ustku
argumentu:

f(a+ tv) = f(a) + Dvf(a) · t+ o(t)

f(a+ tei) = f(a) +
∂f

∂xi

(a) · t+ o(t)

f(a+ h) = f(a) + Df(a)(h) + o(‖h‖).

V prvńıch dvou rovnićıch je t reálné č́ıslo, t → 0, a aproximace plat́ı pouze
pro argumenty funkce f lež́ıćı na př́ımce jdoućı bodem a ve směru v, resp.
ve směru i-té souřadnicové osy. Ve třet́ı rovnici h prob́ıhá Rm, ‖h‖ → 0,
a aproximace plat́ı pro všechny argumenty funkce f (rozumnou aproximaci
ovšem dostaneme jen v nějakém malém okoĺı bodu a). Diferencovatelnost
je daleko silněǰśı požadavek na f než požadavek existence směrových nebo
parciálńıch derivaćı.

Př́ıklady. 1. Funkce f = f(x, y) : R2 → R definovaná jako 1 na množině
{(x, y) ∈ R2 : y = x2, x 6= 0} a jako 0 pro všechny zbylé body roviny má v
počátku všechny směrové derivace (jsou rovné nule), ale neńı tam spojitá.
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2. Podobně, definujeme-li f jako 1 na souřadnicových osách, tj. na
množině {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}, a jako 0 pro všechny zbylé body roviny,
má f v počátku obě parciálńı derivace (jsou rovné nule), ale kromě nich už
žádnou daľśı směrovou derivaci.

3. Vraťme se k př́ıkladu s částićı z definice směrové derivace. Předpokládejme,
že funkce f : D → R (D ⊂ Rm je otevřená množina a třeba m = 3) je difer-
encovatelná v a ∈ D a představujme si ji zase jako teplotu bod̊u oblasti
prostoru D. Bodem a prolétá částice po křivočaré dráze γ : [0, 1] → D, kde
γ = (γ1, γ2, . . . , γm), γi : D → R, γ(u) = a (částice je v a v čase u ∈ (0, 1))
a všechny funkce γi maj́ı v u vlastńı derivaci. V okamžiku, kdy se částice
nacháźı v bodě a, má vektor rychlosti

v = (γ′1(u), γ
′
2(u), . . . , γ

′
m(u)).

Jaká je v této chv́ıli jej́ı okamžitá změna teploty? Pro t → 0 a 1 ≤ i ≤ m
máme

γi(u+ t) = γi(u) + γ′i(u)t+ o(t),

což dává γ(u + t) = γ(u) + tv + α(t) = a + tv + α(t), kde ‖α(t)‖ = o(t).
Pro h ∈ Rm, ‖h‖ → 0, máme f(a + h) = f(a) + Df(a)(h) + β(h), kde
β(h) = o(‖h‖). Takže, pro t→ 0,

f(γ(u+ t))− f(γ(u))

t
=

f(a) + Df(a)(tv + α(t)) + β(tv + α(t))− f(a)

t

=
tDf(a)(v) + Df(a)(α(t)) + β(tv + α(t))

t

= Df(a)(v) + Df(a)(1
t
α(t)) +

β(tv + α(t))

t
= Df(a)(v) + o(1).

Okamžitá změna teploty se tedy rovná Df(a)(v) a je stejná pro všechny dráhy
částice, na nichž má v bodě a vektor rychlosti v.

Pojem diferenciálu rozš́ı̌ŕıme na obecněǰśı situaci, kdy f : D → Rn

(D ⊂ Rm je otevřená množina) je zobrazeńı dané n-tićı reálných funkćı:
f = (f1, f2, . . . , fn) a fi : D → R. Řekneme, že zobrazeńı f má v bodě
a diferenciál nebo že tam je diferencovatelné, existuje-li lineárńı zobrazeńı
L : Rm → Rn takové, že

lim
‖h‖→0

‖f(a+ h)− f(a)− L(h)‖
‖h‖

= 0.
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Lineárńı zobrazeńı L znač́ıme Df(a). Z aproximačńıho pohledu to opět zna-
mená, že f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+α(h), kde pro ‖h‖ → 0 máme ‖α(h)‖ =
o(‖h‖). Diferenciál je určen jednoznačně: kdyby K a L byly dva r̊uzné difer-
enciály zobrazeńı f v bodě a, pak K(v) − L(v) = c je nenulový vektor pro
nějaký nenulový vektor v ∈ Rm a tedy ‖K(tv)−L(tv)‖ = ‖tc‖ = |t| · ‖c‖ pro
každé t > 0, což je ve sporu s ‖K(h)− L(h)‖ = o(‖h‖) pro ‖h‖ → 0.

Tvrzeńı 2. Nechť D ⊂ Rm je otevřená množina, a ∈ D je bod a f : D →
Rn je zobrazeńı.
1. Zobrazeńı f je diferencovatelné v a, právě když každá z n souřadnicových
funkćı fi je diferencovatelná v a. Nav́ıc

Df(a) = (Df1(a),Df2(a), . . . ,Dfn(a)).

2. Je-li zobrazeńı f diferencovatelné v a, je v a spojité.
3. Nechť n = 1, tj. f je reálná funkce o m proměnných, a f je diferencov-
atelná v a. Pak f má v a všechny parciálńı derivace a jejich hodnoty určuj́ı
diferenciál:

Df(a)(h) =
∂f

∂x1

(a)h1 +
∂f

∂x2

(a)h2 + · · ·+ ∂f

∂xm

(a)hm

= 〈∇f(a), h〉.

Funkce f má v a rovněž všechny směrové derivace a plat́ı Dvf(a) = Df(a)(v).

Důkaz. 1. Cvičeńı na definice. Pro odhad chyby v lineárńıch aproximaćıch
diferenciály si uvědomte, že pro v ∈ Rn plat́ı |vi| ≤ ‖v‖ ≤ |v1|+|v2|+· · ·+|vn|.

2. Plyne hned z definice diferenciálu.
3. Z linearity diferenciálu L = Df(a) máme

L(h) = L(h1e1 + h2e2 + · · ·+ hmem) = α1h1 + · · ·+ αmhm,

kde αi = L(ei) (ei je i-tý vektor kanonické báze). Ovšem, pro t→ 0,

f(a+ tei)− f(a)

t
=
L(tei) + o(‖tei‖)

t
= αi + o(1),

takže αi = ∂f
∂xi

(a). Tvrzeńı o směrové derivaci plyne z jej́ı definice a z právě
dokázané formule pro diferenciál. 2
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V obecném př́ıpadu zobrazeńı f : D → Rn je diferenciál L = Df(a) : Rm →
Rn reprezentován n×m matićı:

L(h) =


L(h)1

L(h)2
...

L(h)n

 =


l1,1 l1,2 . . . l1,m

l2,1 l2,2 . . . l2,m
...

... · · · ...
ln,1 ln,2 . . . ln,m




h1

h2
...
hm

 .

Podle bod̊u 1 a 3 posledńıho tvrzeńı má tato matice v i-tém řádku gradient
souřadnicové funkce fi v bodě a, takže li,j = ∂fi

∂xj
(a).

Důsledek 3. Diferenciál zobrazeńı f : D → Rn v bodě a ∈ D, kde D ⊂ Rm

je otevřená množina a f má souřadnicové funkce f = (f1, f2, . . . , fn), je dán
tzv. Jacobiho matićı5 zobrazeńı f v bodě a,

(
∂fi

∂xj

(a)

)n,m

i,j=1

=


∂f1

∂x1
(a) ∂f1

∂x2
(a) . . . ∂f1

∂xm
(a)

∂f2

∂x1
(a) ∂f2

∂x2
(a) . . . ∂f2

∂xm
(a)

...
... · · · ...

∂fn

∂x1
(a) ∂fn

∂x2
(a) . . . ∂fn

∂xm
(a)

 .

Je-li tato matice čtvercová, nazývá se jej́ı determinant jacobiánem.

5Nazvaná podle německého matematika Carla Jacobiho (1804–1851).
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7. přednáška 15. listopadu 2005

Viděli jsme, že diferencovatelnost implikuje existenci parciálńıch derivaćı.
Nyńı dokážeme, že naopak existence parciálńıch derivaćı v okoĺı bodu a jejich
spojitost v něm implikuj́ı diferencovatelnost.

Tvrzeńı 4. Nechť U ⊂ Rm je okoĺı bodu a ∈ Rm. Pokud má funkce
f : U → R na U všechny parciálńı derivace a ty jsou v bodě a spojité, pak
je f v bodě a diferencovatelná.

Důkaz. (Na přednášce řečena jen hlavńı myšlenka.) Můžeme předpokládat,
že a = 0 je počátek souřadnic. Pro h ∈ Rm, ‖h‖ → 0, máme ∂if(h) =
∂if(0)+o(1) (spojitost ∂if v počátku). Počátek a bod h spojuje jednoznačně
určená lomená čára s = s1 . . . sm, jej́ıž i-tá úsečka si = aibi má směr i-té
souřadnicové osy xi:

ai = (h1, h2, . . . , hi−1, 0, 0, . . . , 0) a bi = (h1, h2, . . . , hi, 0, 0, . . . , 0),

takže a1 = 0, bi = ai+1 pro 1 ≤ i ≤ m − 1 a bm = h. Na si se f chová jako
funkce jedné proměnné xi, s derivaćı rovnou ∂if . Podle Lagrangeovy věty o
středńı hodnotě máme

f(bi)− f(ai) = ∂if(ζi)hi,

kde ζi je nějaký bod lež́ıćı uvnitř si. Odtud

f(h)− f(0) =
m∑

i=1

f(bi)− f(ai)

=
m∑

i=1

∂if(ζi)hi

=
m∑

i=1

(∂if(0) + o(1))hi

=
m∑

i=1

∂if(0)hi + o(‖h‖)

(‖h‖ ≤ |h1|+ · · ·+ |hm|), pročež je f diferencovatelná v počátku. 2

Tvrzeńı 5 zobecňuje Lagrangeovu větu o středńı hodnotě na funkce v́ıce
proměnných a d̊usledek 6 zobecňuje fakt, že nulovost derivace implikuje (za
jistých předpoklad̊u) konstantnost funkce.
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Tvrzeńı 5. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, u = ab je úsečka lež́ıćı v U
a funkce f : U → R je spojitá na úsečce u a diferencovatelná v každém jej́ım
bodě, s možnou výjimkou krajńıch bod̊u a a b. Pak existuje takový vnitřńı bod
ζ úsečky u, že

f(b)− f(a) = Df(ζ)(b− a).

Důkaz. Polož́ıme F (t) = f(a+ th), kde h = b− a a reálné č́ıslo t prob́ıhá
interval [0, 1]. Funkce F je patrně spojitá na [0, 1] a v t ∈ (0, 1) má derivaci

F ′(t) = lim
∆→0

f(a+ th+ ∆h)− f(a+ th)

∆

= lim
∆→0

Df(a+ th)(∆h) + o(‖∆h‖)
∆

= Df(a+ th)(h).

Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě existuje t0 ∈ (0, 1) takové, že
F (1)− F (0) = F ′(t0). Odtud

f(b)− f(a) = F (1)− F (0) = F ′(t0) = Df(a+ t0h)(h) = Df(ζ)(h),

kde ζ = a+ t0h. 2

Důsledek 6. Pokud reálná funkce m proměnných má v každém bodě otevřené
a souvislé množiny nulový diferenciál, je na této množině konstantńı.

Důkaz. Nechť U ⊂ Rm je otevřená a souvislá množina a funkce f : U → R
je v každém bodě a ∈ U diferencovatelná a Df(a) je vždy nulové (lineárńı)
zobrazeńı. Vezmeme dva libovolné body a, b ∈ U a spoj́ıme je lomenou čarou
s = s1s2 . . . sr lež́ıćı v U (což je možné, viz věta 15 v kapitole 1 a následuj́ıćı
cvičeńı). Pro libovolnou úsečku si = aibi z s máme podle předchoźıho tvrzeńı
a předpokladu o f , že

f(ai)− f(bi) = Df(ζ)(ai − bi) = 0

(zde ζ je nějaký vnitřńı bod si), tedy f(ai) = f(bi). Hodnoty funkce f na
konćıch všech úseček si jsou proto všechny stejné a speciálně f(a) = f(b). 2

Geometrie gradientu a diferenciálu. Mějme funkci f : U → R o m
proměnných, která je definovaná na nějakém okoĺı U bodu a ∈ Rm. Zk-
oumáme jej́ı okamžité př́ır̊ustky

Dvf(a) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
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v bodě a ve směrech jednotkových vektor̊u v ∈ Rm, ‖v‖ = 1. Zaj́ımá nás,
pro který směr je př́ır̊ustek co největš́ı. Když je f v a diferencovatelná, pak
podle tvrzeńı 2 a věty 1 máme

|Dvf(a)| = |Df(a)(v)| = |〈∇f(a), v〉| ≤ ‖∇f(a)‖ · ‖v‖ = ‖∇f(a)‖.

Podle věty 1 se rovnost nabývá, právě když v je skalárńım násobkem ∇f(a),
to jest právě pro dva vektory

v+ =
∇f(a)

‖∇f(a)‖
a v− = − ∇f(a)

‖∇f(a)‖
.

Ve směru v+ svého normovaného gradientu tedy f roste nejrychleji a v
opačném směru v− stejnou měrou nejrychleji klesá:

Dv+f(a) = 〈∇f(a), v+〉 = ‖∇f(a)‖ a Dv−f(a) = 〈∇f(a), v−〉 = −‖∇f(a)‖.

Nyńı zobecńıme pojem tečny ke grafu funkce jedné proměnné na (nad)rovinu
tečnou ke grafu funkce v́ıce proměnných. Pro jednoduchost značeńı se omeźıme
jen na př́ıpad tečné roviny a dvou proměnných; obecná tečná nadrovina ke
grafu funkce m proměnných se zavád́ı analogicky.

Nechť (x0, y0) ∈ D ⊂ R2, kde D je otevřená množina v rovině, a f :
D → R je funkce. Jej́ı graf

P = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

je plocha v 3-rozměrném euklidovském prostoru; P obsahuje bod (x0, y0, z0),
kde z0 = f(x0, y0). Předpokládejme, že funkce f je v bodě (x0, y0) diferen-
covatelná. Tvrd́ıme, že potom mezi všemi rovinami z = L(x, y) (L je afinńı
funkce dvou proměnných), které obsahuj́ı bod (x0, y0, z0), je pouze jediná
splňuj́ıćı (pro (x, y) → (x0, y0)) aproximaci

f(x, y) = L(x, y) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2),

totiž rovina

T (x, y) = z0 +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0).

To plyne hned z existence diferenciálu a jeho jednoznačnosti, protože zřejmě
Df(x0, y0)(x, y) = T (x, y)− z0. Graf funkce T (x, y),

T = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, z = T (x, y)}
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se nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce f v bodě (x0, y0, z0).
Rovnici tečné roviny z = T (x, y) přeṕı̌seme ve tvaru

∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) − (z − z0) = 0

〈V, (x− x0, y − y0, z − z0)〉 = 0,

kde V ∈ R3 je vektor

V =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Označ́ıme-li X = (x, y, z) a X0 = (x0, y0, z0), můžeme tečnou rovinu T defi-
novat jako

T = {X ∈ R3 | 〈V,X −X0〉 = 0}.

Je tedy tvořena právě těmi body, jejichž směrové vektory k bodu X0 jsou
kolmé na V . Vektor V se nazývá normálovým vektorem ke grafu funkce f v
bodě X0.

2.3. Poč́ıtáńı s diferenciály a parciálńımi derivacemi. Pro dvě funkce
f, g : U → R, které jsou definované na okoĺı U ⊂ Rm bodu a ∈ U a maj́ı
v bodě a i-tou parciálńı derivaci, máme pro i-tou parciálńı derivaci jejich
lineárńı kombinace, součinu a pod́ılu stejné vzorce jako v př́ıpadě funkćı
jedné proměnné (mı́sto ∂f

∂xi
ṕı̌seme ∂if):

∂i(κf + λg)(a) = κ∂if(a) + λ∂ig(a)

∂i(fg)(a) = g(a)∂if(a) + f(a)∂ig(a)

∂i(f/g)(a) =
g(a)∂if(a)− f(a)∂ig(a)

g(a)2
(pokud g(a) 6= 0).

Tyto vzorce fakticky jsou vzorce pro funkce jedné proměnné, protože ∂i se
poč́ıtá z funkce závisej́ıćı jen na xi.

Tvrzeńı 7. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, a ∈ U a f, g : U → R
jsou dvě funkce, obě diferencovatelné v bodě a.
1. Pro všechny κ, λ ∈ R je i funkce κf + λg diferencovatelná v a a jej́ı
diferenciál v a se rovná

κDf(a) + λDg(a).
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2. Součinová funkce fg je diferencovatelná v a a jej́ı diferenciál v a se rovná

g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).

3. Pokud g(a) 6= 0, je pod́ılová funkce f/g diferencovatelná v a a jej́ı
diferenciál v a se rovná

1

g(a)2

(
g(a)Df(a)− f(a)Dg(a)

)
.

Důkaz. Tyto vzorce plynou z analogických vzorc̊u pro parciálńı derivace a
z 3 tvrzeńı 2. 2

Poznamenejme, že vzorec pro diferenciál lineárńı kombinace v 1 plat́ı i obecněji
pro zobrazeńı f, g : U → Rn.

V následuj́ıćı větě budeme skládáńı funkćı a zobrazeńı zapisovat v pořad́ı
zprava doleva podle pořad́ı aplikace: (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Věta 8. Nechť
f : U → V, g : V → Rk

jsou dvě zobrazeńı, kde U ⊂ Rm a V ⊂ Rn jsou otevřené množiny. Předpokládejme,
že zobrazeńı f je diferencovatelné v bodě a ∈ U a g je diferencovatelné v bodě
b = f(a) ∈ V . Potom složené zobrazeńı

g ◦ f = g(f) : U → Rk

je diferencovatelné v bodě a a jeho diferenciál v a se rovná složenině difer-
enciál̊u zobrazeńı f a g:

D(g ◦ f)(a) = Dg(b) ◦Df(a).

Speciálńı př́ıpad této věty (m = 1 a k = 1) jsme už vlastně dokázali na 6.
přednášce v př́ıkladu 3 o částici, takže v́ıme, jak na to. Udělejme teď ale
pořádný d̊ukaz. (Následuj́ıćı pasáž až po str. 7, d̊ukaz věty 8, z časových
d̊uvod̊u nebyla na přednášce.)

Pro zobrazeńı z : U → Rn definované v okoĺı počátku U ⊂ Rm budeme
psát stručně z(x) = o(x) mı́sto ‖z(x)‖ = o(‖x‖) a z(x) = O(x) mı́sto
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‖z(x)‖ = O(‖x‖); zde bereme vždy x → 0. Značeńı z(x) = o(x) je tedy
zkratka pro

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ < ε‖x‖

a z(x) = O(x) je zkratka pro

∃c > 0 ∃δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ < c‖x‖.

aPřipomeneme několik jednoduchých vlastnost́ı symbol̊u o aO, které ponecháme
čtenáři jako cvičeńı. Pokud z(x) je lineárńı zobrazeńı, pak z(x) = O(x).
(Tato samozřejmost obecně neplat́ı ve vektorových prostorech s nekonečně
mnoha rozměry!) Pokud z(x) = o(x), pak i z(x) = O(x). Pokud máme dvě
taková zobrazeńı z1, z2 : U → Rn a z = z1 + z2, potom (i = 1, 2)

zi(x) = o(x) ⇒ z(x) = o(x) a zi(x) = O(x) ⇒ z(x) = O(x).

Speciálně, z1(x) = o(x) a z2(x) = O(x) implikuj́ı z(x) = O(x). Obdobné
vlastnosti symbol̊u o a O při skládáńı zobrazeńı se dokazuj́ı rovněž snadno,
ale stoj́ı za zd̊urazněńı—jsou kĺıčové v d̊ukazu věty 8.

Lemma. Nechť u : U → V a v : V → Rk jsou zobrazeńı, přičemž U ⊂ Rm

a V ⊂ Rn jsou okoĺı počátk̊u souřadnic.
1. Pokud u(x) = o(x) a v = O(x), pak v(u(x)) = o(x).
2. Pokud u(x) = O(x) a v(x) = o(x), pak v(u(x)) = o(x).

Důkaz. Cvičeńı. 2

Důkaz věty 8. V okoĺı počátk̊u souřadnic máme aproximace

g(b+ h) = g(b) + Dg(b)(h) + γ(h) a f(a+ h) = f(a) + Df(a)(h) + β(h),

kde γ(h) i β(h) je o(h). Rozd́ıl f(a+ h)− f(a) si označ́ıme jako ∆(h). Pak
f(a+ h) = f(a) + ∆(h) = b+ ∆(h) a ∆(h) = Df(a)(h) + β(h). Takže

(g ◦ f)(a+ h)− (g ◦ f)(a) = g(f(a+ h))− g(f(a))

= Dg(b)(∆(h)) + γ(∆(h))

= Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h))

= (Dg(b) ◦Df(a))(h) + α(h),

kde
α(h) = Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h)).
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Prvńı sč́ıtanec definuj́ıćı α(h) je o(h) podle 1 lemmatu a druhý je o(h) podle
2 lemmatu. Celkem α(h) = o(h) a g ◦ f má v a diferenciál rovný lineárńımu
zobrazeńı Dg(b) ◦Df(a). 2

Z lineárńı algebry v́ıme, že matice lineárńıho zobrazeńı g ◦ f složeného
z lineárńıch zobrazeńı f a g se dostane jako součin matice zobrazeńı g a
matice zobrazeńı f (v tomto pořad́ı). Jacobiho matice zobrazeńı f v bodě a
je matice lineárńıho zobrazeńı Df(a) vzhledem ke kanonické bázi a jej́ı prvky
jsou hodnoty parciálńıch derivaćı souřadnicových funkćı v bodě a (d̊usledek
3). Na úrovni popisu Jacobiho maticemi tak věta 8 dává následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 9. Za situace popsané v předchoźı větě je Jacobiho matice složeného
zobrazeńı h = g ◦ f v bodě a rovna součinu Jacobiho matice zobrazeńı g v
bodě b = f(a) a Jacobiho matice zobrazeńı f v bodě a:

(
∂hi

∂xj

(a)

)k,m

i,j=1

=

(
∂gi

∂xj

(b)

)k,n

i,j=1

(
∂fi

∂xj

(a)

)n,m

i,j=1

=

(
n∑

r=1

∂gi

∂xr

(b) · ∂fr

∂xj

(a)

)k,m

i,j=1

.

Speciálně pro k = 1, kdy funkce h o m proměnných je složeninou

h = g(f1, f2, . . . , fn)

funkce g o n proměnných a n funkćı fi, z nichž každá má m proměnných,
dostáváme řet́ızkové pravidlo pro parciálńı derivaci složené funkce:

∂h

∂xi

(a) =
n∑

j=1

∂g

∂xj

(f(a)) · ∂fj

∂xi

(a)

= 〈∇g(f(a)), ∂if(a)〉,

kde i = 1, 2, . . . ,m, f = (f1, f2, . . . , fn) a ∂if = (∂if1, ∂if2, . . . , ∂ifn).
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8. přednáška 22. listopadu 2005

Věta 8 je dalekosáhlým zobecněńım formule pro derivaci složené funkce jedné
proměnné. V tomto okamžiku se nab́ıźı otázka, jak to je se zobecněńım
formule pro derivaci inverzńı funkce. Dostaneme se k němu později, vyplyne
jako d̊usledek věty o implicitńı funkci.

Př́ıklad. Ukážeme, jak v jisté situaci řet́ızkové pravidlo umožňuje odvodit
zákon zachováńı energie. Uvažme otevřenou množinu U ⊂ Rm a zobrazeńı
F : U → Rm. To přǐrazuje každému bodu z U vektor z Rm a představujeme
si ho jako vektorové pole na U , které v každém bodě a ∈ U udává směr
a velikost śıly p̊usob́ıćı na hmotný bod nacházej́ıćı se v a. Toto silové pole
může být např́ıklad polem gravitačńı śıly nějakého tělesa. Oblast́ı U prolétá
částice po dráze γ : [0, 1] → U plně určené polem F . Pole F určuje jej́ı pohyb
prostřednictv́ım Newtonova zákona śıly (śıla = hmotnost × zrychleńı):

F (γ(t)) = mγ′′(t).

Zde m > 0 je hmotnost částice, tedy konstanta, a γ′′(t) = (γ′′1 (t), . . . , γ′′m(t))
je vektor zrychleńı částice (zrychleńı je okamžitá velikost změny rychlosti
částice, čili druhá derivace jej́ı polohy). Předpokládejme dále, že existuje
funkce f : U → R taková, že má v každém bodě množiny U gradient a pro
každé a ∈ U plat́ı

F (a) = −∇f(a).

Taková silová pole F se vyskytuj́ı často a ř́ıká se jim konzervativńı pole;
např́ıklad pole gravitačńı śıly je konzervativńı. Fyzikové definuj́ı potenciál
konzervativńıho pole F v bodě a jako f(a), je to také potenciálová energie
částice vzhledem k poli F , když se nacháźı v a. Dále definuj́ı kinetickou
energii částice let́ıćı po dráze Γ : [0, 1] → U (ne nutně určené polem F ) jako

1
2
mv(t)2 = 1

2
mΓ′(t)2 = 1

2
m〈Γ′(t),Γ′(t)〉.

Zdem > 0 je hmotnost částice, v(t) označuje jej́ı vektor rychlosti a kinetickou
energii částice poč́ıtáme v okamžiku t ∈ [0, 1]. Vyslov́ıme zákon zachováńı
energie.

V této situaci—částice o hmotnosti m se pohybuje v konzerva-
tivńım silovém poli F = −∇f po dráze γ(t) určené Newtonovým
zákonem śıly—je součet potenciálové a kinetické energie částice
konstantńı, nezávislý na čase.
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Abychom to dokázali, zderivujeme součet obou energíı

S(t) = f(γ(t)) + 1
2
mγ′(t)2

podle času t. S využit́ım řet́ızkového pravidla, Newtonova zákona śıly a
konzervativnosti silového pole F dostaneme, že

S ′(t) = 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+m〈γ′(t), γ′′(t)〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t),mγ′′(t)〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t), F (γ(t))〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t),−∇f(γ(t))〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉 − 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉
= 0.

Tud́ıž S(t) = f(γ(t)) + 1
2
mγ′(t)2 = const. pro t prob́ıhaj́ıćı [0, 1].

Pokud má funkce f : U → R definovaná na otevřené množině U ⊂ Rm

v každém jej́ım bodě parciálńı derivaci F = ∂if a ta má má v bodě a ∈ U
parciálńı derivaci ∂jF (a) = ∂j∂if(a), řekneme, že f má v bodě a parciálńı
derivaci druhého řádu podle proměnných xi a xj a jej́ı hodnotu znač́ıme

∂2f

∂xj∂xi

(a).

Induktivně definujeme parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u: má-li f v každém
bodě x ∈ U parciálńı derivaci

F =
∂k−1f

∂xik−1
∂xik−2

. . . ∂xi1

(x)

a ta má v bodě a ∈ U parciálńı derivaci ∂jF (a), řekneme, že f má v bodě a
parciálńı derivaci k-tého řádu podle proměnných xi1 , . . . , xik−1

, xj a jej́ı hod-
notu znač́ıme

∂kf

∂xj∂xik−1
. . . ∂xi1

(a).

Na pořad́ı parciálńıch derivaćı obecně zálež́ı, jak ukazuje př́ıklad funkce

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)

x2+y2 pro x2 + y2 6= 0

0 pro x2 + y2 = 0,
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která má v počátku obě smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu, ale s
r̊uznými hodnotami:

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 6= −1 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)

(spoč́ıtejte podrobně jako cvičeńı).

Tvrzeńı 10. Nechť funkce f : U → R má na okoĺı U ⊂ Rm bodu a ∈ U
parciálńı derivace druhého řádu ∂j∂if a ∂i∂jf a obě jsou v a spojité. Potom

∂2f

∂xj∂xi

(a) =
∂2f

∂xi∂xj

(a).

Důkaz. Můžeme předpokládat, že m = 2 a a = (0, 0). Z předpokladu
spojitosti ∂y∂xf a ∂x∂yf v (0, 0) chceme odvodit, že

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Dı́ky spojitosti stač́ı ukázat, že pro každé h > 0 čtverec K = [0, h]2 obsahuje
body σ a τ takové, že ∂y∂xf(τ) = ∂x∂yf(σ).

Pro orientovanou úsečku u = αβ ⊂ U a funkci g : U → R označ́ıme
g(u) = g(αβ) := g(β) − g(α). Vrcholy čtverce K označ́ıme a = (0, 0),
b = (0, h), c = (h, 0), d = (h, h) a uváž́ıme č́ıslo

w = f(d)− f(b)− f(c) + f(a)

= f(cd)− f(ab) = φ(h)− φ(0)

= f(bd)− f(ac) = ψ(h)− ψ(0),

kde φ(t) = f(ut), ψ(t) = f(vt) a ut, vt jsou pro 0 ≤ t ≤ h úsečky ut =
(t, 0)(t, h) a vt = (0, t)(h, t). Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě

φ(h)− φ(0) = φ′(t0)h = ∂xf(ut0)h

pro nějaké 0 < t0 < h. Ovšem, znovu podle Lagrangeovy věty o středńı
hodnotě,

∂xf(ut0) = ∂xf(t0, h)− ∂xf(t0, 0) = ∂y∂xf(t0, t1)h
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pro nějaké 0 < t1 < h. Pro τ = (t0, t1) tedy máme w = ∂y∂xf(τ)h2. Stejná
úvaha aplikovaná na vyjádřeńı w = ψ(h) − ψ(0) dává w = ∂x∂yf(σ)h2 pro
nějaké σ = (s0, s1), kde 0 < s0, s1 < h. Tedy ∂y∂xf(τ) = ∂x∂yf(σ) a oba
body σ a τ lež́ı uvnitř čtverce K. 2

Rovnost hodnot obou derivaćı lze dokázat i za slabš́ıho předpokladu: existuje-
li ∂x∂yf v okoĺı bodu a a je v něm spojitá, potom existuje i ∂y∂xf(a) a
∂y∂xf(a) = ∂x∂yf(a).

Pro otevřenou množinu U ⊂ Rm označ́ıme symbolem Ck(U) množinu
funkćı f : U → R, jejichž parciálńı derivace až do řádu k včetně jsou na U
definované a spojité.

Důsledek 11. Pro každou funkci f ∈ Ck(U) hodnoty jej́ıch parciálńıch
derivaćı až do řádu k včetně nezáviśı na pořad́ı proměnných, podle nichž se
derivuje, tj. pro všechna l ≤ k a a ∈ U plat́ı

∂lf

∂xil∂xil−1
. . . ∂xi1

(a) =
∂lf

∂xjl
∂xjl−1

. . . ∂xj1

(a),

jakmile se posloupnosti (i1, . . . , il) a (j1, . . . , jl) lǐśı pouze permutaćı svých
člen̊u.

Důkaz. Když je posloupnost v = (j1, . . . , jl) pouze permutaćı posloupnosti
u = (i1, . . . , il), dokážeme u transformovat ve v prohazováńım dvojic člen̊u v
u, dokonce vystač́ıme s prohazováńım sousedńıch člen̊u: v u nalezneme člen
j1 a necháme ho “propadnout” až dol̊u, pak necháme propadnout na správné
mı́sto j2 atd. Rovnost hodnot parciálńıch derivaćı tak plyne z tvrzeńı 10. 2

V př́ıpadě spojitých parciálńıch derivaćı tedy zálež́ı jen na multimnožině
proměnných, podle kterých se derivuje, ale ne na jejich pořad́ı. Mı́sto ∂x∂x

ṕı̌seme stručně ∂x2 apod. Pro f ∈ C5(U) tedy např́ıklad máme

∂5f

∂y ∂x ∂y ∂y ∂z
=

∂5f

∂y2 ∂x ∂z ∂y
=

∂5f

∂x ∂z ∂y3
= · · ·

Velmi užitečným nástrojem při studiu vlastnost́ı funkćı je Taylor̊uv rozvoj,
jehož verzi pro v́ıce proměnných nyńı odvod́ıme. Jak rozumět použitému
symbolickému zápisu diferenciálńıho operátoru vysvětĺıme na př́ıkladu, v
němž f = f(x, y, z) je funkce a a ∈ R3, α, β ∈ R jsou konstanty. Např́ıklad
zápisem

(α∂y + β∂z)
3f(a)
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se rozumı́

(α3(∂y)
3 + 3α2β(∂y)

2∂z + 3αβ2∂y(∂z)
2 + β3(∂z)

3)f(a)

= α3∂
3f

∂y3
(a) + 3α2β

∂3f

∂y2∂z
(a) + 3αβ2 ∂3f

∂y∂z2
(a) + β3∂

3f

∂z3
(a).

Tvrzeńı 12. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, a ∈ U je bod a f : U → R
je funkce, která je na U n krát spojitě diferencovatelná, tj. f ∈ Cn(U).
Potom v okoĺı bodu a máme Taylor̊uv rozvoj

f(a+ h) =
n∑

i=0

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + o(‖h‖n)

=
∑ 1

i1! . . . im!
· ∂i1+···+imf

∂xi1
1 . . . ∂x

im
m

(a) · hi1
1 . . . h

im
m + o(‖h‖n),

kde v prvńı sumě mocninu chápeme symbolicky (ve smyslu operátorového
počtu) a ve druhé sumě sč́ıtáme přes všechny m-tice nezáporných celých č́ısel
i1, i2, . . . , im, jejichž součet je nanejvýš n.

Důkaz. Na přednášce zazněla jen hlavńı myšlenka: vezmeme Taylor̊uv
rozvoj až do řádu n pomocné funkce jedné proměnné F (t) = f(a+ th), kde
t ∈ [0, 1]. Opakovaným použit́ım řet́ızkového pravidla (F = f ◦ l, kde l je
lineárńı zobrazeńı, fakticky př́ımka l(t) = a+ th) pro k ≤ n dostáváme

F (k)(t) =
∑

i1,i2,...,ik

∂kf

∂xi1 ∂xi2 . . . ∂xik

(a+ th) · hi1hi2 . . . hik ,

kde i1, . . . , ik prob́ıhaj́ı nezávisle na sobě všechny indexy 1, 2, . . . ,m. Dosazeńım
do Taylorova rozvoje funkce F (se zbytkem v Lagrangeově tvaru)

f(a+ h) = F (1) =
n−1∑
i=0

1

i!
F (i)(0) + F (n)(θ), 0 < θ < 1,

dostáváme, s využit́ım kompaktńıho symbolického zápisu parciálńıch derivaćı,
prvńı formuli pro f(a + h). Druhá formule vyplývá z prvńı pomoćı multi-
nomické věty:

(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)i =
∑

i1,i2,...,im

(
i

i1, i2, . . . , im

)
m∏

j=1

(hj∂j)
ij ,
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kde i1, i2, . . . , im prob́ıhaj́ı nezáporná celá č́ısla se součtem i a(
i

i1, i2, . . . , im

)
=

i!

i1! · i2! · . . . · im!

je multinomický koeficient. 2

Sč́ıtance odpov́ıdaj́ıćı i = 0, 1 jsou, respektive, f(a) a Df(a)(h). Taylorova
formule zobecňuje lokálńı aproximaci pomoćı diferenciálu, kterou dostáváme
pro n = 1.

Symetrická (tj. ai,j = aj,i) reálná n×nmatice A ∈ Rn×n definuje kvadrat-
ickou formu

P (x1, x2, . . . , xn) = xAxT =
n∑

i,j=1

ai,jxixj : Rn → R

(x je řádkový vektor (x1, x2, . . . , xn)). Připomeňme si, že A se nazývá

• pozitivně (negativně) definitńı, když P (x) > 0 (P (x) < 0) pro všechny
x ∈ Rn\{0};

• pozitivně (negativně) semidefinitńı, když P (x) ≥ 0 (P (x) ≤ 0) pro
všechny x ∈ Rn;

• indefinitńı, neńı-li ani pozitivně ani negativně semidefinitńı, tj. P (x) >
0 a P (y) < 0 pro nějaké dva vektory x, y ∈ Rn.

Hessova matice funkce f v bodě a, kde f : U → R je definovaná na
okoĺı U ⊂ Rm bodu a a má na U všechny derivace druhého řádu, je matice
zaznamenávaj́ıćı hodnoty těchto derivaćı:

Hf (a) :=

(
∂2f

∂xi∂xj

(a)

)m

i,j=1

.

Podle tvrzeńı 10 maj́ı funkce z C2(U) v každém bodě z U symetrickou
Hessovu matici.

Odvod́ıme kritérium existence lokálńıch extrémů funkćı m proměnných,
které zobecňuje výsledek pro funkce jedné proměnné. Roli hodnoty druhé
derivace převezme Hessova matice. Připomeňme si, že funkce f : U → R,
kde U ⊂ Rm je otevřená množina, má v bodě a ∈ U ostré lokálńı minimum,
pokud existuje δ > 0 takové, že 0 < ‖x − a‖ < δ implikuje f(x) > f(a).
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(Neostré) lokálńı minimum znamená, že ‖x− a‖ < δ implikuje f(x) ≥ f(a).
Podobně pro ostré a neostré lokálńı maximum. Funkce f nemá v a ani
neostrý lokálńı extrém, nemá-li v tomto bodě ani lokálńı neostré minimum
ani lokálńı neostré maximum, to jest pro každé δ > 0 existuj́ı body x, y
takové, že ‖x− a‖, ‖y − a‖ < δ a f(x) > f(a), f(y) < f(a).

Věta 13. Nechť f ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina, a a ∈ U je
bod.

• Pokud ∇f(a) 6= 0, nemá f v a ani neostrý lokálńı extrém.

• Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) funkce f v bodě a je poz-
itivně (negativně) definitńı, potom má f v a ostré lokálńı minimum
(maximum).

• Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) je indefinitńı, nemá f v a
ani neostrý lokálńı extrém.

Důkaz. Bude př́ı̌stě. 2
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9. přednáška 29. listopadu 2005

Věta 13. Nechť f ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina, a a ∈ U
je bod.

1. Pokud ∇f(a) 6= 0, nemá f v a ani neostrý lokálńı extrém. (Zde
samozřejmě stač́ı mı́sto f ∈ C2(U) předpokládat pouze existenci gra-
dientu ∇f(a).)

2. Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) funkce f v bodě a je poz-
itivně (negativně) definitńı, potom má f v a ostré lokálńı minimum
(maximum).

3. Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) je indefinitńı, nemá f v a
ani neostrý lokálńı extrém.

Důkaz. 1. Pokud ∇f(a) 6= 0, pak např. ∂x1f(a) > 0 (pro ∂x1f(a) < 0
postupujeme obdobně), a f(a1 + h, a2, . . . , am) = f(a) + ∂x1f(a)h + o(h).
Existuje tedy δ > 0 takové, že pro h ∈ (−δ, 0) máme f(a1 + h, a2, . . . , am)−
f(a) < 1

2
∂x1f(a)h < 0 a pro h ∈ (0, δ) máme f(a1 + h, a2, . . . , am)− f(a) >

1
2
∂x1f(a)h > 0. Funkce f nemá v a ani neostrý lokálńı extém.

2 a 3. V daľśım předpokládáme, že ∇f(a) = 0. Kvadratickou formu
xHf (a)x

T označ́ıme jako P (x) a f rozvineme v okoĺı a do Taylorova rozvoje
řádu n = 2 (tvrzeńı 12). Protože ∇f(a) = 0, sč́ıtanec s i = 1 zmiźı; f(a)
odpov́ıdaj́ıćı i = 0 převedeme vlevo. Protože P (x) je homogenńı polynom
stupně 2, dostáváme vyjádřeńı př́ır̊ustku

f(a+ h)− f(a) =
2∑

i=1

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + o(‖h‖2)

=
1

2

m∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xi

(a)hihj + o(‖h‖2)

=
1

2
P (h1, h2, . . . , hm) + o(‖h‖2)

=
1

2
‖h‖2

(
P (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) + o(1)

)
=

1

2
‖h‖2(P (e) + o(1)),
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kde vektor e = e(h) = (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) lež́ı na jednotkové sféře
S = {x ∈ Rm | ‖x‖ = 1}. S je kompaktńı podmnožina Rm (věta 9 v 1.
kapitole) a spojitá funkce P (x) na ńı nabývá svého minima a maxima (věta
10 v 1. kapitole):

µ = P (α) = min
‖x‖=1

P (x) a M = P (β) = max
‖x‖=1

P (x).

Pozitivńı (negativńı) definitnost Hf (a) je zřejmě ekvivalentńı nerovnostem
0 < µ ≤M (µ ≤M < 0) a indefinitnost je ekvivalentńı µ < 0 < M .

Je-li Hf (a) pozitivně definitńı, máme P (e) ≥ µ > 0 pro každé e ∈ S, a
tak existuje δ > 0 takové, že pro každé h splňuj́ıćı 0 < ‖h‖ < δ plat́ı

f(a+ h)− f(a) =
1

2
‖h‖2(P (e) + o(1)) >

‖h‖2

2
· µ
2
> 0

—f má v a ostré lokálńı minimum. Analogicky pro negativně definitńı Hf (a)
dostáváme ostré lokálńı maximum. Když je Hf (a) indefinitńı, pak existuje
δ > 0 takové, že pro každé t ∈ (0, δ) máme

f(a+ tα)− f(a) =
t2

2
(P (α) + o(1)) <

t2

2
· µ
2
< 0

f(a+ tβ)− f(a) =
t2

2
(P (β) + o(1)) >

t2

2
· M

2
> 0

—f nemá v a ani neostrý lokálńı extrém. 2

Hledáńı extrémů funkćı v́ıce proměnných. Chceme nalézt lokálńı i
globálńı extrémy funkce m proměnných f : D → R na množině D ⊂ Rm.
Začneme lokálńımi extrémy a budeme nejprve předpokládat, že množina D
je otevřená a f ∈ C2(D). Z části 1 věty 13 v́ıme, že všechny lokálńı (a tedy
i globálńı) extrémy jsou obsaženy v množině stacionárńıch bod̊u

S = {a ∈ D | ∇f(a) = 0}.

Nejprve nalezneme S. U stacionárńıch bod̊u a ∈ S s definitńı nebo indefinitńı
matićı Hf (a) známe d́ıky částem 2 a 3 věty 13 povahu lokálńıho extrému v
a. Je-li Hf (a) semidefinitńı, neř́ıká věta 13 o chováńı f v okoĺı a nic.

O definitnosti, semidefinitnosti či indefinitnosti matice Hf (a) = (bi,j)
m
i,j=1

rozhodneme metodami lineárńı algebry. Připomeňme Sylvestrovo kritérium:
pokud jsou všechny subdeterminanty dn = det(bi,j)

n
i,j=1, 1 ≤ n ≤ m, nenulové,
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pak, jsou-li všechny kladné, je matice Hf (a) pozitivně definitńı, nastává-li
(−1)n+1dn > 0, 1 ≤ n ≤ m, je Hf (a) negativně definitńı a jinak je in-
definitńı; o př́ıpadu, kdy dn = 0 pro alespoň jedno n, Sylvestrovo kritérium
netvrd́ı nic. Obecně vždy můžeme matici Hf (a) změnou báze diagonalizo-
vat: nalezneme regulárńı matici C takovou, že B = C ·Hf (a) ·CT má mimo
hlavńı diagonálu jen nuly. Má-li B na diagonále kladné i záporné prvky,
je Hf (a) indefinitńı. Jsou-li všechny diagonálńı prvky B kladné (záporné),
je Hf (a) pozitivně (negativně) definitńı. Ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech je Hf (a)
odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem semidefinitńı. Pro malé m, např. m = 2, je možné
př́ımo vźıt kvadratickou formu a doplnit ji na čtverce, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Obecný problém lokálńıch extrémů je ovšem složitěǰśı: funkce f : Ω → R
je sice obvykle definovaná na nějaké otevřené množině Ω ⊂ Rm a f ∈ C2(Ω),
ale lokálńı extrémy hledáme na množině D ⊂ Ω, která nemuśı být otevřená.
D může být např́ıklad uzavřená koule {x ∈ Rm | ‖x‖ ≤ r}. V takovém
př́ıpadě D rozlož́ıme jako D = V ∪ H, kde V je vnitřek D a H je množina
hraničńıch bod̊u lež́ıćıch v D. Množina lokálńıch extrémů f na D je obsažena
ve sjednoceńı množiny lokálńıch extrémů f na V a množiny lokálńıch extrémů
f na H. Protože V je otevřená, na prvńı množinu můžeme aplikovat postup
podle věty 13 (ovšem v dimenzi m > 1 i pro složitou D může být V = ∅
a nijak si nepomůžeme). Hranice H se často dá definovat pomoćı soustavy
rovnic jako H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0}, kde Fi jsou
“pěkné” funkce. Pro hledáńı lokálńıch extrémů na takových množinách H
se použ́ıvá Lagrangeova metoda (též metoda Lagrangeových multiplikátor̊u),
kterou uvedeme na následuj́ıćı přednášce; jej́ım základem je věta strukturně
analogická větě 13.

Po určeńı lokálńıch extrémů zbývá rozhodnout o globálńıch extrémech.
Nejprve triviálńı ale užitečné pozorováńı: Protože globálńı extrém muśı být
i lokálńım extrémem, nemá-li funkce např́ıklad lokálńı minimum, nemá ani
globálńı minimum. Pokud je množina D kompaktńı, použijeme základńı
výsledek: spojitá funkce na kompaktńı množině nabývá globálńı maximum i
globálńı minimum. Když D kompaktńı neńı, nemuśı globálńı extrém existo-
vat a muśıme si pomoci jinak, třeba rozděleńım D na “zvládnutelné” kusy.
Pokud např́ıklad lze D vyjádřit jako D = D1 ∪D2, kde (i) D1 je kompaktńı
a (ii) existuje bod b ∈ D1 takový, že pro každé x ∈ D2 máme f(x) ≥ f(b),
potom f nabývá na D svého minima a minx∈D f(x) = minx∈D1 f(x). Tolik
v obecnosti a nyńı konkrétńı př́ıklad.
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Př́ıklad (z bonifikačńıho testu 25.11.2005). Pro funkci

f : R2 → R, f(x, y) = y2 + y cosx− sin x− 2

nalezněte lokálńı a globálńı extrémy.
Máme

∇f(x, y) = (∂xf, ∂yf) = (−y sin x− cosx, 2y + cosx)

a

Hf (x, y) =

(
∂2

xxf , ∂2
xyf

∂2
yxf , ∂2

yyf

)
=

(
−y cosx+ sinx , − sin x
− sin x , 2

)
.

Soustava rovnic ∇f(x, y) = (0, 0) se snadno vyřeš́ı a dává stacionárńı body

sk = (π/2 + kπ, 0), k ∈ Z.

Tedy

Hf (sk) =

(
(−1)k , (−1)k+1

(−1)k+1 , 2

)
a

Hf (sk) =

(
−1, 1

1, 2

)
pro liché k a Hf (sk) =

(
1, −1

−1, 2

)
pro sudé k.

Prvńı matice je indefinitńı (odpov́ıdá j́ı kvadratická forma P (x, y) = −x2 +
2xy + 2y2 = −(x − y)2 + 3y2) a druhá je pozitivně definitńı (P (x, y) =
x2 − 2xy + 2y2 = (x− y)2 + y2). Pro liché k v sk neńı lokálńı extrém a pro
sudé k je v sk ostré lokálńı minimum, vždy s hodnotou f(s2k) = −3.

Jediné lokálńı extrémy funkce f tedy jsou tato ostrá lokálńı minima.
Globálńı maximum neexistuje, protože f je shora neomezená (f(π/2, y) =
y2 − 3); jiný d̊uvod je ten, že f nemá žádné lokálńı maximum. Definičńı
obor R2 neńı kompaktńı. Funkce f je však 2π-periodická v x a pro vyšetřeńı
globálńıch minim stač́ı uvážit jej́ı hodnoty v pásu P daném nerovnostmi
0 ≤ x ≤ 2π. Na jeho hranici máme hodnoty f(0, y) = f(2π, y) = y2+y−2 =
(y + 1

2
)2 − 9

4
≥ −9

4
> −3.6 Dále pro |y| ≥ 2 a libovolné x ∈ R máme

6V této chv́ıli ještě nejsme hotovi. I když hodnoty f na hranici pásu nejsou menš́ı než
−3, pás sám je nekompaktńı a pro y → ±∞ by někde uprostřed něj mohla f klesat k
asymptotě pod −3; globálńı minimum by pak neexistovalo. Následuj́ıćı jednoduchý odhad
ukazuje, že takto se f nechová.
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f(x, y) ≥ y2−|y|−3 = (y± 1
2
)2− 13

4
≥ −1 > −3. Takže, ṕı̌seme-li P = P1∪P2,

kde P1 je (kompaktńı) obdélńık [0, 2π]× [−2, 2] a P2 je (nekompaktńı) zbytek
pásu P , pro každé a ∈ P2 máme f(a) ≥ −1 > f(s0) = −3, kde s0 ∈ P1.
Na hranici obdélńıka P1 má f vždy hodnotu alespoň −9/4 > −3 a na jeho
vnitřku má f jediné lokálńı minimum f(s0) = −3. Proto má f na obdélńıku
P1 a na celém pásu P jediné (ostré) globálńı minimum f(s0) = −3. Z 2π-
periodičnosti v proměnné x plyne, že hodnoty f(s2k) = −3, k ∈ Z, jsou
všechna neostrá globálńı minima funkce f na R2.

2.4. Věta o implicitńıch funkćıch. Uvažujme soustavu n rovnic o m+n
neznámých

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0
...

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0,

kde Fi jsou reálné funkce definované na okoĺı bodu (x0, y0) ∈ Rm+n, x0 ∈ Rm

a y0 ∈ Rn, který je řešeńım soustavy, tj. Fi(x0, y0) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n.
Nedaly by se neznámé y1, . . . , yn pomoćı soustavy eliminovat a nedaly by se
vyjádřit, alespoň lokálně v okoĺı x0, jako funkce yi = fi(x1, . . . , xm) prvńıchm
neznámých? Následuj́ıćı věta ukazuje, že za určitých předpoklad̊u o funkćıch
Fi—jsou z tř́ıdy C1 a lineárńı aproximace jejich y-ových část́ı v bodě (x0, y0)
jsou lineárně nezávislé—to možné je. Takto implicitně definované funkce
fi jsou také z tř́ıdy C1 a jejich parciálńı derivace se snadno vypoč́ıtaj́ı z
parciálńıch derivaćı funkćı Fi.

Nejprve zavedeme značeńı. Pro zobrazeńı F = (F1, F2, . . . , Fn) a f =
(f1, f2, . . . , fn), kde Fi = Fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) a fj = fj(x1, . . . , xm),
označ́ıme x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , yn) a

F ′
x(x, y) =

(
∂Fi

∂xj

)n,m

i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xm

...
... · · · ...

∂Fn

∂x1

∂Fn

∂x2
. . . ∂Fn

∂xm

 (x, y)

F ′
y(x, y) =

(
∂Fi

∂yj

)n

i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

...
... · · · ...

∂Fn

∂y1

∂Fn

∂y2
. . . ∂Fn

∂yn

 (x, y)
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f ′(x) =

(
∂fi

∂xj

)n,m

i,j=1

(x) =


∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xm

...
... · · · ...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xm

 (x).

Prvńı a třet́ı matice maj́ı rozměr n×m, druhá matice je čtvercová s rozměrem
n× n.

Věta 14 (o implicitńıch funkćıch). Nechť

F = (F1, F2, . . . , Fn) : W → Rn

je zobrazeńı definované na okoĺı W ⊂ Rm+n bodu (x0, y0), kde x0 ∈ Rm a
y0 ∈ Rn, a splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky.

1. Fi = Fi(x, y) ∈ C1(W ) pro 1 ≤ i ≤ n.

2. Fi(x0, y0) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n.

3. det(F ′
y(x0, y0)) 6= 0.

Potom existuj́ı okoĺı U ⊂ Rm a V ⊂ Rn bod̊u x0 a y0 taková, že U × V ⊂ W
a pro každý bod x ∈ U existuje právě jeden bod y ∈ V splňuj́ıćı Fi(x, y) = 0
pro 1 ≤ i ≤ n. Jinak řečeno, existuje zobrazeńı f = (f1, f2, . . . , fn) : U → V
takové, že

∀(x, y) ∈ U × V : F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = f(x).

Nav́ıc každá funkce fi je v C1(U), takže zobrazeńı f je diferencovatelné na U
a jeho Jacobiho matice f ′(x) v bodě x ∈ U splňuje

f ′(x) = −(F ′
y(x, f(x)))−1F ′

x(x, f(x)).

Důkaz věty 14 v této přednášce pomineme. (Lze ho zač́ıt nejprve př́ıpadem
jedné rovnice n = 1 a pak postupovat indukćı podle n nebo je možné hned
dokázat obecnou verzi pomoćı Banachovy–Picardovy věty o kontrahuj́ıćım
zobrazeńı, viz V. A. Zorich, Mathematical Analysis, Springer 2004, podkapi-
tola 8.5 ve sv. 1 a podkapitola 10.7 ve sv. 2.) Ukážeme alespoň, jak ze
vztah̊u

Fk(x, f1(x), . . . , fn(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ n a x ∈ U,
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a z fi ∈ C1(U) plyne hořeǰśı formule pro f ′(x) a také praktičtěǰśı explicitńı
formule pro ∂ifj(x). Parciálńım derivováńım těchto n rovnic podle xi, kde
i ∈ {1, 2, . . . ,m} je pevné, dostáváme n vztah̊u

∂Fk

∂xi

(x, f(x)) +
n∑

j=1

∂Fk

∂yj

(x, f(x)) · ∂fj

∂xi

(x) = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Máme soustavu n rovnic s n neznámými ∂ifj(x), 1 ≤ j ≤ n, kterou zaṕı̌seme
maticově v kanonické podobě jako

F ′
y · ∂if = −∂iF,

kde F ′
y = F ′

y(x, f(x)), ∂iF je sloupcový vektor (∂xi
F1, ∂xi

F2, . . . , ∂xi
Fn)T ,

∂if je analogický sloupcový vektor pro f a argumenty parciálńıch derivaćı
x, f(x) a x pro stručnost vynecháváme. Vynásob́ıme-li tento vztah zleva
inverzńı matićı (F ′

y)
−1 a výsledných m rovnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch 1 ≤ i ≤ m

slouč́ıme do jedné, dostaneme

(∂1f, . . . , ∂mf) = −(Fy)
−1 · (∂1F, . . . , ∂mF ),

což je přesně rovnice f ′(x) = −(F ′
y(x, f(x)))−1F ′

x(x, f(x)). Podle Cramerova
pravidla (známého z Lineárńı algebry) se ale ∂ifj = ∂ifj(x) také rovná
detA′/ detA, kde A = F ′

y = F ′
y(x, f(x)) a A′ je modifikovaná matice sous-

tavy, která z A vznikne nahrazeńım j-tého sloupce matice A sloupcem pravé
(rodné) strany −∂iF . Takže

∂fj

∂xi

= −detA′

detF ′
y

= −
det(∂y1F, . . . , ∂yj−1

F, ∂xi
F, ∂yj+1

F, . . . , ∂ynF )

det(∂y1F, ∂y2F, . . . , ∂ynF )

(v bodech x ∈ U a (x, f(x)) ∈ U × V ).
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10. přednáška 6. prosince 2005

Př́ıklad (z bonifikačńıho testu 25.11.2005). Rozhodněte, zda soustava
rovnic

x+ y − sin z = 0 a − x− y3 + ez − 1 = 0

definuje v okoĺı 0 funkce y = y(x) a z = z(x) splňuj́ıćı y(0) = z(0) = 0, které
jsou tř́ıdy C1. Pokud ano, spoč́ıtejte hodnoty derivaćı y′(0) a z′(0).

Pro F1(x, y, z) = x+y−sin z, F2(x, y, z) = −x−y3+ez−1 a F = (F1, F2)
máme skutečně F (0, 0, 0) = (0, 0) a

det(∂yF (0, 0, 0), ∂zF (0, 0, 0)) = det

(
1 , − cos z

−3y2 , ez

)
(0, 0, 0)

= det

(
1 , −1
0 , 1

)
= 1 6= 0.

Předpoklady věty o implicitńıch funkćıch jsou tedy splněny a uvedené funkce

y(x) a z(x) jsou na okoĺı nuly definovány. Protože ∂xF (0, 0, 0) =
(

1
−1

)
,

podle vztah̊u uvedených na konci předešlé přednášky máme

y′(0) = −
det

(
1 , −1

−1 , 1

)
1

= 0 a z′(0) = −
det

(
1 , 1
0 , −1

)
1

= 1.

Důsledek 15. Nechť f : U → Rm, kde U ⊂ Rm je okoĺı bodu x0, je
zobrazeńı z C1(U), které má v x0 nenulový jacobián. Potom existuj́ı okoĺı
U1 ⊂ U a V ⊂ Rm bod̊u x0 a y0 = f(x0) taková, že f : U1 → V je bijekce,
inverzńı zobrazeńı f−1 : V → U1 je z C1(V ) a pro každé x ∈ U1 v bodě
y = f(x) ∈ V máme

Df−1(y) = (Df(x))−1.

Jacobiho matice zobrazeńı f−1 v bodě y je tedy inverzńı k Jacobiho matici
zobrazeńı f v bodě x.

Důkaz. Uvažme zobrazeńı o 2m proměnných

F (x, y) = f(x)− y : U ×Rm → Rm,
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tj. F = (F1, . . . , Fm) a Fi(x, y) = fi(x) − yi. Patrně Fi(x0, y0) = 0, Fi jsou
tř́ıdy C1 a Jacobiho matice zobrazeńı F vzhledem k x-ovým proměnným
x1, x2, . . . , xm v bodě x0 je právě Jacobiho matice f v x0. Podle věty 14 tedy
existuj́ı taková okoĺı U2 ⊂ U a V ⊂ Rm bod̊u x0 a y0 a takové zobrazeńı
g = (g1, . . . , gm) : V → U2, že gi ∈ C1(V ) a

∀ (x, y) ∈ U2 × V : F (x, y) = f(x)− y = 0 ⇐⇒ x = g(y)

(speciálně g(y0) = x0). Takže pro všechny y ∈ V máme f(g(y)) = y a zo-
brazeńı f a g jsou navzájem inverzńı. Označme U1 = g(V ). Pak f : U1 → V
je bijekce s inverzem g. Množina U1 je otevřená, protože je vzorem otevřené
množiny V ve spojitém zobrazeńı f , a je to okoĺı x0. Vzorec pro diferenciál in-
verzńıho zobrazeńı plyne ze vztahu ve větě 14 nebo diferencováńım složeného
zobrazeńı f−1 ◦ f = id (věta 8). 2

Bijektivńı zobrazeńı mezi dvěma otevřenými podmnožinami Rm, které je
tř́ıdy C1 a jeho inverz rovněž, se nazývá difeomorfismus. Důsledek 15 tedy
prav́ı, že zobrazeńı tř́ıdy C1 definované na okoĺı bodu x0, které má v x0

nenulový jacobián, je na okoĺı x0 lokálńı difeomorfismus.

Vázané extrémy. Nechť f, F1, . . . , Fn : U → R, kde U ⊂ Rm je otevřená
množina, jsou funkce z C1(U) a n < m. Budeme hledat lokálńı extrémy
funkce f na množině

H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0}.

Následuj́ıćı d̊usledek věty o implicitńıch funkćıch udává nutnou podmı́nku,
aby v bodě a ∈ H funkce f měla lokálńı vázaný extrém, tj. lokálńı extrém
vzhledem k množině H.

Důsledek 16 (Lagrangeovy multiplikátory). Pokud v popsané situaci
má Jacobiho matice zobrazeńı F = (F1, . . . , Fn) v bodě a ∈ H nejvěťśı možnou
hodnost n (to jest, ∇F1(a), . . . ,∇Fn(a) jsou lineárně nezávislé vektory v
Rm) a v bodě a má funkce f (ostrý nebo neostrý) lokálńı extrém vzhledem
k množině H, potom existuj́ı taková č́ısla λ1, . . . , λn ∈ R (tzv. Lagrangeovy
multiplikátory), že

∇f(a)−
n∑

i=1

λi∇Fi(a) = 0,

to jest, pro 1 ≤ j ≤ m, ∂xj
f(a)− λ1∂xj

F1(a)− · · · − λn∂xj
Fn(a) = 0.
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Důkaz. Že uvedená Jacobiho matice má maximálńı hodnost n také ekviva-
lentně znamená, že pro nějakých n sloupc̊u má odpov́ıdaj́ıćı čtvercová n× n
podmatice nenulový determinant. Můžeme předpokládat, že to nastává pro
posledńıch n sloupc̊u. Označ́ıme-li tedy

x1, x2, . . . , xm = y1, y2, . . . , ym−n, z1, z2, . . . , zn,

pak det(∂z1F (a), . . . , ∂znF (a)) 6= 0. Podle věty o implicitńıch funkćıch exis-
tuj́ı taková okoĺı U1 a V1 bod̊u y0 = (a1, . . . , am−n) a z0 = (am−n+1, . . . , am) a
takové zobrazeńı g = (g1, . . . , gn) : U1 → V1, že pro (y, z) prob́ıhaj́ıćı U1×V1

máme
Fi(y, z) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n ⇐⇒ z = g(y)

(speciálně g(y0) = z0). Uvažme nyńı funkci

h(y) = f(y, g1(y), . . . , gn(y)),

která je definovaná na U1. Protože má v y0 lokálńı extrém (nyńı už bez
vazby), ∇h(y0) = 0. Pro 1 ≤ i ≤ m− n to znamená, že

∂yi
f(y0, g(y0)) +

n∑
j=1

∂zj
f(y0, g(y0)) · ∂yi

gj(y0) = 0.

V zápisu pomoćı Jacobiho matic:

f ′y + f ′zg
′ = 0

f ′y − f ′z(F
′
z)
−1F ′

y = 0

f ′y − λF ′
y = 0

(v bodech (y0, g(y0)) = (y0, z0) = a a y0), kde za g′ jsme nejprve dosadili
podle vzorce ve větě 14 a pak jsme označili λ = (λ1, . . . , λn) = f ′z(y0, g(y0)) ·
F ′

z(y0, g(y0))
−1. Ovšem z λ = f ′z(F

′
z)
−1 plyne, že stejný vztah plat́ı i v z-ových

proměnných: f ′z − λF ′
z = 0. Celkem

f ′ − λF ′ = 0,

což jsme chtěli dokázat. 2

Ekvivalentńı formulace podmı́nky Lagrangeových multiplikátor̊u je, že∇f(a)
lež́ı v lineárńım obalu vektor̊u F = {∇F1(a), . . . ,∇Fn(a)}. Všimněme si,
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že podmı́nka je triviálně splněna pokud ∇f(a) = 0. Uvedeme ještě daľśı
ekvivalentńı formulaci. Uvažme vektorové podprostory Rm složené z vek-
tor̊u kolmých na ∇f(a), resp. z vektor̊u kolmých na všechny vektory v F
(předpokládáme, že ∇f(a) 6= 0 a že vektory v F jsou lineárně nezávislé):

TNa = {x ∈ Rm | 〈∇f(a), x〉 = 0}
THa = {x ∈ Rm | 〈∇F1(a), x〉 = · · · = 〈∇Fn(a), x〉 = 0}.

Podprostor TNa má dimenzi m − 1 a THa má dimenzi m − n. Podmı́nka
Lagrangeových multiplikátor̊u ekvivalentně prav́ı, že THa ⊂ TNa. (Proč
přesně plat́ı ekvivalence ∇f(a) ∈ Lin(F) ⇐⇒ THa ⊂ TNa? Vzpomeňte
si na ortogonálńı doplněk v Lineárńı algebře.) Pomoćı implicitńıch funkćı se
dá ukázat, že a + THa je tečným afinńım podprostorem k ploše H = {x ∈
Rm | F1(x) = · · · = Fn(x) = 0} v bodě a. Podobně a+ TNa je tečnou afinńı
nadrovinou k “vrstevnicové” ploše

N = {x ∈ Rm | f(x) = f(a)}

v bodě a. Podprostor̊um TNa a THa ř́ıkáme tečné prostory (k odpov́ıdaj́ıćım
plochám v bodě a). Nutná podmı́nka lokálńıho vázaného extrému funkce f
v bodě a ∈ H se tedy dá zformulovat takto:

Tečný prostor THa k plošeH v bodě amuśı být obsažen v tečném
prostoru TNa k vrstevnicové ploše N funkce f v bodě a, THa ⊂
TNa.

Př́ıklad či sṕı̌se ilustrace. Pod́ıváme se na situaci m = 2 a n = 1. Funkce
f : R2 → R např́ıklad udává nadmořskou výšku, tj. f(x) je nadmořská
výška bodu v terénu se zeměpisnými souřadnicemi x, a křivka H = {x ∈
R2 | F (x) = 0} je třeba silnice. Vrstevnice N = {x ∈ R2 | f(x) = f(a) = b},
kde a ∈ H, je též rovinná křivka. Nechť ∇f(a),∇F (a) 6= 0. Tečné prostory
THa a TNa pak maj́ı dimenzi 1. Předpokládejme, že THa 6⊂ TNa. Křivky
H a N potom lokálně v okoĺı svého pr̊useč́ıku a vypadaj́ı jako dvě r̊uzné
př́ımky pH a pN procházej́ıćı bodem a. Zvětš́ıme-li trochu nadmořskou výšku
na b′ = b + δ, δ > 0, vrstevnice se trochu posune ve směru kolmém na N a
stane se z ńı vrstevnice N ′; lokálně př́ımka pN ′ vznikne z pN malým posunem
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ve směru kolmém na pN a př́ıpadným malým pootočeńım.7 Každopádně se,
pro každé dostatečně malé δ > 0, př́ımky pH a pN ′ a tedy i křivky H a
N ′ opět protnou, jenom se pr̊useč́ık obou křivek trochu posune po H z a
do a′. Totéž nastane, když b trochu zmenš́ıme na b′ = b − δ, k posun̊um
však dojde na opačnou stranu, speciálně nový pr̊useč́ık a′ křivek H a N ′ se
dostane posunut́ım a po H na opačnou stranu. Funkce f tedy lokálně na H
na jedné straně od bodu a nabývá hodnot menš́ıch než b = f(a), zat́ımco
na straně druhé nabývá hodnot větš́ıch. Takže f nemá v a vzhledem k H
lokálńı extrém a pokud na silnici H zastav́ı v bodě a auto, v neutrálu se bez
ručńı brzdy určitě rozjede!

Ještě daľśı ekvivalentńı formulace podmı́nky Lagrangeových multiplikátor̊u
už́ıvá Lagrangeovu funkci. V situaci popsané v d̊usledku 16 tuto funkci m+n
proměnných definujeme jako

L(x, λ) = L(x1, . . . , xm, λ1, . . . , λn) = f(x)−
n∑

i=1

λiFi(x).

Protože

∇L = (∂x1f −
∑n

1 λi∂x1Fi, . . . , ∂xmf −
∑n

1 λi∂xmFi, −F1, . . . , −Fn)

(v bodech (x, λ) a x), je ∇L(a, λ) = 0 přesně ekvivalentńı tomu, že bod
a lež́ı na ploše H (posledńıch n souřadnic gradientu) a že koeficienty λ =
(λ1, . . . , λn) jsou Lagrangeovy multiplikátory (prvńıch m souřadnic gradi-
entu). Nutnou podmı́nku lokálńıho extrému funkce f v bodě a vzhledem k
H tedy můžeme zformulovat i takto:

Existuje bod λ ∈ Rn takový, že ∇L(a, λ) = 0.

Zde se o náležeńı a do H nemuśıme starat, protože je v podmı́nce ∇L(a, λ) =
0 automaticky zahrnuto. Závěrem partie o vázaných extrémech uvedeme bez
d̊ukazu větu analogickou větě 13 a pak ji ilustrujeme př́ıkladem.

7Je to ale opravdu tak, že malá změna nadmořské výšky jen málo změńı vrstevnici?
Vždycky to pravda neńı—představte si, že se nacháźıte na rovném horském hřbetu a
vrstevnice je hřbetová čára. Jakkoli malé zvětšeńı nadmořské výšky pak vede k naprosto
radikálńı změně vrstevnice, protože ta úplně zmiźı. Jako cvičeńı vysvětlete, proč se d́ıky
předpokladu ∇f(a) 6= 0 vrstevnice funkce f v okoĺı a takto nechovaj́ı a malá změna b jen
(popsaným zp̊usobem) málo změńı N .
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Věta 17. Nechť f, F1, . . . , Fn ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina a
n < m, H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0} a nechť a ∈ H je
bod. Předpokládejme dále, že Jacobiho matice zobrazeńı F = (F1, . . . , Fn) má
v každém bodě x ∈ U nejvěťśı možnou hodnost n (to jest, ∇F1(x), . . . ,∇Fn(x)
jsou lineárně nezávislé vektory v Rm).

1. Pokud pro každé λ ∈ Rn plat́ı ∇L(a, λ) 6= 0, potom f nemá v a vzhle-
dem k H ani neostrý lokálńı extrém.

2. Pokud λ ∈ Rn splňuje ∇L(a, λ) = 0 a kvadratická forma

P (h1, . . . , hm) =
m∑

i,j=1

∂2
xixj

L(a, λ)hihj

je pozitivně (negativně) definitńı na vektorech h ∈ THa, potom má
funkce f v a vzhledem k množině H ostré lokálńı minimum (maximum).

3. Pokud za stejných předpoklad̊u jako ve 2 je P (h1, . . . , hm) indefinitńı
na vektorech h ∈ THa, nemá f v a vzhledem k H ani neostrý lokálńı
extrém.

Podmı́nka 1 je samozřejmě už b̊uhv́ı kolikátou reformulaćı d̊usledku 16. Nepřehlédněte,
že definitnost či indefinitnost kvadratické formy P ve 2 a 3 se požaduje na
tečném prostoru THa. To je ale jen malá obt́ıž—relace h ∈ THa dává pro
vektor h n lineárńıch rovnic. Můžeme tedy eliminovat n závislých proměnných
hi a dostaneme kvadratickou formu v m − n nezávislých proměnných, jej́ıž
definitnost či indefinitnost už vyšetřujeme na celém Rm−n.

Př́ıklad (nebyl na přednášce). Chceme nalézt lokálńı a globálńı extrémy
funkce

f : R3 → R, f(x, y, z) = x2 − y2 + z2

na rovině H dané rovnićı

F (x, y, z) = 2x− y − 3 = 0.

Gradient Lagrangeovy funkce L(x, y, z, λ) = x2 − y2 + z2 − λ(2x− y− 3)
je

∇L = (2x− 2λ, −2y + λ, 2z, −2x+ y + 3).
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Soustava lineárńıch rovnic ∇L(x, y, z, λ) = (0, 0, 0, 0) má řešeńı (x, y, z, λ) =
(2, 1, 0, 2). Prozkoumáme tedy (jediný) bod a = (2, 1, 0), který lež́ı na H a
splňuje podmı́nku Lagrangeových multiplikátor̊u. Matice druhých derivaćı
funkce L podle proměnných x, y, z je

(∂2
xx,xy,...,zzL(x, y, z, λ)) =

 2 , 0 , 0
0 , −2 , 0
0 , 0 , 2


(v̊ubec nezáviśı na hodnotách proměnných) a odpov́ıdá j́ı kvadratická forma
P (x, y, z) = 2x2 − 2y2 + 2z2. 8 Tečný prostor THa je dán rovnićı

〈∇F (a), (x, y, z)〉 = 2x− y = 0

(je to pochopitelně opět H, jen posunutá do počátku). Odtud vyjádř́ıme
y = 2x a dosad́ıme do P : P = −6x2 + 2z2. Tato kvadratická forma je
indefinitńı na R2 a bod a = (2, 1, 0) tak podle 3 předchoźı věty neńı bodem
lokálńıho extrému. Funkce f tedy na rovině H nemá žádný lokálńı a tedy
ani žádný globálńı extrém.

Pro úplnost po tomto “profesorském” řešeńı uvedeme ještě řešeńı, řekněme,
“studentské”. Z rovnice definuj́ıćı H vyjádř́ıme y = 2x − 3 a dosad́ıme do
funkce f : f = x2−(2x−3)2 +z2 = −3x2 +12x−9+z2 = −3(x−2)2 +z2 +3,
kde x, z už prob́ıhaj́ı bez vazby celé R2. To je indefinitńı kvadratická forma
a proto f vskutku nemá na H ani lokálńı ani globálńı extrém.

Jako cvičeńı si zkuste metodou Lagrangeovy funkce nalézt lokálńı a globálńı
extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na elipse H dané rovnićı

F (x, y) =
x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0.

8Forma P je sice indefinitńı, ale muśıme poč́ıtat dál, protože jej́ı zúžeńı na THa by
mohlo být definitńı nebo semidefinitńı.
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11. přednáška 13. prosince 2005

2.5. Základńı věta algebry. Partii o extrémech funkćı v́ıce proměnných
zakonč́ıme jednou jej́ı pěknou aplikaćı. Dokážeme tzv. Základńı větu algebry
(ZVA), která prav́ı:

Každý nekonstantńı polynom p(z) s komplexńımi koeficienty má
alespoň jeden komplexńı kořen.

Nejprve připomeneme pár vlastnost́ı komplexńıch č́ısel, které budeme v d̊ukazu
potřebovat.

Každé nenulové komplexńı č́ıslo z má jednoznačné vyjádřeńı v goniomet-
rickém tvaru

z = r(cosφ+ i sinφ) = reiφ,

kde r = |z| > 0 a φ ∈ [0, 2π); toto φ označ́ıme jako arg(z). Řekneme, že
nenulová č́ısla u, v ∈ C jsou opačná, když | arg(u) − arg(v)| = π. V d̊ukazu
ZVA použijeme tuto vlastnost opačných č́ısel:

u, v ∈ C jsou opačná č́ısla a 0 < |u| ≤ |v| ⇒ |u+ v| = |v| − |u|.

Je jasné, že pro dané nenulové u ∈ C a dané r > 0 existuje právě jedno č́ıslo
v ∈ C s |v| = r, které je opačné k u.

Na množinu komplexńıch č́ısel C zde pohĺıž́ıme jako na R2 s euklidovskou
normou |z| = |a + bi| =

√
a2 + b2. Funkce f : C → R chápeme jako funkce

f : R2 → R a podobně funkce f : C → C chápeme jako zobrazeńı
f : R2 → R2.

Lemma. Nechť a ∈ C, a 6= 0, n ∈ N a r > 0. Potom funkce

f(z) = azn : {z ∈ C | 0 < |z| < (r/|a|)1/n} → {z ∈ C | 0 < |z| < r}

je surjekce.

Důkaz. Nechť z ∈ C a 0 < |z| < r. Polož́ıme

z0 =
|z|1/nei arg(z)/n

|a|1/nei arg(a)/n
.

Pak f(z0) = z a 0 < |z0| < (r/|a|)1/n. 2
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Důkaz Základńı věty algebry. Nechť tedy polynom

p(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0

splňuje ai ∈ C, n ≥ 1 a an 6= 0. Chceme dokázat existenci komplexńıho č́ısla
z0 ∈ C splňuj́ıćıho p(z0) = 0. Použijeme funkci

f(z) = |p(z)| : C → R≥0.

Jako funkce f : R2 → R je f(z) spojitá, protože |p(a+bi)| =
√
r(a, b)2 + s(a, b)2,

kde r a s jsou nějaké polynomy dvou proměnných s reálnými koeficienty.
Dokážeme dvě vlastnosti funkce f(z).

Vlastnost 1. Nabývá na C svého minima: minz∈C f(z) = f(z0) pro nějaké
z0 ∈ C.
Vlastnost 2. Když f(u) > 0 pro nějaké u ∈ C, potom existuje u′ ∈ C
takové, že f(u′) < f(u).

Z vlastnosti 2 vyplývá, že bod globálńıho minima z0 zaručený vlastnost́ı 1
muśı splňovat f(z0) = |p(z0)| = 0. Tedy p(z0) = 0 a ZVA je dokázána. Zbývá
ovšem dokázat obě vlastnosti.

Vlastnost 1. Polož́ıme

R = max
(
1, 2(|a0|+ 1)/|an|, 2n · |an|−1 · max

0≤i≤n−1
|ai|

)
.

Pak pro každé z ∈ C se |z| > R máme

|p(z)| = |anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0|

= |z|n
∣∣∣∣an +

an−1

z
+ · · ·+ a0

zn

∣∣∣∣
≥ |z|n

(
|an| −

n−1∑
i=0

∣∣∣∣ ai

zn−i

∣∣∣∣
)

≥ |z|
(
|an| −

nmax0≤i≤n−1 |ai|
|z|

)

≥ 2
|a0|+ 1

|an|
· |an|

2

= |a0|+ 1

> |a0|.
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Nerovnost |z| > R tedy implikuje |p(z)| > |p(0)| = |a0|. Pak ale

inf
z∈C

|p(z)| = inf
|z|≤R

|p(z)| = min
|z|≤R

|p(z)| = |p(z0)|

pro nějaké č́ıslo z0 z kruhu K = {z ∈ C | |z| ≤ R}, protože K je kompaktńı
a f(z) = |p(z)| je spojitá. Takže minz∈C |p(z)| = min|z|≤R |p(z)| = |p(z0)|.
Vlastnost 2. Nechť u ∈ C a f(u) > 0, to jest p(u) 6= 0. Polynom p(z)
rozvineme do Taylorovy řady se středem v u neboli, řečeno v jazyce lineárńı
algebry, mı́sto v kanonické bázi {1, z, z2, . . .} ho vyjádř́ıme jako lineárńı kom-
binaci v bázi {1, z − u, (z − u)2, . . .}:

p(z) = b0 + b1(z − u) + · · ·+ bn(z − u)n, bi ∈ C.

Zde b0 = p(u) 6= 0 a bn = an 6= 0. Nejmenš́ı index k ≥ 1, pro nějž bk 6= 0,
děĺı součet na tři sč́ıtance:

p(z) = b0 + bk(z − u)k +
n∑

i=k+1

bi(z − u)i

= b0 + p1(z) + p2(z),

kde p1(z) = bk(z − u)k, bk 6= 0, a p2(z) =
∑n

i=k+1 bi(z − u)i. Index k a
sč́ıtanec p1(z) jsou vždy definovány, ale může se stát, že k = n. Potom
klademe p2(z) ≡ 0.

Je zřejmé, že pro z → u máme p2(z) = o(p1(z)). Zvoĺıme tedy δ > 0
tak, že |z − u| < δ implikuje |p2(z)| ≤ 1

2
|p1(z)|. Dále zvoĺıme r > 0 tak

malé, že r < |b0| a (r/|bk|)1/k < δ. Zvoĺıme c ∈ C tak, že 0 < |c| < r < |b0|
a c je č́ıslo opačné k b0. Pak podle lemmatu existuje u′ ∈ C takové, že
0 < |u′ − u| < (r/|bk|)1/k < δ a p1(u

′) = c. Pak ale

|p(u′)| = |b0 + p1(u
′) + p2(u

′)|
≤ |b0 + c|+ |p2(u

′)|
= |b0| − |c|+ |p2(u

′)|
≤ |b0| − 1

2
|c|

< |b0|
= |p(u)|

a f(u′) = |p(u′)| < |p(u)| = f(u), což jsme chtěli dokázat. 2
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Vlastně jsme dokázali, že jediná lokálńı minima funkce f(z) = |p(z)| jsou
kořeny polynomu p. Mı́rnou modifikaćı d̊ukazu vlastnosti 2 lze dokázat, že
f(z) = |p(z)| nemá žádná lokálńı maxima.

Kapitola 3 — Úvod do teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic

3.1. Úvod do úvodu. Diferenciálńı rovnice (DR), to jest relace mezi
hodnotami derivaćı hledaných funkćı, hraj́ı stěžejńı úlohu v matematických
modelech problémů z fyziky, techniky, biologie, ekonomie atd.

Př́ıklady. Newton̊uv zákon śıly, s ńımž jsme se už na přednášce setkali, se
dá vyjádřit diferenciálńı rovnićı

mx′′ = F,

kde x = x(t) ∈ R je poloha částice o hmotnosti m v čase t (uvažujeme jen
jednoduchý jednorozměrný př́ıpad), pokud je vystavena p̊usobeńı śıly F . Ta
může být obecně nějakou funkćı času, polohy částice a jej́ı rychlosti: F =
F (t, x, x′). Uvažme nejjednodušš́ı situaci, kdy je F konstantńı—představuje
třeba p̊usobeńı t́ıhového pole Země, které se neměńı s časem a nezáviśı na
poloze částice a už v̊ubec ne na jej́ı rychlosti (zjevné idealizace). Dostaneme
tak rovnici volného pádu

mx′′ = −mg

(g je konstanta t́ıhového zrychleńı), jej́ımž řešeńım je zřejmě každá funkce

x(t) = −1

2
gt2 + c1t+ c2,

kde c1 a c2 jsou libovolné konstanty. Tyto dvě konstanty vyjadřuj́ı skutečnost,
že pohyb částice je určen úplně teprve zadáńım jej́ı polohy a rychlosti v
nějakém čase.

Jako druhý př́ıklad DR si uvedeme rovnici radioaktivńıho rozpadu

dR

dt
= −kR.

Popisuje vývoj množstv́ı R = R(t) rozpadaj́ıćıho se radioaktivńıho ma-
teriálu v čase t; k je materiálová konstanta. Je jasné, že každá funkce
R = c exp(−kt), kde c je konstanta, je řešeńım této rovnice.
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DR děĺıme na obyčejné diferenciálńı rovnice (ODR, anglicky ODE), v
nichž vystupuj́ı funkce pouze jedné proměnné, a na parciálńı diferenciálńı
rovnice (PDR, anglicky PDE), které obsahuj́ı funkce v́ıce proměnných a je-
jich parciálńı derivace. Obě předchoźı rovnice jsou ODR. V této přednášce
se pod́ıváme jen na teorii ODR a to ještě jen trochu. Než tedy PDR úplně
opust́ıme, uvedeme si pro informaci jejich tři d̊uležité reprezentanty: Laplaceovu
rovnici nebo také rovnici potenciálu

u = u(x, y) :
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

rovnici difuze nebo také rovnici vedeńı tepla

u = u(x, t) : α2∂
2u

∂x2
=
∂u

∂t

a vlnovou rovnici

u = u(x, t) : a2∂
2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
;

α a a jsou konstanty. O fyzikálńım významu těchto rovnic už něco napov́ıdaj́ı
jejich názvy.

Obecný tvar ODR pro neznámou funkci y = y(x) je

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

kde F je nějaká funkce n + 2 proměnných. Nejvyšš́ımu řádu n derivace
vyskytuj́ıćımu se v rovnici se ř́ıká řád rovnice. Hořeǰśı rovnice pro volný
pád je tedy (obyčejná diferenciálńı) rovnice druhého řádu, kdežto rovnice
radioaktivńıho rozpadu je prvńıho řádu.

Diferenciálńı rovnice tvaru

an(x)y(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = b(x),

kde ai(x) a b(x) jsou zadané funkce a y = y(x) je neznámá funkce, je
lineárńı diferenciálńı rovnice (řádu n) s pravou stranou b(x). Pokud je
b(x) identicky nulová, mluv́ıme o homogenńı lineárńı rovnici. Diferenciálńı
rovnice, které nejsou tohoto tvaru (a závisej́ı tedy na některých proměnných
pro neznámou funkci a jej́ı derivace nelineárně), jsou nelineárńı diferenciálńı
rovnice. Např́ıklad rovnice kyvadla

θ′′ + (g/l) sin θ = 0,
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která popisuje pohyb kyvadla délky l kývaj́ıćıho se v homogenńım t́ıhovém
poli—úhel θ = θ(t) je odchylka kyvadla od svislice v čase t—je nelineárńı.
Pro malé výchylky θ plat́ı sin θ ≈ θ a můžeme řešit lineárńı aproximaci
rovnice kyvadla θ′′ + (g/l)θ = 0, což už je lineárńı ODR. Rovnice volného
pádu i rovnice radioaktivńıho rozpadu jsou lineárńı.

Diferenciálńı rovnice F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, v nichž je funkce F poly-
nom n+2 proměnných, jsou algebraické diferenciálńı rovnice. Lineárńı difer-
enciálńı rovnice jsou speciálńım př́ıpadem algebraických. Rovnice kyvadla
neńı algebraická.

Př́ıklady. Nechť

B(x) =
∞∑

n=0

Bnx
n

n!

je mocninná řada, v ńıž koeficienty Bn jsou tzv. Bellova č́ısla; Bn je počet
rozklad̊u n-prvkové množiny na neprázdné disjunktńı bloky, např́ıklad B0 =
B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, B5 = 52 atd. Dá se dokázat, že tato řada
má poloměr konvergence ∞ a definuje tedy libovolněkrát diferencovatelnou
funkci B(x) : R → R. Dále se dá dokázat, že B(x) splňuje algebraickou
diferenciálńı rovnici

B′′ − (B′)2 −B′B = 0.

Jako cvičeńı ji odvoďte z faktu, že B(x) = eex−1.
Pro permutaci π = a1a2 . . . an č́ısel 1, 2, . . . , n označ́ıme r(π) délku nejdeľśı

rostoućı podposloupnosti v π, např́ıklad r(5642713) = 3 kv̊uli podposloup-
nosti 567. Dá se dokázat, že pro náhodnou permutaci π a velké n je délka r(π)
s velkou pravděpodobnost́ı rovna zhruba 2

√
n. Ještě přesněji se dá dokázat,

že rozděleńı náhodné veličiny r(π), třeba jak silně je koncentrována kolem své
středńı hodnoty 2

√
n, je určeno řešeńım u = u(x) algebraické diferenciálńı

rovnice
u′′ − 2u3 − xu = 0.

Pro přesnou formulaci tohoto výsledku viz přehledový článek R. P. Stanleyho
na http://www.arxiv.org/abs/math.CO/0512035.

Při řešeńı diferenciálńıch rovnic se neobejdeme bez implicitńıch funkćı.
Zaprvé obvykle chceme rovnici F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 rozřešit vzhle-
dem k nejvyšš́ı derivaci a převést ji do tvaru y(n) = G(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)).
Za jistých předpoklad̊u o funkci F to je, jak v́ıme z věty 14 v kapitole 2,
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vždy lokálně možné. Zadruhé, často—hlavně v př́ıpadě nelineárńıch rovnic—
samotná řešeńı diferenciálńıch rovnic vycházej́ı jen jako implicitně zadané
funkce.

Př́ıklad. Uvažme (de facto algebraickou a nelineárńı) diferenciálńı rovnici
prvńıho řádu

y′ =
x2

1 + y2

pro funkci y = y(x). Implicitńı funkce y daná rovnićı y3 + 3y − x3 + c = 0,
kde c je konstanta, je řešeńım, jak se snadno přesvědč́ıme zderivováńım:
3y2y′ + 3y′ − 3x2 = 0, čili y′ = x2/(1 + y2).

Co to ale přesně je řešeńı diferenciálńı rovnice F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) =
0? Dvojice (y, I), kde I ⊂ R je otevřený interval a y : I → R je na
něm definovaná funkce, která pro každé a ∈ I má vlastńı n-tou derivaci
y(n)(a) (t́ım pádem i všechny derivace předchoźı) a pro každé a ∈ I plat́ı
F (a, y(a), y′(a), . . . , y(n)(a)) = 0. Řešeńı (y1, I1) dané diferenciálńı rovnice je
rozš́ıřeńım jiného řešeńı (y2, I2) (a to je zúžeńım prvńıho), pokud I1 ⊃ I2,
I1 6= I2 a pro každé a ∈ I2 plat́ı y1(a) = y2(a). Řešeńı, které nemá rozš́ı̌reńı,
je maximálńı.

Některé problémy, jimiž se zabývá teorie diferenciálńıch rovnic:

• Sestaveńı diferenciálńı rovnice pro daný problém—často nejobt́ıžněǰśı
krok při řešeńı problému.

• Podmı́nky existence řešeńı a jeho (ne)jednoznačnost.

• Explicitńı tvary řešeńı a metody jejich nalézáńı.

• Vlastnosti řešeńı (např́ıklad asymptotické chováńı řešeńı y = y(t) pro
t→∞).

• Numerické aproximace řešeńı.

Existence řešeńı diferenciálńı rovnice často neńı jen výhradně matematickým
faktem—z fyzikálńıho hlediska bývá zřejmá z toho, že fyzikálńı systém j́ı
modelovaný se prostě nějak vyv́ıjet a chovat muśı.

3.2. Lineárńı a nelineárńı ODR prvńıho řádu.
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12. přednáška 20. prosince 2005

3.2. Lineárńı a nelineárńı ODR prvńıho řádu. Uvedeme dvě
obecné věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı diferenciálńı rovnice 1. řádu
s počátečńı podmı́nkou:

(∗)
{
y(a) = b
y′(x) = f(x, y(x)).

Předpokládáme, že rovnicová funkce f je spojitá na nějaké otevřené množině
Ω ⊂ R2. Řekneme, že funkce f(x, y) je lokálně lipschitzovská na množině Ω
vzhledem k proměnné y, když pro každý bod a ∈ Ω existuj́ı konstanty ε > 0 a
K > 0 takové, že pro každé dva body (x0, y1) a (x0, y2) z ε-ového okoĺı bodu
a plat́ı |f(x0, y1)− f(x0, y2)| < K|y1 − y2|. Lokálńı lipschitzovskost vyplývá
např́ıklad ze spojitosti parciálńı derivace ∂yf na Ω.

Věta 1 (Picardova). Nechť (a, b) ∈ Ω, f ∈ C(Ω) a f je na Ω lokálně
lipschitzovská vzhledem k proměnné y. Potom existuje δ > 0 takové, že na
intervalu (a− δ, a+ δ) má rovnice (∗) právě jedno řešeńı y(x).

Věta 2 (Peanova). Nechť (a, b) ∈ Ω a f ∈ C(Ω). Potom existuje δ > 0
takové, že na intervalu (a− δ, a+ δ) má rovnice (∗) řešeńı y(x).

Větu 1 jsme dokázali jako větu 18 na 5. přednášce. Věta 2, kterou na
přednášce dokazovat nebudeme, za slabš́ıho předpokladu dává slabš́ı závěr
(obecně se nedostane jednoznačnost).

Př́ıklad. Rovnice y(0) = 0, y′ = xy2/3 má v okoĺı 0, fakticky na celém R,
dvě řešeńı: y1(x) ≡ 0 a y2(x) = x6/63. Obecněji, zvoĺıme-li c > 0, potom
funkce y(x) definovaná jako (x2 − c)3/63 pro x ∈ R\(−

√
c,
√
c) a jako 0 pro

x ∈ [−
√
c,
√
c] je řešeńım. Funkce f(x, y) = xy2/3 je totiž spojitá v bodě

(0, 0), ale neńı v jeho okoĺı lipschitzovská vzhledem k y.

Důsledek 3. Nechť f ∈ C(Ω) je na Ω lokálně lipschitzovská vzhledem k
proměnné y. Pokud se dvě řešeńı diferenciálńı rovnice y′(x) = f(x, y(x))
shoduj́ı v alespoň jednom bodě, potom se shoduj́ı na celém pr̊uniku svých
definičńıch obor̊u.

Důkaz. Nechť (y1, I) a (y2, J) jsou dvě řešeńı rovnice y′(x) = f(x, y(x)),
přičemž y1(a) = y2(a) pro nějaké a ∈ I ∩ J . Ze spojitosti funkćı y1 a y2
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plyne, že množina M = {x ∈ I∩J | y1(x) = y2(x)} je uzavřená (v otevřeném
intervalu I ∩ J). Podle věty 1 je M též otevřená. Takže M je neprázdná
obojetná podmnožina souvislého intervalu I ∩ J a nutně M = I ∩ J . 2

Lineárńı rovnice. Vyřeš́ıme lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

y′ + a(x)y = b(x).

Zde y = y(x) je neznámá funkce a funkce a(x) a b(x) jsou funkce definované a
spojité na nějakém otevřeném intervalu I. Řešeńı, které nalezneme, je defino-
vané na celém intervalu I a volbou integračńı konstanty lze splnit libovolnou
počátečńı podmı́nku. Podle d̊usledku 3 je takové řešeńı jednoznačné.

Řešeńı metodou integračńıho faktoru. Nejprve nalezneme takovou funkci
c = c(x), tzv. integračńı faktor, že c(y′+ay) = (cy)′. Pak cy′+acy = cy′+c′y
a c muśı splňovat rovnici ac = c′, čili (log c)′ = a. Funkce c = eA, kde
A = A(x) je nějaká primitivńı funkce k a(x), má tedy požadovanou vlastnost.
Výchoźı lineárńı rovnici vynásob́ıme integračńım faktorem a dostaneme

(cy)′ = c(y′ + ay) = cb.

Takže (cy)′ = cb a cy = D + c0, kde D je primitivńı funkce k cb a c0 je
integračńı konstanta. Máme řešeńı y = c−1(D + c0). Shrnuto,

y(x) = e−A(x)
(∫

eA(x)b(x) dx+ c0

)
, kde A(x) =

∫
a(x) dx.

Všimněte si, že y(x) je definovaná na celém I (definičńım oboru funkćı a a
b) a že každé počátečńı podmı́nce y(x0) = y0 odpov́ıdá přesně jedna hodnota
integračńı konstanty c0, pro ńıž je splněna. Zavedeńı integračńı konstanty pro
A, tj. nahrazeńı A(x) obecněǰśım výrazem A(x) + c1, už nedává obecněǰśı
řešeńı, které by se nedalo dostat jen s pomoćı konstanty c0.

Řešeńı metodou variace konstant. Nejprve vyřeš́ıme homogenńı rovnici
y′ + ay = 0. Odtud y′/y = −a a (log y)′ = −a. Dostáváme log y = −A + c
a y = ece−A = Ke−A, kde A je primitivńı funkce k a a c a K jsou konstanty.
Konstantu K v řešeńı y(x) = Ke−A(x) homogenńı rovnice nahrad́ıme funkćı
K = K(x) a obecnou funkci K(x)e−A(x) dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice, č́ımž
dostaneme podmı́nku na K(x):

(Ke−A)′ + a ·Ke−A = b

K ′e−A −Kae−A +Kae−A = b

K ′ = beA.
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Takže K(x) =
∫
b(x)eA(x) dx + c a po dosazeńı do y(x) = K(x)e−A(x)

dostáváme opět shora uvedený vzorec.

Př́ıklad. Volný pád s odporem prostřed́ı. Uvažujme částici o hmot-
nosti m, která z klidu padá vlivem konstantńı t́ıže a na kterou kromě t́ıže
p̊usob́ı i odpor prostřed́ı. Předpokládejme, že śıla odporu záviśı lineárně na
rychlosti částice—to je samozřejmě zjednodušeńı, ve skutečnosti je závislost
složitěǰśı. Newton̊uv zákon śıly dává pohybovou rovnici

m
dv

dt
= t́ıže − odpor = mg − kv,

kde v = v(t) je rychlost částice v čase t, g je konstanta t́ıhového zrychleńı a
k > 0 je konstanta odporu prostřed́ı. Máme lineárńı diferenciálńı rovnici

v′ + av = b,

kde a = k/m a b = g jsou konstanty. Integračńı faktor tedy je c = ekt/m a
podle hořeǰśıho vzorce máme řešeńı

v(t) =
mg

k
+ c1e

−kt/m.

Z počátečńı podmı́nky v(0) = 0 vypočteme hodnotu integračńı konstanty
c1 = −mg/k. Takže

v(t) =
mg

k

(
1− e−kt/m

)
.

Pro t→∞ se tedy rychlost částice bĺıž́ı k limitńı rychlosti

vlim =
mg

k
.

Tento vzorec plyne také uvážeńım rovnovážného stavu, kdy se t́ıže rovná śıle
odporu.

Rovnice se separovanými proměnnými. Je to diferenciálńı rovnice tvaru

y′ = f(x)g(y),

kde f(x) a g(y) jsou funkce definované a spojité na nějakém otevřeném in-
tervalu I a g 6= 0 na I. Jedná se obecně o nelineárńı diferenciálńı rovnici, v
ńıž na pravé straně můžeme od sebe oddělit—separovat—proměnné x a y.
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Rovnici uprav́ıme do tvaru

y′

g(y)
= f(x)

a ten přeṕı̌seme pomoćı funkce G(t), jež je primitivńı k funkci 1/g(t) na inter-
valu I, jako G(y(x))′ = f(x). Odtud dostáváme vztah G(y(x)) = F (x) + c,
kde F (x) je primitivńı funkce k f(x) na I a c je integračńı konstanta. Řešeńı
p̊uvodńı diferenciálńı rovnice je tedy dáno jako implicitńı funkce vztahem

G(y(x)) = F (x) + c, kde G(t) =
∫ dt

g(t)
a F (x) =

∫
f(x) dx.

Postup při řešeńı rovnice se separovanými proměnnými se obvykle zapisuje
takto:

dy

dx
= f(x)g(y)

g(y)−1dy = f(x)dx∫
g(y)−1 dy =

∫
f(x) dx

G(y) = F (x) + c.

Dva d̊uležité speciálńı př́ıpady jsou rovnice y′ = f(x) a y′ = g(y). Řešeńı
prvńı z nich jsou právě funkce primitivńı k f(x) na I. Řešeńı rovnice y′ = g(y)
je dáno implicitně jakoG(y(x)) = x+c a je to tedy funkce inverzńı keG(x)+c:

y(x) =

(∫ dx

g(x)
+ c

)〈−1〉

.

Př́ıklad. Druhá kosmická rychlost. Jakou rychlost́ı v0 muśıme vymrštit
těleso z povrchu Země, aby nikdy nedopadlo zpět? Zanedbáme odpor vz-
duchu, ale pochopitelně už nemůžeme zanedbat změnu t́ıže s výškou. Ve
výšce x nad zemským povrchem na těleso o hmotnosti m p̊usob́ı podle
Newtonova gravitačńıho zákona t́ıže mgR2(x + R)−2, kde g je konstanta
t́ıhového zrychleńı na zemském povrchu a R je poloměr Země. (Podle zákona
převrácených čtverc̊u je t́ıže ve výšce x rovna K(R + x)−2, kde K je kon-
stanta. Pro x = 0 je t́ıže mg, takže K muśı být mgR2.) Podle Newtonova
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zákona śıly jsou rychlost v = v(t) a výška x = x(t) tělesa v čase t svázány
vztahem

m
dv

dt
= − mgR2

(x+R)2
,

přičemž v(0) = v0. Pomoćı vztahu

dv

dt
=

dv

dx
· dx

dt
=

dv

dx
· v

(derivace složené funkce) přejdeme od nezávisle proměnné t k nezávisle proměnné
x a dostaneme diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými

v · dv

dx
= − gR2

(x+R)2
.

Počátečńı podmı́nka v = v0 pro t = 0 přejde na v = v0 pro x = 0, protože
x(0) = 0. Integraćı

v dv = − gR2 dx

(x+R)2

dostaneme
1
2
v2 =

gR2

x+R
+ c.

Z v(0) = v0 vypočteme c = 1
2
v2

0−gR a pro rychlost tělesa ve výšce x źıskáme
vztah

v2 = v2
0 − 2gR +

2gR2

x+R
.

Pokud v2
0 < 2gR, rychlost v pro velkou výšku x neńı definovaná, což znamená,

že s počátečńı rychlost́ı v0 těleso výšky x nikdy nedosáhne. Naopak pokud
v2

0 ≥ 2gR, těleso dosáhne každou výšku. Úniková rychlost z povrchu Země,
tzv. druhá kosmická rychlost, se tedy rovná

v0 =
√

2gR ≈ 11.2 km/s

(g ≈ 9.81 ms−2 a R ≈ 6380 km).

Exaktńı rovnice. Je to diferenciálńı rovnice tvaru

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0,
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kde M a N jsou dané funkce dvou proměnných definované na nějakém
obdélńıku R ⊂ R2, pro niž existuje taková funkce ϕ = ϕ(x, y), že na R
plat́ı ∂xϕ = M a ∂yϕ = N .

Rovnici pak přeṕı̌seme jako ϕ(x, y(x))′ = 0 a jej́ı řešeńı y = y(x) je dáno
implicitně vztahem

ϕ(x, y(x)) = c,

kde c je konstanta. Např́ıklad rovnice se separovanými proměnnými y′ =
f(x)g(y), to jest −f + g−1y′ = 0, je exaktńı, protože pro ni můžeme vźıt
ϕ(x, y) = −F (x) +G(y), kde F =

∫
f dx a G =

∫
g−1 dy.

Tvrzeńı 4. Nechť funkce dvou proměnných M , N , ∂yM a ∂xN jsou spojité
na obdélńıku R = (α, β) × (γ, δ) (povolujeme α = −∞ atd.). Diferenciálńı
rovnice

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

je exaktńı na R, právě když na R plat́ı ∂yM = ∂xN . Je-li tato podmı́nka
splněna, potom, pro libovolný pevný bod (x0, y0) ∈ R, funkce

ϕ(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds+
∫ y

y0

(
N(x, t)−

∫ x

x0

∂M

∂y
(s, t) ds

)
dt

splňuje na R vztahy ∂xϕ = M a ∂yϕ = N a řešeńı diferenciálńı rovnice je
implicitně dáno vztahem ϕ(x, y(x)) = c.

Důkaz. Pokud je rovnice exaktńı a ϕ existuje, d́ıky záměnnosti parciálńıch
derivaćı (tvrzeńı 10 z 2. kapitoly) na R plat́ı ∂yM = ∂2

xyϕ = ∂2
yxϕ = ∂xN a

tedy ∂yM = ∂xN (zde jsme potřebovali spojitost ∂yM a ∂xN).
Naopak, nechť na R plat́ı ∂yM = ∂xN . Dokážeme, že funkce ϕ definovaná

ve zněńı tvrzeńı splňuje ∂xϕ = M a ∂yϕ = N . Funkce h(x, t) = N(x, t) −∫ x
x0
∂yM(s, t) ds nezáviśı na x, protože ∂xh(x1, t) = ∂xN(x1, t)−∂yM(x1, t) =

0 a h je pro pevné t jako funkce x konstantńı. Druhý sč́ıtanec ve formuli
definuj́ıćı ϕ je, navzdory značeńı, funkce f(y) závisej́ıćı jen na y a ne na x.
Při parciálńı derivaci podle x zmiźı a ∂xϕ(x1, y) = M(x1, y).

Abychom dokázali rovnost ∂yϕ = N , ukážeme, že v každém bodě (x, y1) ∈
R má funkce

g(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds

parciálńı derivaci
∂g

∂y
(x, y1) =

∫ x

x0

∂M

∂y
(s, y1) ds.

74



Odtud dostaneme

∂yϕ(x, y1) = ∂yg(x, y1) +N(x, y1)−
∫ x

x0

∂yM(s, y1) ds = N(x, y1).

Nechť tedy (x, y1) ∈ R a x ≥ x0; př́ıpad x ≤ x0 je podobný. Nechť dále
h > 0 a y1+h < δ; př́ıpad h < 0 a γ < y1+h je podobný. Podle Lagrangeovy
věty o středńı hodnotě existuje taková funkce θ(s), že pro každé s ∈ [x0, x]
máme 0 < θ(s) < h a M(s, y1 + h)−M(s, y1) = h · ∂yM(s, y1 + θ(s)). Takže

g(x, y1 + h)− g(x, y1)

h
=

1

h

(∫ x

x0

M(s, y1 + h) ds−
∫ x

x0

M(s, y1) ds
)

=
∫ x

x0

M(s, y1 + h)−M(s, y1)

h
ds

=
∫ x

x0

∂yM(s, y1 + θ(s)) ds.

Protože ∂yM je stejnoměrně spojitá na každé uzavřené a omezené podmnožině
R (viz věty 9 a 10 z 1. kapitoly), pro každé ε > 0 existuje takové η > 0, že

s ∈ [x0, x] & θ ∈ [0, η] ⇒ |∂yM(s, y1 + θ)− ∂yM(s, y1)| < ε.

Pro h < η pak ∣∣∣∣∫ x

x0

∂yM(s, y1 + θ(s)) ds−
∫ x

x0

∂yM(s, y1) ds
∣∣∣∣

je nejvýše ∫ x

x0

|∂yM(s, y1 + θ(s)) ds− ∂yM(s, y1)| ds < (x− x0)ε.

Proto pro každé h splňuj́ıćı 0 < h < η (a y1 + h < δ) máme∣∣∣∣∣g(x, y1 + h)− g(x, y1)

h
−
∫ x

x0

∂M

∂y
(s, y1) ds

∣∣∣∣∣ < (x− x0)ε.

Pro ε→ 0 dostáváme ∂yg(x, y1) =
∫ x
x0
∂yM(s, y1) ds. 2

Př́ıklad. Vyřešte rovnici

(y cosx+ 2xey) + (sinx+ x2ey + 2)y′ = 0.
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Rovnice je na R = R2 exaktńı, protože ∂yM = ∂xN = cos x+ 2xey. Z

ϕ(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds+ f(y) =
∫ x

x0

(y cos s+ 2sey) ds+ f(y)

máme
ϕ(x, y) = y sin x+ x2ey + F (y),

č́ımž je splněna podmı́nka ∂xϕ = M . Ze sinx+x2ey +2 = N = ∂yϕ = sinx+
x2ey +F ′(y) máme F ′(y) = 2. Takže F (y) = 2y, ϕ(x, y) = y sin x+x2ey +2y
a řešeńı y = y(x) je dáno implicitně vztahem

y sinx+ x2ey + 2y = c.
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13. přednáška 3. ledna 2006

V úvodu přednášky zazněl d̊ukaz tvrzeńı 4, který jsem uvedl v textu k
předchoźı přednášce.

3.3. Soustavy lineárńıch ODR prvńıho řádu. Jedna diferenciálńı
rovnice n-tého řádu se dá ekvivalentně převést na soustavu diferenciálńıch
rovnic prvého řádu. Je totiž jasné, že funkce y = y(x) je na intervalu I
řešeńım rovnice n-tého řádu

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

právě když (n+1)-tice funkćı y(x), y1(x), . . . , yn(x) je na intervalu I řešeńım
soustavy rovnic prvńıho řádu

y1 = y′

y2 = y′1
...

yn = y′n−1

F (x, y, y1, . . . , yn) = 0.

Za sńıžeńı řádu jsme ovšem zaplatili zavedeńım daľśıch n funkćı. Povšimněme
si, že sṕı̌se než o skutečnou redukci jednoho problému na druhý se tu jedná o
“rozvinut́ı” značeńı: symbol y′′ je tak jako tak zaveden jen jako zkratka pro
(y′)′, y′′′ jen jako zkratka pro ((y′)′)′ atd.

Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y + b = 0,

kde ai(x) a b(x) jsou zadané funkce, je t́ımto zp̊usobem ekvivalentńı dosti
speciálńı soustavě lineárńıch rovnic prvńıho řádu

y1 = y′

y2 = y′1
...

yn = y′n−1

yn + an−1yn−1 + · · ·+ a0y + b = 0.
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Budeme se zabývat teoríı soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu

y′i = ai,1y1 + ai,2y2 + · · ·+ ai,nyn + bi, 1 ≤ i ≤ n,

kde ai,j = ai,j(x) a bi = bi(x), 1 ≤ i, j ≤ n, je n2 + n zadaných funkćı,
definovaných na nějakém otevřeném intervalu I, a yi = yi(x), 1 ≤ i ≤ n, jsou
neznámé funkce. V maticovém zápisu,

y′ = Ay + b,

kde A : I → Rn×n a b : I → Rn je daná maticová a daná vektorová
funkce a y : I → Rn je neznámá vektorová funkce. V daľśım budeme vždy
předpokládat, že funkce ai,j(x) a bi(x) jsou spojité na intervalu I.

Věta 5. Nechť ai,j, bi : I → R, 1 ≤ i, j ≤ n, jsou funkce spojité na
otevřeném intervalu I ⊂ R, α ∈ I a β ∈ Rn. Potom soustava lineárńıch
diferenciálńıch rovnic s počátečńımi podmı́nkami

y(α) = β
y′(x) = Ax+ b

má na intervalu I jediné řešeńı. To jest existuje jediná n-tice funkćı y1, . . . , yn

z C1(I), která pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} a x ∈ I splňuje rovnosti

yi(α) = βi a y′i(x) =
n∑

j=1

ai,j(x)yj(x) + bi(x).

Důkaz věty 5, který je opět založen na větě o kontrahuj́ıćım zobrazeńı, neb-
udeme na přednášce dělat. Na rozd́ıl od vět 1 a 2 dostáváme globálńı existenci
a jednoznačnost řešeńı na celém intervalu I. Z věty 5 plyne, že pokud se dvě
řešeńı z a u soustavy y′ = Ay + b shoduj́ı v jednom bodě x0 ∈ I (tj. z(x0)
a u(x0) je tatáž n-tice z Rn), potom se shoduj́ı na celém I, z(x) = u(x) pro
∀x ∈ I.

Uvažme množinu řešeńı homogenńı soustavy y′ = Ay a množinu řešeńı
nehomogenńı soustavy y′ = Ay + b:

H = {y ∈ C1(I)n | y′ = Ay na I} a M = {y ∈ C1(I)n | y′ = Ay + b na I}.

Množina n-tic funkćı C1(I)n je vektorový prostor nad R nekonečné dimenze.
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Tvrzeńı 6. H je vektorový podprostor C1(I)n s dimenźı n. M je afinńı
podprostor C1(I)n s dimenźı n. Pro každé řešeńı y ∈ M plat́ı, že M =
y +H = {y + z | z ∈ H}.
Důkaz. Dı́ky linearitě derivováńı a maticového násobeńı je zřejmé, že H
je vektorový podprostor: Pokud y, z ∈ H a α, β ∈ R, pak (αy + βz)′ =
αy′ + βz′ = αAy + βAz = A(αy + βz) a αy + βz ∈ H. Stejně se dokážou i
implikace y, z ∈M ⇒ y− z ∈ H a y ∈M, z ∈ H ⇒ y+ z ∈M , které dávaj́ı,
že M = y +H. Existence alespoň jednoho řešeńı y ∈M plyne z věty 5.

Dokážeme, že dimH = n; odtud hned plyne dimM = n. Nechť x0 ∈ I
je libovolné č́ıslo, {ei ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ n} je kanonická báze Rn (i-tá složka
ei je 1 a ostatńı jsou nuly) a {yi ∈ H | 1 ≤ i ≤ n} jsou řešeńı homogenńı
soustavy splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky yi(x0) = ei, 1 ≤ i ≤ n; tato řešeńı
existuj́ı podle věty 5. Je jasné (podle hodnot v x0), že {y1, . . . , yn} je lineárně
nezávislá množina v C1(I)n. Je-li y ∈ H libovolné řešeńı, které má v x0

hodnoty

y(x0) =


α1

α2
...
αn

 ∈ Rn,

potom funkce z(x) =
∑n

i=1 αiy
i(x) patř́ı do H a z(x0) = y(x0). Podle věty

5 máme z(x) = y(x) pro každé x ∈ I a tedy y =
∑n

i=1 αiy
i. Takže H =

Lin({y1, . . . , yn}) a dimH = n. 2

Každá báze prostoru H se nazývá fundamentálńım systémem řešeńı (FSŘ)
homogenńı soustavy y′ = Ay.

Wronského determinant neboli wronskián n-tice vektorových funkćı f 1, . . . , fn :
I → Rn je funkce W : I → R definovaná jako

W (x) = Wf1,...,fn(x) = det


f 1

1 (x) f 2
1 (x) . . . fn

1 (x)

f 1
2 (x) f 2

2 (x) . . . fn
2 (x)

...
...

...
...

f 1
n(x) f 2

n(x) . . . fn
n (x)

 .

Připomeňme si, že f 1, . . . , fn jsou lineárně závislé (LZ), existuj́ı-li konstanty
α1, . . . , αn ∈ R, ne všechny nulové, že pro každé x ∈ I plat́ı

∑n
i=1 αif

i(x) = 0.
Zřejmě

f 1, . . . , fn jsou LZ =⇒ Wf1,...,fn(x) pro ∀x ∈ I
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(matice definuj́ıćıW (x) má pro každé x ∈ I lineárně závislé sloupce). Opačná
implikace obecně neplat́ı (rozmyslete si jako cvičeńı proč). Nicméně plat́ı v
př́ıpadě, že f 1, . . . , fn jsou řešeńı homogenńı soustavy y′ = Ay.

Tvrzeńı 7. Nechť vektorové funkce f 1, . . . , fn : I → Rn na I splňuj́ı (f i)′ =
Af i, pro danou maticovou funkci A : I → Rn×n se spojitými položkami, a
W je jejich wronskián. Pak

∃x ∈ I : W (x) = 0 =⇒ f 1, . . . , fn jsou LZ

a tedy
∃x ∈ I : W (x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ I : W (x) = 0.

Důkaz. Pokud W (x0) = 0 pro nějaké x0 ∈ I, má matice hodnot vek-
torových funkćı f i(x0) lineárně závislé sloupce:

∑n
i=1 αif

i(x0) = 0 pro nějaké
αi ∈ R, ne všechny nulové. Vektorová funkce f(x) =

∑n
i=1 αif

i(x) též splňuje
na I soustavu f ′ = Af a splňuje počátečńı podmı́nku f(x0) = 0. Jiným
řešeńım y′ = Ay splňuj́ıćım y(x0) = 0 je identicky nulová vektorová funkce.
Podle věty 5 se obě řešeńı na I rovnaj́ı a f je tedy identicky nulová. Takže∑n

i=1 αif
i(x) = 0 pro každé x ∈ I a f 1, . . . , fn jsou LZ. V ekvivalenci je imp-

likace ⇐ triviálńı a ⇒ plyne spojeńım právě dokázané implikace a implikace
uvedené před tvrzeńım. 2

Wronskián n-tice řešeńı f 1, . . . , fn homogenńı soustavy y′ = Ay je tedy na
I buď vždy nenulový a f 1, . . . , fn tvoř́ı FSŘ, nebo je na I vždy nulový a
f 1, . . . , fn jsou LZ a netvoř́ı FSŘ.

Následuj́ıćı formule ukazuje, jak z FSŘ homogenńı soustavy dostat jedno
(tzv. partikulárńı) řešeńı soustavy s pravou stranou.

Tvrzeńı 8 (metoda variace konstant). Nechť I ⊂ R je otevřený interval,
A : I → Rn×n a b : I → Rn jsou daná maticová a daná vektorová funkce
se spojitými položkami a y1, . . . , yn : I → Rn je FSŘ homogenńı soustavy
y′ = Ay. Nechť dále x0 ∈ I a y0 ∈ Rn jsou dané počátečńı podmı́nky a

Y = Y (x) =


y1

1(x) y2
1(x) . . . yn

1 (x)

y1
2(x) y2

2(x) . . . yn
2 (x)

...
...

...
...

y1
n(x) y2

n(x) . . . yn
n(x)


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je matice hodnot vektorových funkćı yi. Pak vektorová funkce z : I → Rn

definovaná formuĺı

z(x) = Y (x)
(∫ x

x0

Y (t)−1b(t) dt+ Y (x0)
−1y0

)
je řešeńım nehomogenńı soustavy y′ = Ay + b a splňuje počátečńı podmı́nku
z(x0) = y0.

Důkaz. Př́ı̌stě. 2
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14. přednáška 10. ledna 2006

Tvrzeńı 8 (metoda variace konstant). Nechť I ⊂ R je otevřený
interval, A : I → Rn×n a b : I → Rn jsou daná maticová a daná vektorová
funkce se spojitými položkami a y1, . . . , yn : I → Rn je FSŘ homogenńı
soustavy y′ = Ay. Nechť dále x0 ∈ I a y0 ∈ Rn jsou dané počátečńı podmı́nky
a

Y = Y (x) =


y1

1(x) y2
1(x) . . . yn

1 (x)

y1
2(x) y2

2(x) . . . yn
2 (x)

...
...

...
...

y1
n(x) y2

n(x) . . . yn
n(x)


je matice hodnot vektorových funkćı yi. Pak vektorová funkce z : I → Rn

definovaná formuĺı

z(x) = Y (x)
(∫ x

x0

Y (t)−1b(t) dt+ Y (x0)
−1y0

)
je řešeńım nehomogenńı soustavy y′ = Ay + b a splňuje počátečńı podmı́nku
z(x0) = y0.

Důkaz. Řešeńı soustavy y′ = Ay+b budeme hledat ve tvaru z =
∑n

i=1 ciy
i =

Y c, kde ci = ci(x) jsou neznámé funkce a c je jejich sloupcový vektor. Protože
pro každé x ∈ I se

∑n
i=1 ci(x)(y

i)′(x) rovná A(x) ·∑n
i=1 ci(x)y

i(x), dosazeńım
z(x) do nehomogenńı soustavy dostaneme podmı́nky na ci:

Az + b = z′ =
n∑

i=1

ci(y
i)′ +

n∑
i=1

c′iy
i

b =
n∑

i=1

c′iy
i = Y c′.

Protože systém y1, . . . , yn je FSŘ soustavy y′ = Ay, jeho wronskián W =
detY je v každém bodě x ∈ I nenulový a matice Y (x) je invertibilńı. Takže

c′ = Y −1b a c(x) =
∫ x

x0

Y −1(t)b(t) dt+ d,

kde d je sloupcový vektor konstant. Celkem

z(x) = Y (x)
(∫ x

x0

Y (t)−1b(t) dt+ d
)
.
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Pro d = Y (x0)
−1y0 je splněna počátečńı podmı́nka. 2

Poṕı̌seme FSŘ pro homogenńı lineárńı rovnici řádu n s konstantńımi ko-
eficienty. Je to rovnice

R(y) = any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0,

kde ai ∈ R jsou konstanty, an 6= 0, a y = y(x) je neznámá funkce. Definičńı
interval I je zde I = R. Charakteristický polynom rovnice R(y) = 0 je

p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0.

Označme K(p) = {λ ∈ C | p(λ) = 0} množinu jeho kořen̊u a pro λ ∈ K(p)
symbolem n(λ) ∈ N násobnost kořene. Uvažme množiny funkćı

F(R,C) = {xkeλx | λ ∈ K(p), 0 ≤ k < n(λ)}

a

F(R,R) = {xkeλx | λ ∈ K(p) ∩R, 0 ≤ k < n(λ)}
∪ {xkeλx sin(µx) | λ+ µi ∈ K(p), λ, µ ∈ R, µ > 0, 0 ≤ k < n(λ+ µi)}
∪ {xkeλx cos(µx) | dtto}.

Funkce v F(R,C) obsahuj́ı obecně komplexńı exponenciálu. Funkce v F(R,R)
jsou reálné a F(R,R) vznikl z F(R,C) náhradou dvojic komplexńıch funkćı
xke(λ+µi)x, xke(λ−µi)x (nereálné kořeny p se vyskytuj́ı ve dvojićıch λ+µi, λ−µi
komplexně sdružených kořen̊u se stejnými násobnostmi) dvojicemi reálných
funkćı xkeλx sin(µx), xkeλx cos(µx). Je zřejmé, že |F(R,C)| = |F(R,R)| =
n.9 Ukážeme, že F(R,R) je FSŘ rovnice R(y) = 0. Plat́ı to i o F(R,C), ale
museli bychom pracovat s funkcemi s hodnotami v C.

Lemma 9. Každá funkce ve F(R,C) i ve F(R,R) je řešeńım rovnice
R(y) = 0.

Důkaz. Protože (eλx)(m) = λmeλx, pro každý kořen λ ∈ K(p) (p je charak-
teristický polynom rovnice R(y) = 0) máme R(eλx) = eλxp(λ) = 0 a eλx je
řešeńım.

9Zřejmé je zde to, že v př́ıpadě třeba F(R,C) máme přesně n r̊uzných dvojic parametr̊u
(k, λ) určuj́ıćıch fukce v F(R,C). Rozmyslete si, že dvěma r̊uzným dvojićım odpov́ıdaj́ı
dvě r̊uzné funkce, takže opravdu |F(R,C)| = n. Podobně pro F(R,R).
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Abychom vyrobili daľśı řešeńı, uvažme “derivovanou” rovnici řádu n− 1

R′(y) = nany
(n−1) + · · ·+ 2a2y

′ + a1y = 0.

Jej́ı charakteristický polynom je p′(x), derivace charakteristického polynomu
p̊uvodńı rovnice. Podobně definujeme rovnici R′′(y) = 0 atd. Nechť f = f(x)
je funkce a R(f) = R′(f) = 0. Dı́ky (xf)(m) = mf (m−1) + xf (m) máme

R(xf) = R′(f) + xR(f) = 0.

Takže
R(f) = R′(f) = 0 ⇒ R(xf) = 0.

Má-li kořen λ ∈ K(p) násobnost m = n(λ), je eλx řešeńım všech rovnic
R(y) = 0, R′(y) = 0, . . . , R(m−1)(y) = 0, protože λ je kořenem všech je-
jich charakteristických polynomů p, p′, . . . , p(m−1). Opakovaným užit́ım právě
dokázané implikace dostáváme, že R(eλx) = R(xeλx) = · · · = R(xm−1eλx) =
0. T́ım jsme dokázali, že každá funkce v F(R,C) je řešeńım rovnice R(y) = 0.

Pro dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ + µi, λ − µi v K(p), µ > 0,
si označme funkce v odpov́ıdaj́ıćıch dvojićıch v F(R,C) a v F(R,R):

f1 = xke(λ+µi)x, f2 = xke(λ−µi)x, g1 = xkeλx sin(µx), g2 = xkeλx cos(µx).

Pak (d́ıky eϕi = cosϕ+ i sinϕ)

g2 =
f1 + f2

2
a g1 =

f1 − f2

2i
.

Takže (množina řešeńı rovnice R(y) = 0 je uzavřená na lineárńı kombinace)
z R(f1) = R(f2) = 0 plyne i R(g1) = R(g2) = 0. Pro reálný kořen λ ∈ K(p)
je odpov́ıdaj́ıćı funkce v F(R,C) a v F(R,R) stejná. Dokázali jsme, že i
každá funkce v F(R,R) je řešeńım rovnice R(y) = 0. 2

Zbývá dokázat lineárńı nezávislost funkćı v F(R,R). Asi nejjednodušš́ı
d̊ukaz je ten, kdy se indukćı dokáže nezávislost funkćı v komplexńım systému
F(R,C) a z toho se odvod́ı nezávislost systému F(R,R), viz A. Pultr,
Skripta z matematické analýzy, http://kam.mff.cuni.cz/~pultr/, kapi-
tola XIX, str. 26. Zde uvád́ıme o něco složitěǰśı d̊ukaz př́ımo pro reálný
systém F(R,R).

Lemma 10. Funkce v systému F(R,R) jsou lineárně nezávislé.

84



Důkaz. Ukážeme, že v systému funkćı (definovaných na I = R)

F = {xkeλx cos(µx), xkeλx sin(µx) | k ∈ Z, λ, µ ∈ R, µ ≥ 0}\{f(x) ≡ 0}

neńı žádná n-tice funkćı lineárně závislá. Protože F(R,R) ⊂ F , budeme t́ım
hotovi.

Uváž́ıme dva podsystémy F− a F0. Podsystém F− obsahuje ty f ∈ F ,
které maj́ı λ < 0 (a libovolné k a µ) nebo maj́ı λ = 0, k < 0 (a libovolné µ).
Podsystém F0 obsahuje funkce cos(µx) a sin(µx) pro reálná µ > 0 a funkci
identicky rovnou 1 (již chápeme jako cos(0x)). Pro každou funkci f ∈ F−

zřejmě f(x) → 0 pro x → ∞ a f ′ ∈ Lin(F−). Tedy pro libovolné m ∈ N
a f ∈ Lin(F−) máme f (m) ∈ Lin(F−) a f (m)(x) → 0 pro x → ∞. Pokud
f ∈ F0 má µ > 0 (tedy f neńı identicky rovná 1) a m ∈ N0 je násobek čtyř,
pak zřejmě f (m) = µmf .

Nechť

F (x) =
n∑

i=1

αifi(x), n ≥ 1, αi ∈ R, fi ∈ F , fi 6= fj pro i 6= j

je netriviálńı lineárńı kombinace vzájemně r̊uzných funkćı z F . Ne všechny
αi jsou tedy nulové a rovnou předpokládáme, že jsou všechny nenulové.
Ukážeme, že pro nějaké x0 ∈ R je F (x0) 6= 0. Nechť L ∈ R je největš́ı
λ vyskytuj́ıćı se v fi, 1 ≤ i ≤ n, a K ∈ Z je největš́ı k vyskytuj́ıćı se v těch
fi, co maj́ı λ = L. Pak

F ∗(x) =
F (x)

xKeLx
=

m∑
i=1

βigi(x) +
r∑

i=1

γihi(x)

= G(x) +H(x),

kde č́ısla βi, γi ∈ R jsou všechna nenulová, gi ∈ F0, hi ∈ F−, m ≥ 1,
r ∈ N0 a funkce gi a hi jsou vzájemně r̊uzné. Prvńı suma vždy obsahuje
alespoň jeden sč́ıtanec, ale druhá může být prázdná (pak definujeme H(x)
jako H(x) ≡ 0). Připomeňme si, že pro každé pevné m ∈ N0 a x→∞ máme
H(m)(x) → 0. Nalezneme takové M ∈ N0, že (F ∗)(M)(x0) 6= 0 pro nějaké
x0 ∈ R. Pak F ∗(x) a F (x) nemohou být identicky nulové na okoĺı bodu x0.

Nechť U1 ≥ 0 je největš́ı µ vyskytuj́ıćı se v gi, 1 ≤ i ≤ m. Pokud U1 = 0,
znamená to, že G(x) = β1g1(x) = β1 cos(0x) ≡ β1. Pak limx→∞ F ∗(x) =
β1 6= 0 a jsme hotovi. Nechť U1 > 0. Jako U2 ≥ 0 definujeme druhé největš́ı µ
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vyskytuj́ıćı se v gi, 1 ≤ i ≤ m (pokud neexistuje, klademe U2 = 0). Polož́ıme
β = max |βi|, 1 ≤ i ≤ m. Vezmeme tak veliký násobek čtyř M ∈ N, že

δ = |β1|UM
1 − β(m− 1)UM

2 > 0

(protože 0 ≤ U2 < U1 a |β1| > 0, takové M existuje). Můžeme předpokládat,
že největš́ı µ se nabývá v g1 a že g1(x) = sin(U1x); pro r ∈ N0 polož́ıme
xr = (2r + 1/2)π/U1 (pokud g1(x) = cos(U1x), polož́ıme xr = 2rπ/U1). Pak

g
(M)
1 (xr) = UM

1 g1(xr) = UM
1 a |g(M)

i (xr)| ≤ UM
2 pro i > 1, protože pro i > 1

je buď µ v gi nanejvýš U2, nebo gi(x) = cos(U1x), pak ale |g(M)
i (xr)| = 0.

Takže, pro všechny r ∈ N0,

|G(M)(xr)| ≥ |β1g
(M)
1 (xr)|−

m∑
i=2

|βig
(M)
i (xr)| ≥ |β1|UM

1 −β(m−1)UM
2 = δ > 0.

Celkem

|(F ∗)(M)(xr)| ≥ |G(M)(xr)| − |H(M)(xr)| ≥ δ − |H(M)(xr)|

a pro r > r0 máme |(F ∗)(M)(xr)| > δ/2 > 0, č́ımž jsme hotovi. 2

Věta 11. Systém F(R,R) je FSŘ rovnice R(y) = 0. Každé řešeńı je tedy
lineárńı kombinaćı n-tice funkćı v F(R,R).

Důkaz. Vı́me, že |F(R,R)| = n a podle dvou předchoźıch lemmat, že
F(R,R) je lineárně nezávislá množina řešeńı rovnice

R(y) = any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0,

jej́ıž množina řešeńı má dimenzi n podle tvrzeńı 6. Je to tedy jej́ı FSŘ. 2
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