9. prednaska 29. listopadu 2005

Véta 13. Nechi f € C*(U), kde U C R™ je oteviend mnoZina, a a € U
je bod.

1. Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém. (Zde
samozrejmé staci misto f € C*(U) predpoklddat pouze existenci gra-
dientu V f(a).)

2. Pokud Vf(a) = 0 a Hessova matice H¢(a) funkce f v bodé a je poz-
itivné (negativné) definitni, potom md f v a ostré lokdlni minimum
(mazimum,).

3. Pokud V f(a) =0 a Hessova matice H¢(a) je indefinitni, nemd f v a
ant neostry lokdlni extrém.

Dukaz. 1. Pokud Vf(a) # 0, pak napf. 0, f(a) > 0 (pro &le( ) <0
postupujeme obdobné), a f(a; + h,as,...,an,) = f(a) + O, f(a)h + o(h).
Existuje tedy d > 0 takové, ze pro h € (— 5 0) mame f(a; + h,ag,...,an) —
fla) < %axlf(a)h < 0aproh € (0,6) mdme f(a; + h,as,...,an) — f(a)
10, f(a)h > 0. Funkce f nemd v a ani neostry lokdln{ extém.

2 a 3. V dalsim predpokladdme, ze V f(a) = 0. Kvadratickou formu
zHy(a)z™ oznacime jako P(z) a f rozvineme v okoli a do Taylorova rozvoje
fddu n = 2 (tvrzeni 12). Protoze Vf(a) = 0, s¢itanec s i = 1 zmizi; f(a)
odpovidajici ¢ = 0 prevedeme vlevo. Protoze P(z) je homogenni polynom
stupneé 2, dostavame vyjadieni prirustku
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kde vektor e = e(h) = (hi/||h||, ho/||Bll,- - -, hm/||R]|]) lezi na jednotkové sféte
S ={z e R"| |z|| = 1}. S je kompaktni podmnozina R™ (véta 9 v 1.
kapitole) a spojitd funkce P(x) na ni nabyva svého minima a maxima (véta
10 v 1. kapitole):

p=Pla)= ”IIhiEll P(x) a M =P(p) = Hrn”a_x1 P(x).
Pozitivni (negativni) definitnost Hy(a) je ziejmé ekvivalentni nerovnostem
0<pu<M(up<M<0) a indefinitnost je ekvivalentni p < 0 < M.
Je-li Hy(a) pozitivné definitni, mdame P(e) > pu > 0 pro kazdé e € S, a
tak existuje § > 0 takové, ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h]| < § plati
A p
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Flath) = Fa) = SIBIP(P(e) + o(1)) >

—f ma v a ostré lokalni minimum. Analogicky pro negativné definitni Hy(a)
dostavame ostré lokdlni maximum. Kdyz je Hs(a) indefinitni, pak existuje
d > 0 takové, ze pro kazdé t € (0,0) mame

t2 2
fla+ta) — fla) = §(P(Oé) +o(l) < —- ) <0
¢ 2 M
fla+tB) = fla) = S(P(B)+0o(1))> 55 >0
—f nemd v a ani neostry lokalni extrém. a

Hledani extrémi funkci vice proménnych. Chceme nalézt lokdlni i
globalni extrémy funkce m proménnych f : D — R na mnoziné D C R™.
Zacneme lokdlnimi extrémy a budeme nejprve predpokladat, ze mnozina D
je oteviend a f € C%(D). Z ¢4sti 1 véty 13 vime, ze vSechny lokaln{ (a tedy
i globalni) extrémy jsou obsazeny v mnoziné staciondrnich bodi

S={a€eD|Vf(a)=0}.

Nejprve nalezneme S. U stacionarnich bodu a € S s definitni nebo indefinitni
matici Hy(a) zndme diky Castem 2 a 3 véty 13 povahu lokalniho extrému v
a. Je-li Hy(a) semidefinitni, nefikd véta 13 o chovani f v okoli @ nic.

O definitnosti, semidefinitnosti ¢i indefinitnosti matice Hy(a) = (b;;)7%—
rozhodneme metodami linedrni algebry. Pripomenme Sylvestrovo kritérium:
pokud jsou vsechny subdeterminanty d,, = det(b;;)7,—, 1 < n < m,
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nenulové, pak, jsou-li vSechny kladné, je matice Hy(a) pozitivné definitni,
nastava-li (—=1)"*d, > 0, 1 <n < m, je Hf(a) negativné definitn{ a jinak je
indefinitni; o pfipadu, kdy d,, = 0 pro alespon jedno n, Sylvestrovo kritérium
netvrdi nic. Obecné vzdy muzeme matici Hs(a) zménou béze diagonalizo-
vat: nalezneme reguldrn{ matici C' takovou, ze B = C' - Hy(a) - CT m4 mimo
hlavni diagondlu jen nuly. Ma-li B na diagonale kladné i zaporné prvky,
je Hy¢(a) indefinitni. Jsou-li vSechny diagonalni prvky B kladné (zaporné),
je Hy(a) pozitivné (negativné) definitni. Ve zbyvajicich piipadech je Hy(a)
odpovidajicim zpusobem semidefinitni. Pro malé m, napt. m = 2, je mozné
piimo vzit kvadratickou formu a doplnit ji na ¢tverce, viz nasledujici priklad.

Obecny problém lokélnich extrému je ovsem slozitéjsi: funkce f: Q — R
je sice obvykle definované na néjaké oteviené mnoziné  C R™ a f € C*(Q),
ale lokalni extrémy hledame na mnoziné D C 2, ktera nemusi byt oteviena.
D muze byt napiiklad uzaviend koule {x € R™ | ||z| = r}. V takovém
pripadé D rozlozime jako D =V U H, kde V je vnittek D a H je mnozina
hrani¢nich bodu lezicich v D. Mnozina lokalnich extrému f na D je obsazena
ve sjednoceni mnoziny lokéalnich extrému f na V' a mnoziny lokélnich extrému
f na H. Protoze V je oteviena, na prvni mnozinu muzeme aplikovat postup
podle véty 13 (ovéem v dimenzi m > 1 i pro slozitou D muze byt V = ()
a nijak si nepomuzeme). Hranice H se ¢asto da definovat pomoci soustavy
rovnic jako H = {z € R"™ | Fi(z) = Fy(z) = --- = F,(x) = 0}, kde F} jsou
“pekné” funkce. Pro hledani lokalnich extrému na takovych mnozinach H
se pouziva Lagrangeova metoda (téz metoda Lagrangeovich multiplikdtori),
kterou uvedeme na nasledujici prednésce; jejim zakladem je véta strukturné
analogicka vété 13.

Po urceni lokélnich extrému zbyva rozhodnout o globalnich extrémech.
Nejprve trivialni ale uzitecné pozorovani: Protoze globédlni extrém musi byt
i lokdlnim extrémem, nema-li funkce naptiklad lokalni minimum, neméa ani
globalni minimum. Pokud je mnozina D kompaktni, pouzijeme zdkladni
vysledek: spojita funkce na kompaktni mnoziné nabyva globalni maximum i
globalni minimum. Kdyz D kompaktni neni, nemusi globalni extrém existo-
vat a musime si pomoci jinak, tfeba rozdélenim D na “zvladnutelné” kusy.
Pokud naptiklad lze D vyjddrit jako D = Dy U D, kde (i) D; je kompaktni
a (ii) existuje bod b € D, takovy, ze pro kazdé x € Dy méme f(x) > f(b),
potom f nabyva na D svého minima a min,ep f(z) = mingep, f(z). Tolik
v obecnosti a nyni konkrétni priklad.



Piiklad (z bonifika¢niho testu 25.11.2005). Pro funkci
f: R* =R, f(z,y) =y*+ycosz —sinz — 2

naleznéte lokalni a globalni extrémy:.
Mame

Vf(x,y) = (0f,0,f) = (—ysinx — cosx, 2y + cos x)

2.1, a%yf ) . ( —ycosx +sinx , —sinx )
2 2 - _ . .
8yxf , 8yyf sin , 2

Soustava rovnic V f(x,y) = (0,0) se snadno vyfesi a dava staciondrni body

Ayt -

sy = (1/2 + km,0), k € Z.

Tedy
(L (-
Hf(sk) = < (_1)k+1 .2
a
-1, 1 L 1, —1 ,
H(sy) = L o | Ppro liché k a Hy(sg) = {9 ] pro sudé k.
Prvni matice je indefinitni (odpovida ji kvadratickd forma P(z,y) = —a? +
2zy + 2y = —(r — y)*> + 3y?) a druhd je pozitivné definitni (P(x,y) =
22 — 2zy + 2y? = (v — y)? + y?). Pro liché k v s; nenf lokaln{ extrém a pro
sudé k je v s ostré lokdlni minimum, vzdy s hodnotou f(sg) = —3.

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokdlni minima.
Globalni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezend (f(7w/2,y) =
y* — 3); jiny duvod je ten, Ze f nemd zadné lokalni maximum. Definién{
obor R? nenf kompaktni. Funkce f je vSak 2m-periodickd v  a pro vySetfeni
globdlnich minim sta¢i uvazit jeji hodnoty v pasu P daném nerovnostmi
0 <z < 27. Na jeho hranici méme hodnoty f(0,y) = f(27,y) = y*+y—2 =

9 9

(y+3)?—2 > -9 > -3 Déle pro |y| > 2 a libovolné z € R méme

1V této chvili jesté nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pdsu nejsou mensf nez
—3, pas sam je nekompaktni a pro y — doo by nékde uprostied néj mohla f klesat k
asymptoté pod —3; globdlni minimum by pak neexistovalo. Nésledujici jednoduchy odhad
ukazuje, ze takto se f nechova.



f(z,y) > y?—|y|-3 = (y£5)?—12 > —1 > —3. Takze, piSeme-li P = PUP,,
kde P; je (kompaktni) obdélnik [0, 27| x [-2, 2] a P, je (nekompaktni) zbytek
pasu P, pro kazdé a € P, mame f(a) > —1 > f(sg) = —3, kde sg € Pi.
Na hranici obdélnika P, mé f vzdy hodnotu alespon —9/4 > —3 a na jeho
vnittku ma f jediné lokdlni minimum f(sg) = —3. Proto ma f na obdélniku
Py a na celém pasu P jediné (ostré) globalni minimum f(sg) = —3. Z 27-
periodi¢nosti v proménné x plyne, ze hodnoty f(sa) = —3, k € Z, jsou
vSechna neostrd globalni minima funkce f na R?2.

2.4. Véta o implicitnich funkcich. Uvazujme soustavu n rovnic o m+n
neznamych

Fl(xla---axmvyla"'7yn) =0
Fy(xy, .. syt Yn) = 0

Fn(xla"'axmayla"'7yn) = 07

kde F; jsou redlné funkce definované na okoli bodu (g, yo) € R™*", xy € R™
a yo € R, ktery je feSenim soustavy, tj. Fj(xo,5) = 0 pro 1 < i < n.
Nedaly by se neznamé yq, ..., 1, pomoci soustavy eliminovat a nedaly by se
vyjadrit, alespon lokdlné v okoli ¢, jako funkce y; = fi(z1, ..., z;) prvnich m
neznamych? Nasledujici véta ukazuje, ze za urcitych predpokladu o funkcich
Fy—jsou z tiidy C! a linearni aproximace jejich y-ovych ¢dsti v bodé (xq, yo)
jsou linearné nezavislé—to mozné je. Takto implicitné definované funkce
fi jsou také z tiidy C' a jejich parcidlni derivace se snadno vypoéitaji z
parcialnich derivaci funkci F;.

Nejprve zavedeme znaceni. Pro zobrazeni F' = (Fy, Fy,..., F,) a f =
(fhf?w"afn)) kde FZ = Fi<m1a"'7'xm7y17"'ayn) a fj = fj(xh'"axm):
oznacime z = (x1, T, ..., Tm), ¥ = (Y1,Y2, .-, Yn) 2

oF  OFy ory
n.m Ox1 Oxo T Oz
oF;\ "
Fy(v,y) = (a:::-) (z,y) = o ()
77 4,5=1 OF, OFn OFn
o0z Oxo T Oxm
oF  OFy [eJaN
n o dy2 " Oyn
OF;
F(z,y) = <a ) (z,y) = o (@)
Yi/ij=1 OF, 0F, OF,
Ooy1 Oy2 "7 Oyn




oK Oh of

f’<x>=(af")nm @ -1 = e
01, ) ;1 v e o
o1 Oxo O0Tm

Prvni a tfeti matice maji rozmér n x m, druha matice je ¢tvercova s rozmérem
n Xn.

Véta 14 (o implicitnich funkcich). Nechf
F=(F,F,...,F,): W—R"

je zobrazeni definované na okoli W C R™™™ bodu (xo,v0), kde zo € R™ a
Yo € R™, a splnugici ndsledugici podminky.

1. F;=F(z,y) e C'(W) pro1 <i<n.
2. Fi(zo,y0) =0 pro1 <i<n.

3. det(Fy(wo,y0)) # 0.

Potom existuji okoli U C R™ oV C R" bodu xq a yy takovd, Z2e U xV C W
a pro kazdy bod x € U existuje pravé jeden bod y € V' splnugici Fi(z,y) =0
pro 1 <i < n. Jinak receno, existuje zobrazeni f = (f1, fo, ..., fu): U—V
takové, Ze

V(z,y) eU XV : F(z,y) =0 < y = f(x).

Navic kazdd funkce f; je v CY(U), takze zobrazeni f je diferencovatelné na U
a jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U splriuje

fi(@) = —(Fy(a, f(2)) " Fu(z, f(2)).

Dukaz véty 14 v této prednasce pomineme. (Lze ho zacit nejprve piipadem
jedné rovnice n = 1 a pak postupovat indukci podle n nebo je mozné hned
dokéazat obecnou verzi pomoci Banachovy-Picardovy véty o kontrahujicim
zobrazeni, viz V. A. Zorich, Mathematical Analysis, Springer 2004, podkapi-
tola 8.5 ve sv. 1 a podkapitola 10.7 ve sv. 2.) Ukazeme alespon, jak ze
vztahu

Fi(z, fi(z),..., fo(x)) =0, 1<k <n a z €U,
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formule pro 0;f;(x). Parcialnim derivovdnim téchto n rovnic podle z;, kde
i€ {l1,2,...,m} je pevné, dostavame n vztahu

-~ OF 01

OF}, o, (z, f(x)) oz, () =0, 1 <k <n.

a.fli'i

(z, f(x)) +

=1

Méme soustavu n rovnic s n neznamymi 0; f;(x), 1 < j < n, kterou zapiseme
maticové v kanonické podobé jako

F!-8,f = —F,

kde F) = Fj(x, f(z)), O:;F je sloupcovy vektor (9, Fy, 05, Fy, ..., 00 Fn)",
0;f je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcidlnich derivaci
x, f(x) a x pro strucnost vynechavame. Vyndsobime-li tento vztah zleva
inverzni matici (F,)~" a vyslednych m rovnosti odpovidajicich 1 <14 < m
slouc¢ime do jedné, dostaneme

(Onf, ..., 0mf) =—(F) " (OF,...,0,F),

coz je presné rovnice f'(x) = —(F,(z, f(x)))" F,(z, f(x)). Podle Cramerova
pravidla (znamého z Linearni algebry) se ale 0;f; = 0,f;(z) také rovna
det A’/ det A, kde A = F, = F,(z, f(x)) a A" je modifikovand matice sous-
tavy, kterd z A vznikne nahrazenim j-tého sloupce matice A sloupcem pravé
(rodné) strany —0;F'. Takze

of;  detA”  det(d,F,...,0, F,,,F,d,,F,...0,F)

Ox;  detF! det(d,, F,0,,F,...,0,F)

(v bodech z € U a (z, f(z)) e U x V).



