
9. přednáška 29. listopadu 2005

Věta 13. Nechť f ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina, a a ∈ U
je bod.

1. Pokud ∇f(a) 6= 0, nemá f v a ani neostrý lokálńı extrém. (Zde
samozřejmě stač́ı mı́sto f ∈ C2(U) předpokládat pouze existenci gra-
dientu ∇f(a).)

2. Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) funkce f v bodě a je poz-
itivně (negativně) definitńı, potom má f v a ostré lokálńı minimum
(maximum).

3. Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) je indefinitńı, nemá f v a
ani neostrý lokálńı extrém.

Důkaz. 1. Pokud ∇f(a) 6= 0, pak např. ∂x1f(a) > 0 (pro ∂x1f(a) < 0
postupujeme obdobně), a f(a1 + h, a2, . . . , am) = f(a) + ∂x1f(a)h + o(h).
Existuje tedy δ > 0 takové, že pro h ∈ (−δ, 0) máme f(a1 + h, a2, . . . , am)−
f(a) < 1

2
∂x1f(a)h < 0 a pro h ∈ (0, δ) máme f(a1 + h, a2, . . . , am)− f(a) >

1
2
∂x1f(a)h > 0. Funkce f nemá v a ani neostrý lokálńı extém.

2 a 3. V daľśım předpokládáme, že ∇f(a) = 0. Kvadratickou formu
xHf (a)xT označ́ıme jako P (x) a f rozvineme v okoĺı a do Taylorova rozvoje
řádu n = 2 (tvrzeńı 12). Protože ∇f(a) = 0, sč́ıtanec s i = 1 zmiźı; f(a)
odpov́ıdaj́ıćı i = 0 převedeme vlevo. Protože P (x) je homogenńı polynom
stupně 2, dostáváme vyjádřeńı př́ır̊ustku

f(a + h)− f(a) =
2∑

i=1

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + o(‖h‖2)

=
1

2

m∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xi

(a)hihj + o(‖h‖2)

=
1

2
P (h1, h2, . . . , hm) + o(‖h‖2)

=
1

2
‖h‖2

(
P (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) + o(1)

)
=

1

2
‖h‖2(P (e) + o(1)),
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kde vektor e = e(h) = (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) lež́ı na jednotkové sféře
S = {x ∈ Rm | ‖x‖ = 1}. S je kompaktńı podmnožina Rm (věta 9 v 1.
kapitole) a spojitá funkce P (x) na ńı nabývá svého minima a maxima (věta
10 v 1. kapitole):

µ = P (α) = min
‖x‖=1

P (x) a M = P (β) = max
‖x‖=1

P (x).

Pozitivńı (negativńı) definitnost Hf (a) je zřejmě ekvivalentńı nerovnostem
0 < µ ≤ M (µ ≤ M < 0) a indefinitnost je ekvivalentńı µ < 0 < M .

Je-li Hf (a) pozitivně definitńı, máme P (e) ≥ µ > 0 pro každé e ∈ S, a
tak existuje δ > 0 takové, že pro každé h splňuj́ıćı 0 < ‖h‖ < δ plat́ı

f(a + h)− f(a) =
1

2
‖h‖2(P (e) + o(1)) >

‖h‖2

2
· µ

2
> 0

—f má v a ostré lokálńı minimum. Analogicky pro negativně definitńı Hf (a)
dostáváme ostré lokálńı maximum. Když je Hf (a) indefinitńı, pak existuje
δ > 0 takové, že pro každé t ∈ (0, δ) máme

f(a + tα)− f(a) =
t2

2
(P (α) + o(1)) <

t2

2
· µ

2
< 0

f(a + tβ)− f(a) =
t2

2
(P (β) + o(1)) >

t2

2
· M

2
> 0

—f nemá v a ani neostrý lokálńı extrém. 2

Hledáńı extrémů funkćı v́ıce proměnných. Chceme nalézt lokálńı i
globálńı extrémy funkce m proměnných f : D → R na množině D ⊂ Rm.
Začneme lokálńımi extrémy a budeme nejprve předpokládat, že množina D
je otevřená a f ∈ C2(D). Z části 1 věty 13 v́ıme, že všechny lokálńı (a tedy
i globálńı) extrémy jsou obsaženy v množině stacionárńıch bod̊u

S = {a ∈ D | ∇f(a) = 0}.

Nejprve nalezneme S. U stacionárńıch bod̊u a ∈ S s definitńı nebo indefinitńı
matićı Hf (a) známe d́ıky částem 2 a 3 věty 13 povahu lokálńıho extrému v
a. Je-li Hf (a) semidefinitńı, neř́ıká věta 13 o chováńı f v okoĺı a nic.

O definitnosti, semidefinitnosti či indefinitnosti matice Hf (a) = (bi,j)
m
i,j=1

rozhodneme metodami lineárńı algebry. Připomeňme Sylvestrovo kritérium:
pokud jsou všechny subdeterminanty dn = det(bi,j)

n
i,j=1, 1 ≤ n ≤ m,
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nenulové, pak, jsou-li všechny kladné, je matice Hf (a) pozitivně definitńı,
nastává-li (−1)n+1dn > 0, 1 ≤ n ≤ m, je Hf (a) negativně definitńı a jinak je
indefinitńı; o př́ıpadu, kdy dn = 0 pro alespoň jedno n, Sylvestrovo kritérium
netvrd́ı nic. Obecně vždy můžeme matici Hf (a) změnou báze diagonalizo-
vat: nalezneme regulárńı matici C takovou, že B = C ·Hf (a) ·CT má mimo
hlavńı diagonálu jen nuly. Má-li B na diagonále kladné i záporné prvky,
je Hf (a) indefinitńı. Jsou-li všechny diagonálńı prvky B kladné (záporné),
je Hf (a) pozitivně (negativně) definitńı. Ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech je Hf (a)
odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem semidefinitńı. Pro malé m, např. m = 2, je možné
př́ımo vźıt kvadratickou formu a doplnit ji na čtverce, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Obecný problém lokálńıch extrémů je ovšem složitěǰśı: funkce f : Ω → R
je sice obvykle definovaná na nějaké otevřené množině Ω ⊂ Rm a f ∈ C2(Ω),
ale lokálńı extrémy hledáme na množině D ⊂ Ω, která nemuśı být otevřená.
D může být např́ıklad uzavřená koule {x ∈ Rm | ‖x‖ = r}. V takovém
př́ıpadě D rozlož́ıme jako D = V ∪ H, kde V je vnitřek D a H je množina
hraničńıch bod̊u lež́ıćıch v D. Množina lokálńıch extrémů f na D je obsažena
ve sjednoceńı množiny lokálńıch extrémů f na V a množiny lokálńıch extrémů
f na H. Protože V je otevřená, na prvńı množinu můžeme aplikovat postup
podle věty 13 (ovšem v dimenzi m > 1 i pro složitou D může být V = ∅
a nijak si nepomůžeme). Hranice H se často dá definovat pomoćı soustavy
rovnic jako H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0}, kde Fi jsou
“pěkné” funkce. Pro hledáńı lokálńıch extrémů na takových množinách H
se použ́ıvá Lagrangeova metoda (též metoda Lagrangeových multiplikátor̊u),
kterou uvedeme na následuj́ıćı přednášce; jej́ım základem je věta strukturně
analogická větě 13.

Po určeńı lokálńıch extrémů zbývá rozhodnout o globálńıch extrémech.
Nejprve triviálńı ale užitečné pozorováńı: Protože globálńı extrém muśı být
i lokálńım extrémem, nemá-li funkce např́ıklad lokálńı minimum, nemá ani
globálńı minimum. Pokud je množina D kompaktńı, použijeme základńı
výsledek: spojitá funkce na kompaktńı množině nabývá globálńı maximum i
globálńı minimum. Když D kompaktńı neńı, nemuśı globálńı extrém existo-
vat a muśıme si pomoci jinak, třeba rozděleńım D na “zvládnutelné” kusy.
Pokud např́ıklad lze D vyjádřit jako D = D1 ∪D2, kde (i) D1 je kompaktńı
a (ii) existuje bod b ∈ D1 takový, že pro každé x ∈ D2 máme f(x) ≥ f(b),
potom f nabývá na D svého minima a minx∈D f(x) = minx∈D1 f(x). Tolik
v obecnosti a nyńı konkrétńı př́ıklad.
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Př́ıklad (z bonifikačńıho testu 25.11.2005). Pro funkci

f : R2 → R, f(x, y) = y2 + y cos x− sin x− 2

nalezněte lokálńı a globálńı extrémy.
Máme

∇f(x, y) = (∂xf, ∂yf) = (−y sin x− cos x, 2y + cos x)

a

Hf (x, y) =

(
∂2

xxf , ∂2
xyf

∂2
yxf , ∂2

yyf

)
=

(
−y cos x + sin x , − sin x
− sin x , 2

)
.

Soustava rovnic ∇f(x, y) = (0, 0) se snadno vyřeš́ı a dává stacionárńı body

sk = (π/2 + kπ, 0), k ∈ Z.

Tedy

Hf (sk) =

(
(−1)k , (−1)k+1

(−1)k+1 , 2

)
a

Hf (sk) =

(
−1, 1

1, 2

)
pro liché k a Hf (sk) =

(
1, −1

−1, 2

)
pro sudé k.

Prvńı matice je indefinitńı (odpov́ıdá j́ı kvadratická forma P (x, y) = −x2 +
2xy + 2y2 = −(x − y)2 + 3y2) a druhá je pozitivně definitńı (P (x, y) =
x2 − 2xy + 2y2 = (x− y)2 + y2). Pro liché k v sk neńı lokálńı extrém a pro
sudé k je v sk ostré lokálńı minimum, vždy s hodnotou f(s2k) = −3.

Jediné lokálńı extrémy funkce f tedy jsou tato ostrá lokálńı minima.
Globálńı maximum neexistuje, protože f je shora neomezená (f(π/2, y) =
y2 − 3); jiný d̊uvod je ten, že f nemá žádné lokálńı maximum. Definičńı
obor R2 neńı kompaktńı. Funkce f je však 2π-periodická v x a pro vyšetřeńı
globálńıch minim stač́ı uvážit jej́ı hodnoty v pásu P daném nerovnostmi
0 ≤ x ≤ 2π. Na jeho hranici máme hodnoty f(0, y) = f(2π, y) = y2+y−2 =
(y + 1

2
)2 − 9

4
≥ −9

4
> −3.1 Dále pro |y| ≥ 2 a libovolné x ∈ R máme

1V této chv́ıli ještě nejsme hotovi. I když hodnoty f na hranici pásu nejsou menš́ı než
−3, pás sám je nekompaktńı a pro y → ±∞ by někde uprostřed něj mohla f klesat k
asymptotě pod −3; globálńı minimum by pak neexistovalo. Následuj́ıćı jednoduchý odhad
ukazuje, že takto se f nechová.
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f(x, y) ≥ y2−|y|−3 = (y± 1
2
)2− 13

4
≥ −1 > −3. Takže, ṕı̌seme-li P = P1∪P2,

kde P1 je (kompaktńı) obdélńık [0, 2π]× [−2, 2] a P2 je (nekompaktńı) zbytek
pásu P , pro každé a ∈ P2 máme f(a) ≥ −1 > f(s0) = −3, kde s0 ∈ P1.
Na hranici obdélńıka P1 má f vždy hodnotu alespoň −9/4 > −3 a na jeho
vnitřku má f jediné lokálńı minimum f(s0) = −3. Proto má f na obdélńıku
P1 a na celém pásu P jediné (ostré) globálńı minimum f(s0) = −3. Z 2π-
periodičnosti v proměnné x plyne, že hodnoty f(s2k) = −3, k ∈ Z, jsou
všechna neostrá globálńı minima funkce f na R2.

2.4. Věta o implicitńıch funkćıch. Uvažujme soustavu n rovnic o m+n
neznámých

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0
...

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0,

kde Fi jsou reálné funkce definované na okoĺı bodu (x0, y0) ∈ Rm+n, x0 ∈ Rm

a y0 ∈ Rn, který je řešeńım soustavy, tj. Fi(x0, y0) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n.
Nedaly by se neznámé y1, . . . , yn pomoćı soustavy eliminovat a nedaly by se
vyjádřit, alespoň lokálně v okoĺı x0, jako funkce yi = fi(x1, . . . , xm) prvńıch m
neznámých? Následuj́ıćı věta ukazuje, že za určitých předpoklad̊u o funkćıch
Fi—jsou z tř́ıdy C1 a lineárńı aproximace jejich y-ových část́ı v bodě (x0, y0)
jsou lineárně nezávislé—to možné je. Takto implicitně definované funkce
fi jsou také z tř́ıdy C1 a jejich parciálńı derivace se snadno vypoč́ıtaj́ı z
parciálńıch derivaćı funkćı Fi.

Nejprve zavedeme značeńı. Pro zobrazeńı F = (F1, F2, . . . , Fn) a f =
(f1, f2, . . . , fn), kde Fi = Fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) a fj = fj(x1, . . . , xm),
označ́ıme x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , yn) a

F ′
x(x, y) =

(
∂Fi

∂xj

)n,m

i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xm

...
... · · · ...

∂Fn

∂x1

∂Fn

∂x2
. . . ∂Fn

∂xm

 (x, y)

F ′
y(x, y) =

(
∂Fi

∂yj

)n

i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

...
... · · · ...

∂Fn

∂y1

∂Fn

∂y2
. . . ∂Fn

∂yn

 (x, y)
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f ′(x) =

(
∂fi

∂xj

)n,m

i,j=1

(x) =


∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xm

...
... · · · ...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xm

 (x).

Prvńı a třet́ı matice maj́ı rozměr n×m, druhá matice je čtvercová s rozměrem
n× n.

Věta 14 (o implicitńıch funkćıch). Nechť

F = (F1, F2, . . . , Fn) : W → Rn

je zobrazeńı definované na okoĺı W ⊂ Rm+n bodu (x0, y0), kde x0 ∈ Rm a
y0 ∈ Rn, a splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky.

1. Fi = Fi(x, y) ∈ C1(W ) pro 1 ≤ i ≤ n.

2. Fi(x0, y0) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n.

3. det(F ′
y(x0, y0)) 6= 0.

Potom existuj́ı okoĺı U ⊂ Rm a V ⊂ Rn bod̊u x0 a y0 taková, že U × V ⊂ W
a pro každý bod x ∈ U existuje právě jeden bod y ∈ V splňuj́ıćı Fi(x, y) = 0
pro 1 ≤ i ≤ n. Jinak řečeno, existuje zobrazeńı f = (f1, f2, . . . , fn) : U → V
takové, že

∀(x, y) ∈ U × V : F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = f(x).

Nav́ıc každá funkce fi je v C1(U), takže zobrazeńı f je diferencovatelné na U
a jeho Jacobiho matice f ′(x) v bodě x ∈ U splňuje

f ′(x) = −(F ′
y(x, f(x)))−1F ′

x(x, f(x)).

Důkaz věty 14 v této přednášce pomineme. (Lze ho zač́ıt nejprve př́ıpadem
jedné rovnice n = 1 a pak postupovat indukćı podle n nebo je možné hned
dokázat obecnou verzi pomoćı Banachovy–Picardovy věty o kontrahuj́ıćım
zobrazeńı, viz V. A. Zorich, Mathematical Analysis, Springer 2004, podkapi-
tola 8.5 ve sv. 1 a podkapitola 10.7 ve sv. 2.) Ukážeme alespoň, jak ze
vztah̊u

Fk(x, f1(x), . . . , fn(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ n a x ∈ U,
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a z fi ∈ C1(U) plyne hořeǰśı formule pro f ′(x) a také praktičtěǰśı explicitńı
formule pro ∂ifj(x). Parciálńım derivováńım těchto n rovnic podle xi, kde
i ∈ {1, 2, . . . ,m} je pevné, dostáváme n vztah̊u

∂Fk

∂xi

(x, f(x)) +
n∑

j=1

∂Fk

∂yj

(x, f(x)) · ∂fj

∂xi

(x) = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Máme soustavu n rovnic s n neznámými ∂ifj(x), 1 ≤ j ≤ n, kterou zaṕı̌seme
maticově v kanonické podobě jako

F ′
y · ∂if = −∂iF,

kde F ′
y = F ′

y(x, f(x)), ∂iF je sloupcový vektor (∂xi
F1, ∂xi

F2, . . . , ∂xi
Fn)T ,

∂if je analogický sloupcový vektor pro f a argumenty parciálńıch derivaćı
x, f(x) a x pro stručnost vynecháváme. Vynásob́ıme-li tento vztah zleva
inverzńı matićı (F ′

y)
−1 a výsledných m rovnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch 1 ≤ i ≤ m

slouč́ıme do jedné, dostaneme

(∂1f, . . . , ∂mf) = −(Fy)
−1 · (∂1F, . . . , ∂mF ),

což je přesně rovnice f ′(x) = −(F ′
y(x, f(x)))−1F ′

x(x, f(x)). Podle Cramerova
pravidla (známého z Lineárńı algebry) se ale ∂ifj = ∂ifj(x) také rovná
det A′/ det A, kde A = F ′

y = F ′
y(x, f(x)) a A′ je modifikovaná matice sous-

tavy, která z A vznikne nahrazeńım j-tého sloupce matice A sloupcem pravé
(rodné) strany −∂iF . Takže

∂fj

∂xi

= −det A′

det F ′
y

= −
det(∂y1F, . . . , ∂yj−1

F, ∂xi
F, ∂yj+1

F, . . . , ∂ynF )

det(∂y1F, ∂y2F, . . . , ∂ynF )

(v bodech x ∈ U a (x, f(x)) ∈ U × V ).
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