
8. přednáška 22. listopadu 2005

Věta 8 je dalekosáhlým zobecněńım formule pro derivaci složené funkce jedné
proměnné. V tomto okamžiku se nab́ıźı otázka, jak to je se zobecněńım
formule pro derivaci inverzńı funkce. Dostaneme se k němu později, vyplyne
jako d̊usledek věty o implicitńı funkci.

Př́ıklad. Ukážeme, jak v jisté situaci řet́ızkové pravidlo umožňuje odvodit
zákon zachováńı energie. Uvažme otevřenou množinu U ⊂ Rm a zobrazeńı
F : U → Rm. To přǐrazuje každému bodu z U vektor z Rm a představujeme
si ho jako vektorové pole na U , které v každém bodě a ∈ U udává směr
a velikost śıly p̊usob́ıćı na hmotný bod nacházej́ıćı se v a. Toto silové pole
může být např́ıklad polem gravitačńı śıly nějakého tělesa. Oblast́ı U prolétá
částice po dráze γ : [0, 1] → U plně určené polem F . Pole F určuje jej́ı pohyb
prostřednictv́ım Newtonova zákona śıly (śıla = hmotnost × zrychleńı):

F (γ(t)) = mγ′′(t).

Zde m > 0 je hmotnost částice, tedy konstanta, a γ′′(t) = (γ′′1 (t), . . . , γ′′m(t))
je vektor zrychleńı částice (zrychleńı je okamžitá velikost změny rychlosti
částice, čili druhá derivace jej́ı polohy). Předpokládejme dále, že existuje
funkce f : U → R taková, že má v každém bodě množiny U gradient a pro
každé a ∈ U plat́ı

F (a) = −∇f(a).

Taková silová pole F se vyskytuj́ı často a ř́ıká se jim konzervativńı pole;
např́ıklad pole gravitačńı śıly je konzervativńı. Fyzikové definuj́ı potenciál
konzervativńıho pole F v bodě a jako f(a), je to také potenciálová energie
částice vzhledem k poli F , když se nacháźı v a. Dále definuj́ı kinetickou
energii částice let́ıćı po dráze Γ : [0, 1] → U (ne nutně určené polem F ) jako

1
2
mv(t)2 = 1

2
mΓ′(t)2 = 1

2
m〈Γ′(t),Γ′(t)〉.

Zdem > 0 je hmotnost částice, v(t) označuje jej́ı vektor rychlosti a kinetickou
energii částice poč́ıtáme v okamžiku t ∈ [0, 1]. Vyslov́ıme zákon zachováńı
energie.

V této situaci—částice o hmotnosti m se pohybuje v konzerva-
tivńım silovém poli F = −∇f po dráze γ(t) určené Newtonovým
zákonem śıly—je součet potenciálové a kinetické energie částice
konstantńı, nezávislý na čase.
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Abychom to dokázali, zderivujeme součet obou energíı

S(t) = f(γ(t)) + 1
2
mγ′(t)2

podle času t. S využit́ım řet́ızkového pravidla, Newtonova zákona śıly a
konzervativnosti silového pole F dostaneme, že

S ′(t) = 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+m〈γ′(t), γ′′(t)〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t),mγ′′(t)〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t), F (γ(t))〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉+ 〈γ′(t),−∇f(γ(t))〉
= 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉 − 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉
= 0.

Tud́ıž S(t) = f(γ(t)) + 1
2
mγ′(t)2 = const. pro t prob́ıhaj́ıćı [0, 1].

Pokud má funkce f : U → R definovaná na otevřené množině U ⊂ Rm

v každém jej́ım bodě parciálńı derivaci F = ∂if a ta má má v bodě a ∈ U
parciálńı derivaci ∂jF (a) = ∂j∂if(a), řekneme, že f má v bodě a parciálńı
derivaci druhého řádu podle proměnných xi a xj a jej́ı hodnotu znač́ıme

∂2f

∂xj∂xi

(a).

Induktivně definujeme parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u: má-li f v každém
bodě x ∈ U parciálńı derivaci

F =
∂k−1f

∂xik−1
∂xik−2

. . . ∂xi1

(x)

a ta má v bodě a ∈ U parciálńı derivaci ∂jF (a), řekneme, že f má v bodě a
parciálńı derivaci k-tého řádu podle proměnných xi1 , . . . , xik−1

, xj a jej́ı hod-
notu znač́ıme

∂kf

∂xj∂xik−1
. . . ∂xi1

(a).

Na pořad́ı parciálńıch derivaćı obecně zálež́ı, jak ukazuje př́ıklad funkce

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)

x2+y2 pro x2 + y2 6= 0

0 pro x2 + y2 = 0,
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která má v počátku obě smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu, ale s
r̊uznými hodnotami:

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 6= −1 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)

(spoč́ıtejte podrobně jako cvičeńı).

Tvrzeńı 10. Nechť funkce f : U → R má na okoĺı U ⊂ Rm bodu a ∈ U
parciálńı derivace druhého řádu ∂j∂if a ∂i∂jf a obě jsou v a spojité. Potom

∂2f

∂xj∂xi

(a) =
∂2f

∂xi∂xj

(a).

Důkaz. Můžeme předpokládat, že m = 2 a a = (0, 0). Z předpokladu
spojitosti ∂y∂xf a ∂x∂yf v (0, 0) chceme odvodit, že

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Dı́ky spojitosti stač́ı ukázat, že pro každé h > 0 čtverec K = [0, h]2 obsahuje
body σ a τ takové, že ∂y∂xf(τ) = ∂x∂yf(σ).

Pro orientovanou úsečku u = αβ ⊂ U a funkci g : U → R označ́ıme
g(u) = g(αβ) := g(β) − g(α). Vrcholy čtverce K označ́ıme a = (0, 0),
b = (0, h), c = (h, 0), d = (h, h) a uváž́ıme č́ıslo

w = f(d)− f(b)− f(c) + f(a)

= f(cd)− f(ab) = φ(h)− φ(0)

= f(bd)− f(ac) = ψ(h)− ψ(0),

kde φ(t) = f(ut), ψ(t) = f(vt) a ut, vt jsou pro 0 ≤ t ≤ h úsečky ut =
(t, 0)(t, h) a vt = (0, t)(h, t). Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě

φ(h)− φ(0) = φ′(t0)h = ∂xf(ut0)h

pro nějaké 0 < t0 < h. Ovšem, znovu podle Lagrangeovy věty o středńı
hodnotě,

∂xf(ut0) = ∂xf(t0, h)− ∂xf(t0, 0) = ∂y∂xf(t0, t1)h
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pro nějaké 0 < t1 < h. Pro τ = (t0, t1) tedy máme w = ∂y∂xf(τ)h2. Stejná
úvaha aplikovaná na vyjádřeńı w = ψ(h) − ψ(0) dává w = ∂x∂yf(σ)h2 pro
nějaké σ = (s0, s1), kde 0 < s0, s1 < h. Tedy ∂y∂xf(τ) = ∂x∂yf(σ) a oba
body σ a τ lež́ı uvnitř čtverce K. 2

Rovnost hodnot obou derivaćı lze dokázat i za slabš́ıho předpokladu:
existuje-li ∂x∂yf v okoĺı bodu a a je v něm spojitá, potom existuje i ∂y∂xf(a)
a ∂y∂xf(a) = ∂x∂yf(a).

Pro otevřenou množinu U ⊂ Rm označ́ıme symbolem Ck(U) množinu
funkćı f : U → R, jejichž parciálńı derivace až do řádu k včetně jsou na U
definované a spojité.

Důsledek 11. Pro každou funkci f ∈ Ck(U) hodnoty jej́ıch parciálńıch
derivaćı až do řádu k včetně nezáviśı na pořad́ı proměnných, podle nichž se
derivuje, tj. pro všechna l ≤ k a a ∈ U plat́ı

∂lf

∂xil∂xil−1
. . . ∂xi1

(a) =
∂lf

∂xjl
∂xjl−1

. . . ∂xj1

(a),

jakmile se posloupnosti (i1, . . . , il) a (j1, . . . , jl) lǐśı pouze permutaćı svých
člen̊u.

Důkaz. Když je posloupnost v = (j1, . . . , jl) pouze permutaćı posloupnosti
u = (i1, . . . , il), dokážeme u transformovat ve v prohazováńım dvojic člen̊u v
u, dokonce vystač́ıme s prohazováńım sousedńıch člen̊u: v u nalezneme člen
j1 a necháme ho “propadnout” až dol̊u, pak necháme propadnout na správné
mı́sto j2 atd. Rovnost hodnot parciálńıch derivaćı tak plyne z tvrzeńı 10. 2

V př́ıpadě spojitých parciálńıch derivaćı tedy zálež́ı jen na multimnožině
proměnných, podle kterých se derivuje, ale ne na jejich pořad́ı. Mı́sto ∂x∂x

ṕı̌seme stručně ∂x2 apod. Pro f ∈ C5(U) tedy např́ıklad máme

∂5f

∂y ∂x ∂y ∂y ∂z
=

∂5f

∂y2 ∂x ∂z ∂y
=

∂5f

∂x ∂z ∂y3
= · · ·

Velmi užitečným nástrojem při studiu vlastnost́ı funkćı je Taylor̊uv
rozvoj, jehož verzi pro v́ıce proměnných nyńı odvod́ıme. Jak rozumět
použitému symbolickému zápisu diferenciálńıho operátoru vysvětĺıme na
př́ıkladu, v němž f = f(x, y, z) je funkce a a ∈ R3, α, β ∈ R jsou kon-
stanty. Např́ıklad zápisem

(α∂y + β∂z)
3f(a)
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se rozumı́

(α3(∂y)
3 + 3α2β(∂y)

2∂z + 3αβ2∂y(∂z)
2 + β3(∂z)

3)f(a)

= α3∂
3f

∂y3
(a) + 3α2β

∂3f

∂y2∂z
(a) + 3αβ2 ∂3f

∂y∂z2
(a) + β3∂

3f

∂z3
(a).

Tvrzeńı 12. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, a ∈ U je bod a f : U → R
je funkce, která je na U n krát spojitě diferencovatelná, tj. f ∈ Cn(U).
Potom v okoĺı bodu a máme Taylor̊uv rozvoj

f(a+ h) =
n∑

i=0

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + o(‖h‖n)

=
∑ 1

i1! . . . im!
· ∂i1+···+imf

∂xi1
1 . . . ∂x

im
m

(a) · hi1
1 . . . h

im
m + o(‖h‖n),

kde v prvńı sumě mocninu chápeme symbolicky (ve smyslu operátorového
počtu) a ve druhé sumě sč́ıtáme přes všechny m-tice nezáporných celých č́ısel
i1, i2, . . . , im, jejichž součet je nanejvýš n.

Důkaz. Na přednášce zazněla jen hlavńı myšlenka: vezmeme Taylor̊uv
rozvoj až do řádu n pomocné funkce jedné proměnné F (t) = f(a+ th), kde
t ∈ [0, 1]. Opakovaným použit́ım řet́ızkového pravidla (F = f ◦ l, kde l je
lineárńı zobrazeńı, fakticky př́ımka l(t) = a+ th) pro k ≤ n dostáváme

F (k)(t) =
∑

i1,i2,...,ik

∂kf

∂xi1 ∂xi2 . . . ∂xik

(a+ th) · hi1hi2 . . . hik ,

kde i1, . . . , ik prob́ıhaj́ı nezávisle na sobě všechny indexy 1, 2, . . . ,m.
Dosazeńım do Taylorova rozvoje funkce F (se zbytkem v Lagrangeově tvaru)

f(a+ h) = F (1) =
n−1∑
i=0

1

i!
F (i)(0) + F (n)(θ), 0 < θ < 1,

dostáváme, s využit́ım kompaktńıho symbolického zápisu parciálńıch
derivaćı, prvńı formuli pro f(a + h). Druhá formule vyplývá z prvńı po-
moćı multinomické věty:

(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)i =
∑

i1,i2,...,im

(
i

i1, i2, . . . , im

)
m∏

j=1

(hj∂j)
ij ,
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kde i1, i2, . . . , im prob́ıhaj́ı nezáporná celá č́ısla se součtem i a(
i

i1, i2, . . . , im

)
=

i!

i1! · i2! · . . . · im!

je multinomický koeficient. 2

Sč́ıtance odpov́ıdaj́ıćı i = 0, 1 jsou, respektive, f(a) a Df(a)(h). Taylorova
formule zobecňuje lokálńı aproximaci pomoćı diferenciálu, kterou dostáváme
pro n = 1.

Symetrická (tj. ai,j = aj,i) reálná n×nmatice A ∈ Rn×n definuje kvadrat-
ickou formu

P (x1, x2, . . . , xn) = xAxT =
n∑

i,j=1

ai,jxixj : Rn → R

(x je řádkový vektor (x1, x2, . . . , xn)). Připomeňme si, že A se nazývá

• pozitivně (negativně) definitńı, když P (x) > 0 (P (x) < 0) pro všechny
x ∈ Rn\{0};

• pozitivně (negativně) semidefinitńı, když P (x) ≥ 0 (P (x) ≤ 0) pro
všechny x ∈ Rn;

• indefinitńı, neńı-li ani pozitivně ani negativně semidefinitńı, tj. P (x) >
0 a P (y) < 0 pro nějaké dva vektory x, y ∈ Rn.

Hessova matice funkce f v bodě a, kde f : U → R je definovaná na
okoĺı U ⊂ Rm bodu a a má na U všechny derivace druhého řádu, je matice
zaznamenávaj́ıćı hodnoty těchto derivaćı:

Hf (a) :=

(
∂2f

∂xi∂xj

(a)

)m

i,j=1

.

Podle tvrzeńı 10 maj́ı funkce z C2(U) v každém bodě z U symetrickou
Hessovu matici.

Odvod́ıme kritérium existence lokálńıch extrémů funkćı m proměnných,
které zobecňuje výsledek pro funkce jedné proměnné. Roli hodnoty druhé
derivace převezme Hessova matice. Připomeňme si, že funkce f : U → R,
kde U ⊂ Rm je otevřená množina, má v bodě a ∈ U ostré lokálńı minimum,
pokud existuje δ > 0 takové, že 0 < ‖x − a‖ < δ implikuje f(x) > f(a).
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(Neostré) lokálńı minimum znamená, že ‖x− a‖ < δ implikuje f(x) ≥ f(a).
Podobně pro ostré a neostré lokálńı maximum. Funkce f nemá v a ani
neostrý lokálńı extrém, nemá-li v tomto bodě ani lokálńı neostré minimum
ani lokálńı neostré maximum, to jest pro každé δ > 0 existuj́ı body x, y
takové, že ‖x− a‖, ‖y − a‖ < δ a f(x) > f(a), f(y) < f(a).

Věta 13. Nechť f ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina, a a ∈ U je
bod.

• Pokud ∇f(a) 6= 0, nemá f v a ani neostrý lokálńı extrém.

• Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) funkce f v bodě a je poz-
itivně (negativně) definitńı, potom má f v a ostré lokálńı minimum
(maximum).

• Pokud ∇f(a) = 0 a Hessova matice Hf (a) je indefinitńı, nemá f v a
ani neostrý lokálńı extrém.

Důkaz. Bude př́ı̌stě. 2
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