
7. přednáška 15. listopadu 2005

Viděli jsme, že diferencovatelnost implikuje existenci parciálńıch derivaćı.
Nyńı dokážeme, že naopak existence parciálńıch derivaćı v okoĺı bodu a jejich
spojitost v něm implikuj́ı diferencovatelnost.

Tvrzeńı 4. Nechť U ⊂ Rm je okoĺı bodu a ∈ Rm. Pokud má funkce
f : U → R na U všechny parciálńı derivace a ty jsou v bodě a spojité, pak
je f v bodě a diferencovatelná.

Důkaz. (Na přednášce řečena jen hlavńı myšlenka.) Můžeme předpokládat,
že a = 0 je počátek souřadnic. Pro h ∈ Rm, ‖h‖ → 0, máme ∂if(h) =
∂if(0)+o(1) (spojitost ∂if v počátku). Počátek a bod h spojuje jednoznačně
určená lomená čára s = s1 . . . sm, jej́ıž i-tá úsečka si = aibi má směr i-té
souřadnicové osy xi:

ai = (h1, h2, . . . , hi−1, 0, 0, . . . , 0) a bi = (h1, h2, . . . , hi, 0, 0, . . . , 0),

takže a1 = 0, bi = ai+1 pro 1 ≤ i ≤ m − 1 a bm = h. Na si se f chová jako
funkce jedné proměnné xi, s derivaćı rovnou ∂if . Podle Lagrangeovy věty o
středńı hodnotě máme

f(bi)− f(ai) = ∂if(ζi)hi,

kde ζi je nějaký bod lež́ıćı uvnitř si. Odtud

f(h)− f(0) =
m∑

i=1

f(bi)− f(ai)

=
m∑

i=1

∂if(ζi)hi

=
m∑

i=1

(∂if(0) + o(1))hi

=
m∑

i=1

∂if(0)hi + o(‖h‖)

(‖h‖ ≤ |h1|+ · · ·+ |hm|), pročež je f diferencovatelná v počátku. 2

Tvrzeńı 5 zobecňuje Lagrangeovu větu o středńı hodnotě na funkce v́ıce
proměnných a d̊usledek 6 zobecňuje fakt, že nulovost derivace implikuje (za
jistých předpoklad̊u) konstantnost funkce.
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Tvrzeńı 5. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, u = ab je úsečka lež́ıćı v U
a funkce f : U → R je spojitá na úsečce u a diferencovatelná v každém jej́ım
bodě, s možnou výjimkou krajńıch bod̊u a a b. Pak existuje takový vnitřńı bod
ζ úsečky u, že

f(b)− f(a) = Df(ζ)(b− a).

Důkaz. Polož́ıme F (t) = f(a + th), kde h = b− a a reálné č́ıslo t prob́ıhá
interval [0, 1]. Funkce F je patrně spojitá na [0, 1] a v t ∈ (0, 1) má derivaci

F ′(t) = lim
∆→0

f(a + th + ∆h)− f(a + th)

∆

= lim
∆→0

Df(a + th)(∆h) + o(‖∆h‖)
∆

= Df(a + th)(h).

Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě existuje t0 ∈ (0, 1) takové, že
F (1)− F (0) = F ′(t0). Odtud

f(b)− f(a) = F (1)− F (0) = F ′(t0) = Df(a + t0h)(h) = Df(ζ)(h),

kde ζ = a + t0h. 2

Důsledek 6. Pokud reálná funkce m proměnných má v každém bodě otevřené
a souvislé množiny nulový diferenciál, je na této množině konstantńı.

Důkaz. Nechť U ⊂ Rm je otevřená a souvislá množina a funkce f : U → R
je v každém bodě a ∈ U diferencovatelná a Df(a) je vždy nulové (lineárńı)
zobrazeńı. Vezmeme dva libovolné body a, b ∈ U a spoj́ıme je lomenou čarou
s = s1s2 . . . sr lež́ıćı v U (což je možné, viz věta 15 v kapitole 1 a následuj́ıćı
cvičeńı). Pro libovolnou úsečku si = aibi z s máme podle předchoźıho tvrzeńı
a předpokladu o f , že

f(ai)− f(bi) = Df(ζ)(ai − bi) = 0

(zde ζ je nějaký vnitřńı bod si), tedy f(ai) = f(bi). Hodnoty funkce f na
konćıch všech úseček si jsou proto všechny stejné a speciálně f(a) = f(b). 2

Geometrie gradientu a diferenciálu. Mějme funkci f : U → R o m
proměnných, která je definovaná na nějakém okoĺı U bodu a ∈ Rm. Zk-
oumáme jej́ı okamžité př́ır̊ustky

Dvf(a) = lim
t→0

f(a + tv)− f(a)

t
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v bodě a ve směrech jednotkových vektor̊u v ∈ Rm, ‖v‖ = 1. Zaj́ımá nás,
pro který směr je př́ır̊ustek co největš́ı. Když je f v a diferencovatelná, pak
podle tvrzeńı 2 a věty 1 máme

|Dvf(a)| = |Df(a)(v)| = |〈∇f(a), v〉| ≤ ‖∇f(a)‖ · ‖v‖ = ‖∇f(a)‖.

Podle věty 1 se rovnost nabývá, právě když v je skalárńım násobkem ∇f(a),
to jest právě pro dva vektory

v+ =
∇f(a)

‖∇f(a)‖
a v− = − ∇f(a)

‖∇f(a)‖
.

Ve směru v+ svého normovaného gradientu tedy f roste nejrychleji a v
opačném směru v− stejnou měrou nejrychleji klesá:

Dv+f(a) = 〈∇f(a), v+〉 = ‖∇f(a)‖ a Dv−f(a) = 〈∇f(a), v−〉 = −‖∇f(a)‖.

Nyńı zobecńıme pojem tečny ke grafu funkce jedné proměnné na
(nad)rovinu tečnou ke grafu funkce v́ıce proměnných. Pro jednoduchost
značeńı se omeźıme jen na př́ıpad tečné roviny a dvou proměnných; obecná
tečná nadrovina ke grafu funkce m proměnných se zavád́ı analogicky.

Nechť (x0, y0) ∈ D ⊂ R2, kde D je otevřená množina v rovině, a f :
D → R je funkce. Jej́ı graf

P = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

je plocha v 3-rozměrném euklidovském prostoru; P obsahuje bod (x0, y0, z0),
kde z0 = f(x0, y0). Předpokládejme, že funkce f je v bodě (x0, y0) diferen-
covatelná. Tvrd́ıme, že potom mezi všemi rovinami z = L(x, y) (L je afinńı
funkce dvou proměnných), které obsahuj́ı bod (x0, y0, z0), je pouze jediná
splňuj́ıćı (pro (x, y) → (x0, y0)) aproximaci

f(x, y) = L(x, y) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2),

totiž rovina

T (x, y) = z0 +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0).

To plyne hned z existence diferenciálu a jeho jednoznačnosti, protože zřejmě
Df(x0, y0)(x, y) = T (x, y)− z0. Graf funkce T (x, y),

T = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, z = T (x, y)}
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se nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce f v bodě (x0, y0, z0).
Rovnici tečné roviny z = T (x, y) přeṕı̌seme ve tvaru

∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) − (z − z0) = 0

〈V, (x− x0, y − y0, z − z0)〉 = 0,

kde V ∈ R3 je vektor

V =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Označ́ıme-li X = (x, y, z) a X0 = (x0, y0, z0), můžeme tečnou rovinu T defi-
novat jako

T = {X ∈ R3 | 〈V, X −X0〉 = 0}.

Je tedy tvořena právě těmi body, jejichž směrové vektory k bodu X0 jsou
kolmé na V . Vektor V se nazývá normálovým vektorem ke grafu funkce f v
bodě X0.

2.3. Poč́ıtáńı s diferenciály a parciálńımi derivacemi. Pro dvě funkce
f, g : U → R, které jsou definované na okoĺı U ⊂ Rm bodu a ∈ U a maj́ı
v bodě a i-tou parciálńı derivaci, máme pro i-tou parciálńı derivaci jejich
lineárńı kombinace, součinu a pod́ılu stejné vzorce jako v př́ıpadě funkćı
jedné proměnné (mı́sto ∂f

∂xi
ṕı̌seme ∂if):

∂i(κf + λg)(a) = κ∂if(a) + λ∂ig(a)

∂i(fg)(a) = g(a)∂if(a) + f(a)∂ig(a)

∂i(f/g)(a) =
g(a)∂if(a)− f(a)∂ig(a)

g(a)2
(pokud g(a) 6= 0).

Tyto vzorce fakticky jsou vzorce pro funkce jedné proměnné, protože ∂i se
poč́ıtá z funkce závisej́ıćı jen na xi.

Tvrzeńı 7. Nechť U ⊂ Rm je otevřená množina, a ∈ U a f, g : U → R
jsou dvě funkce, obě diferencovatelné v bodě a.
1. Pro všechny κ, λ ∈ R je i funkce κf + λg diferencovatelná v a a jej́ı
diferenciál v a se rovná

κDf(a) + λDg(a).
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2. Součinová funkce fg je diferencovatelná v a a jej́ı diferenciál v a se rovná

g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).

3. Pokud g(a) 6= 0, je pod́ılová funkce f/g diferencovatelná v a a jej́ı
diferenciál v a se rovná

1

g(a)2

(
g(a)Df(a)− f(a)Dg(a)

)
.

Důkaz. Tyto vzorce plynou z analogických vzorc̊u pro parciálńı derivace a
z 3 tvrzeńı 2. 2

Poznamenejme, že vzorec pro diferenciál lineárńı kombinace v 1 plat́ı i
obecněji pro zobrazeńı f, g : U → Rn.

V následuj́ıćı větě budeme skládáńı funkćı a zobrazeńı zapisovat v pořad́ı
zprava doleva podle pořad́ı aplikace: (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Věta 8. Nechť
f : U → V, g : V → Rk

jsou dvě zobrazeńı, kde U ⊂ Rm a V ⊂ Rn jsou otevřené množiny.
Předpokládejme, že zobrazeńı f je diferencovatelné v bodě a ∈ U a g je difer-
encovatelné v bodě b = f(a) ∈ V . Potom složené zobrazeńı

g ◦ f = g(f) : U → Rk

je diferencovatelné v bodě a a jeho diferenciál v a se rovná složenině difer-
enciál̊u zobrazeńı f a g:

D(g ◦ f)(a) = Dg(b) ◦Df(a).

Speciálńı př́ıpad této věty (m = 1 a k = 1) jsme už vlastně dokázali na 6.
přednášce v př́ıkladu 3 o částici, takže v́ıme, jak na to. Udělejme teď ale
pořádný d̊ukaz. (Následuj́ıćı pasáž až po str. 7, d̊ukaz věty 8, z časových
d̊uvod̊u nebyla na přednášce.)

Pro zobrazeńı z : U → Rn definované v okoĺı počátku U ⊂ Rm budeme
psát stručně z(x) = o(x) mı́sto ‖z(x)‖ = o(‖x‖) a z(x) = O(x) mı́sto
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‖z(x)‖ = O(‖x‖); zde bereme vždy x → 0. Značeńı z(x) = o(x) je tedy
zkratka pro

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ < ε‖x‖

a z(x) = O(x) je zkratka pro

∃c > 0 ∃δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ < c‖x‖.

Připomeneme několik jednoduchých vlastnost́ı symbol̊u o a O, které
ponecháme čtenáři jako cvičeńı. Pokud z(x) je lineárńı zobrazeńı, pak
z(x) = O(x). (Tato samozřejmost obecně neplat́ı ve vektorových prostorech
s nekonečně mnoha rozměry!) Pokud z(x) = o(x), pak i z(x) = O(x). Pokud
máme dvě taková zobrazeńı z1, z2 : U → Rn a z = z1 + z2, potom (i = 1, 2)

zi(x) = o(x) ⇒ z(x) = o(x) a zi(x) = O(x) ⇒ z(x) = O(x).

Speciálně, z1(x) = o(x) a z2(x) = O(x) implikuj́ı z(x) = O(x). Obdobné
vlastnosti symbol̊u o a O při skládáńı zobrazeńı se dokazuj́ı rovněž snadno,
ale stoj́ı za zd̊urazněńı—jsou kĺıčové v d̊ukazu věty 8.

Lemma. Nechť u : U → V a v : V → Rk jsou zobrazeńı, přičemž U ⊂ Rm

a V ⊂ Rn jsou okoĺı počátk̊u souřadnic.
1. Pokud u(x) = o(x) a v = O(x), pak v(u(x)) = o(x).
2. Pokud u(x) = O(x) a v(x) = o(x), pak v(u(x)) = o(x).

Důkaz. Cvičeńı. 2

Důkaz věty 8. V okoĺı počátk̊u souřadnic máme aproximace

g(b + h) = g(b) + Dg(b)(h) + γ(h) a f(a + h) = f(a) + Df(a)(h) + β(h),

kde γ(h) i β(h) je o(h). Rozd́ıl f(a + h)− f(a) si označ́ıme jako ∆(h). Pak
f(a + h) = f(a) + ∆(h) = b + ∆(h) a ∆(h) = Df(a)(h) + β(h). Takže

(g ◦ f)(a + h)− (g ◦ f)(a) = g(f(a + h))− g(f(a))

= Dg(b)(∆(h)) + γ(∆(h))

= Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h))

= (Dg(b) ◦Df(a))(h) + α(h),

kde
α(h) = Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h)).
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Prvńı sč́ıtanec definuj́ıćı α(h) je o(h) podle 1 lemmatu a druhý je o(h) podle
2 lemmatu. Celkem α(h) = o(h) a g ◦ f má v a diferenciál rovný lineárńımu
zobrazeńı Dg(b) ◦Df(a). 2

Z lineárńı algebry v́ıme, že matice lineárńıho zobrazeńı g ◦ f složeného
z lineárńıch zobrazeńı f a g se dostane jako součin matice zobrazeńı g a
matice zobrazeńı f (v tomto pořad́ı). Jacobiho matice zobrazeńı f v bodě a
je matice lineárńıho zobrazeńı Df(a) vzhledem ke kanonické bázi a jej́ı prvky
jsou hodnoty parciálńıch derivaćı souřadnicových funkćı v bodě a (d̊usledek
3). Na úrovni popisu Jacobiho maticemi tak věta 8 dává následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 9. Za situace popsané v předchoźı větě je Jacobiho matice
složeného zobrazeńı h = g ◦ f v bodě a rovna součinu Jacobiho matice zo-
brazeńı g v bodě b = f(a) a Jacobiho matice zobrazeńı f v bodě a:

(
∂hi

∂xj

(a)

)k,m

i,j=1

=

(
∂gi

∂xj

(b)

)k,n

i,j=1

(
∂fi

∂xj

(a)

)n,m

i,j=1

=

(
n∑

r=1

∂gi

∂xr

(b) · ∂fr

∂xj

(a)

)k,m

i,j=1

.

Speciálně pro k = 1, kdy funkce h o m proměnných je složeninou

h = g(f1, f2, . . . , fn)

funkce g o n proměnných a n funkćı fi, z nichž každá má m proměnných,
dostáváme řet́ızkové pravidlo pro parciálńı derivaci složené funkce:

∂h

∂xi

(a) =
n∑

j=1

∂g

∂xj

(f(a)) · ∂fj

∂xi

(a)

= 〈∇g(f(a)), ∂if(a)〉,

kde i = 1, 2, . . . ,m, f = (f1, f2, . . . , fn) a ∂if = (∂if1, ∂if2, . . . , ∂ifn).
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