6. prednaska 8. listopadu 2005

Vektorovyj prostor se skaldrnim soucinem (VPSS) je vektorovy prostor X
nad télesem R, ktery je vybaven zobrazenim (-,-) : X x X — R, zvanym
skalarni soucin, splnujicim tii axiomy (pro vSechny z,2',y € X a k, A € R):

a) (x,z) >0, (xr,x) =0 <= x =0 (positivni definitnost),
b) (kx + A2',y) = k{x,y) + X', y) (bilinearita) a
c) (z,y) = (y,x) (symetrie).

Na rozdil od metriky a normy muze skalarni sou¢in nabyvat zapornych hod-
not. Prikladem VPSS je euklidovsky prostor R™ se skalarnim sou¢inem

(T, y) = T1y1 + ToYo + -+ + Ty

nebo prostor Cla, b] se skaldrnim sou¢inem

(f.9) = / " f)g(a) da.

Véta 1 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Ve VPSS X pro kazdé dva
vektory x,y € X plati nerovnost

(z,y)* < (x,2)(y,y).

Rovnost nastavd, pravé kdyz je jeden z vektoru skaldrnim ndsobkem druhého:
xr= Ay pro A € R.

Dikaz. Byl v Linearni algebfte, proto ho zde neuvadime. a
Na kazdém VPSS mame i normu: uvazme zobrazeni
]l =/ {z, z).

Prvni dva axiomy normy jsou ziejmé splnény. Trojuhelnikovd nerovnost
plyne z véty 1:

(2,y) < (2, 2){y, y)
(z,2) + (y,y) + 2(z,y) < <\/<fﬂ,x> + \/<y,y>>
(T+y,z+y) < <\/<x,fﬂ> + \/<y,y>>2

lz +yll < llzll + ]l

(z,y)* < (z,2)(y,y)

1y 1
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Hilbertiiv prostor! je uplny VPSS, tj. odvozend metrika

d($7y> = <x_y7x_y>
je uplna.
Kazdy vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem (-, -) je normovanym vek-
torovym prostorem (||x|| = y/(z, z)), tedy i metrickym prostorem (d(z,y) =
llx — y||) a tedy i topologickym prostorem.

2.2. Lokalni linearni aproximace funkci vice proménnych. Budeme
pracovat v euklidovském VPSS R™ s normou

m
2| = llzll = llzll = | >_ 23
i=1

Necht D C R™ je oteviend mnozina, f : D — R je funkce a a € D je
bod. Derivace funkce f v bodé a ve sméruv € R™, v # 0, nebo také smérovd
derivace, je limita

D Fa) o ting L0 1) = F(0)

t—0 t

(pokud existuje). Predstavte si D jako oblast v tiirozmérném euklidovském
prostoru, jejiz teplotu méii funkce f a kterou proléta bodem a po piimocaré
dréze, s vektorem rychlosti v, néjaka ¢astice. Smérova derivace D, f(a) pak
udava okamzitou zménu teploty ¢astice v okamziku, kdy se nachazi v bodu
a.

Parcidlni derivace funkce f v bodé a podle proménné x; je smérova
derivace D., f(a), kde ¢; je i-ty vektor kanonické baze, tj.

e; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)
s 1 na i-tém misté; znacime ji %(a). Explicitné,

8f T f(al,...,ai_l,ai—|—h,az~+1,...,am)—f(al,ag,...,am)

!Nazvany podle némeckého matematika Davida Hilberta (1862-1943).



Kdyz ma f parcidlni derivaci podle x; v kazdém bodé D, dostavame funkci
gg . D — R. Vektor hodnot vSech parcidlnich derivaci funkce f v bodé a
je gmdzent funkce f v a,

Vf((l) = (%(a)7 a%{;(a)? cee aii( ))

Pocitat parcidlni derivace umime, pii vypoctu % jsou vSechny proménné
kromeé x; konstanty a f derivujeme jako funkci jediné proménné x;. Naptiklad

I(xysin(yz) + x log 2)
dy

= 2%(sin(yz) + zy cos(yz2)).

Rekneme, 7e funkce f mé v bodé a (totdlni) diferencidl nebo ze f je v a
diferencovatelnd, pokud existuje linearni zobrazeni L : R™ — R takové, ze

oy Jlath) — fla) = L(h)
IRl =0 1Al

=0.

Toto linedrni zobrazeni L nazyvame diferencidlem a znaéime Df(a); jeho
hodnota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h).

Prepis definic smérové derivace, parcialni derivace a diferencialu dava
lokélni aproximace ptirustku funkéni hodnoty linedrnimi vyrazy v piirustku
argumentu:

fla+tv) = (a)+D f(a) t+o(l)
fla+te;) = f(a)+ axz(a) t+ o(t)
fla+h) = f(a) +Df(a)(h) + of[[h]]).

V prvnich dvou rovnicich je t realné ¢islo, ¢ — 0, a aproximace plati pouze
pro argumenty funkce f lezici na pfimce jdouci bodem a ve sméru v, resp.
ve sméru i-t¢ soufadnicové osy. Ve tieti rovnici h probihd R™, ||| — 0,
a aproximace plati pro vsechny argumenty funkce f (rozumnou aproximaci
ovSem dostaneme jen v néjakém malém okoli bodu a). Diferencovatelnost
je daleko silnéjsi pozadavek na f nez pozadavek existence smérovych nebo
parcialnich derivaci.

Priklady. 1. Funkce f = f(z,y) : R?> — R definovana jako 1 na mnoziné
{(x,y) € R*: y = 2% x # 0} a jako 0 pro vsechny zbylé body roviny md v
pocatku vsechny smérové derivace (jsou rovné nule), ale neni tam spojita.
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2. Podobné, definujeme-li f jako 1 na soutadnicovych osach, tj. na
mnoziné {(x,y) € R*: xy = 0}, a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny,
mé f v pocatku obé parcidlni derivace (jsou rovné nule), ale kromé nich uz
zéddnou dalsi smérovou derivaci.

3. Vratme se k pifkladu s ¢éstici z definice smérové derivace.
Predpoklddejme, ze funkce f : D — R (D C R™ je oteviend mnozina
a tieba m = 3) je diferencovatelnd v a € D a predstavujme si ji zase jako
teplotu bodu oblasti prostoru D. Bodem a proléta ¢astice po kiivocaré draze
v [0,1] = D, kde v = (71,72, ---,Ym), 7 : D — R, v(u) = a (Castice
je v.a v case u € (0,1)) a vSechny funkce 7; maji v u vlastni derivaci. V
okamziku, kdy se ¢astice nachazi v bodé a, ma vektor rychlosti

= (N1 (u), (W), -, Y (w)).

Jaka je v této chvili jeji okamzitd zména teploty? Prot — 0al <i<m
mame

Yilu+t) =y (u) + v (w)t + o(t),
coz davad y(u +t) = y(u) + tv + a(t) = a + tv + «a(t), kde ||a(t)]] = o(t).
Pro h € R™, ||h|| — 0, mdme f(a + h) = f(a) + Df(a)(h) + B(h), kde
B(h) = o(||n]]). Takze, pro ¢t — 0,

fu+1) = f(y(w)  _ fla) +Df(a)(tv + at)) + Gtv + a(t) — f(a)
t t
tDf(a)(v) + Df(a)(a(t)) + B(tv + aft))

t
= Df(a)(v) +Df(a)(Fo(t)) + w

= Df(a)(v) + o(1).

Okamzitd zména teploty se tedy rovna D f(a)(v) a je stejnd pro vsechny dréhy
¢astice, na nichz ma v bodé a vektor rychlosti v.

Pojem diferencidlu rozsitime na obecnéjsi situaci, kdy f : D — R"
(D C R™ je oteviend mnozina) je zobrazeni dané n-tici redlnych funkei:
f=(f,fo....fn) a fi : D — R. Rekneme, ze zobrazeni f ma v bodé
a diferencidl nebo ze tam je diferencovatelné, existuje-li linearni zobrazeni
L: R™ — R"™ takové, ze

|f(a+h) = fla) = L(A)|

im =0.
Iall—0 [A]l
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Linearni zobrazeni L znacime D f(a). Z aproximacéniho pohledu to opét zna-
mend, ze f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+a(h), kde pro ||h|| — 0 méme ||a(h)|| =
o(||h]|). Diferenciél je uréen jednoznacné: kdyby K a L byly dva ruzné difer-
encidly zobrazeni f v bodé a, pak K(v) — L(v) = ¢ je nenulovy vektor pro
né¢jaky nenulovy vektor v € R™ a tedy || K (tv) — L(tv)|| = ||te|| = |t] - ||c|| pro
kazdé t > 0, coz je ve sporu s |[K(h) — L(h)|| = o(||h||) pro ||k| — 0.

Tvrzeni 2. Necht D C R™ je oteviend mnozina, a € D je bod a f: D —
R"™ je zobrazend.

1. Zobrazeni f je diferencovatelné v a, prdvé kdyz kazdda z n souradnicovych
funkci f; je diferencovatelnd v a. Navic

Df(a) = (Dfi(a), Df2(a), ..., Dfna)).

2. Je-li zobrazeni f diferencovatelné v a, je v a spojité.

3. Nechtn =1, tj. f je redind funkce o m proménniyjch, a f je diferencov-
atelnd v a. Pak f ma v a vsechny parcidlni derivace a jejich hodnoty urcéuji
diferencidl:

D) = S+ 5@+ ()
= (V/(a).h)

Funkce f md v a rovnéZ vSechny smérové derivace a plati D,f(a) =
Df(a)(v).
Dikaz. 1. Cviceni na definice. Pro odhad chyby v linearnich aproximacich
diferencidly si uvédomte, ze pro v € R™ plati |v;| < ||v|| < |v1]+|ve|+- - -+]|vn].
2. Plyne hned z definice diferencialu.
3. Z linearity diferencidlu L = D f(a) mame

L(h) = L(hlel + hgeg + -+ + hmem) =arhy + -+ o,
kde a; = L(e;) (e; je i-ty vektor kanonické béze). Ovsem, pro t — 0,

fla+te) — fla) _ L(te:) +o([teil])
; = / = + 0(1),

takze a; = %(a). Tvrzeni o smérové derivaci plyne z jeji definice a z prave
3
dokazané formule pro diferencial. O



V obecném piipadu zobrazeni f : D — R™ je diferencidl L = Df(a) : R™ —
R"™ reprezentovan n x m matici:

L(h)1 l171 lLQ Ce ll,m h1
L(h) = L(.h)g _ lzjl 12‘72 e l2fm h?
L(h)» bt loz oo lom )\ b

Podle bodu 1 a 3 posledniho tvrzeni ma tato matice v i-tém fadku gradient

soufadnicové funkce f; v bodé a, takze [; ; = gg{? (a).
J

Disledek 3. Diferencidal zobrazeni f : D — R™ v bodé a € D, kde D C R™

je oteviend mnozina a f md souradnicové funkce f = (fi, fo,..., fn), je ddn
tzv. Jacobiho matici? zobrazeni f v bodé a,
0 0 d
@) Fia) ... (o)
: 0 0 d
f; (@ ] e @) g ()
0z iy : : o :
’]_ . . .
Ofn Ofn Ofn
8—2(@) a—i;(a) o %(a)

Je-li tato matice ¢tvercova, nazyva se jeji determinant jacobidnem.

2Nazvan4 podle némeckého matematika Carla Jacobiho (1804-1851).
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