2. prednaska 11. fijna 2005

1.2. Topologické prostory. Topologicky prostor (nebo strucnéji topolo-
giel) je dvojice (X,7), kde X je mnozina a 7 je systém (ne nutné vsech)
podmnozin mnoziny X, zvanych otevrené mnoziny, spliujici tii axiomy:

a), X eT,
b) je-li {U; | i € I} C T libovolny podsystém 7, potom U,;c; U; € T a
c) je-li {U; | i € I} C T libovolny koneény podsystém 7, potom (,c; U; € 7.

Systém otevienych mnozin tedy obsahuje prazdnou mnozinu a celé X a je
uzavieny na libovolna sjednoceni a na konecné pruniky. Uzaviené mnoZiny
topologie (X, 7) jsou mnoziny {X\U | U € T}. Okoli bodua € X je oteviena
mnozina U takova, ze a € U.

Nejjednodussi pifklad topologického prostoru je dvojice (X, {0, X}).
Zakladni piiklad je systém otevienych mmnozin metrického prostoru (po-
dle tvrzeni 1 tvoii topologicky prostor); budeme struéné mluvit o topologii
metrického prostoru. Fuklidovskym prostorem R™ budeme rozumét R™ s
topologii definovanou euklidovskou metrikou dy (za chvili uvidime, ze stej-
nou topologii definuje i kazda z metrik d, a do).

Topologicky prostor tvoreny otevienymi mnozinami v néjakém metrickém
prostoru se nazyva metrizovatelny. Zdaleka ne vSechny topologie jsou metri-
zovatelné. Metrizovatelnost implikuje ruzné specidlni vlastnosti, které obecné
topologie mit nemuseji, a kdyz je nemaji, nejsou metrizovatelné. Naptiklad
uz vime, ze kazdé konec¢nd mnozina je v metrizovatelné topologii uzaviena.
Proto topologie (X, {0, X}) nenf pro X s vice nez jednim prvkem metrizo-
vatelnd. Dalsi dulezita vlastnost metrizovatelné topologie (X, 7) je:

Va,be X,a#b3U,VeT: aclUbeV,UNV =0,

to jest, kazdé dva ruzné body maji disjunktni okoli (dokazte jako cviceni).
Topologickym prostortim s touto vlastnosti se itka Hausdorffovy? nebo haus-
dorffouské. Topologie, ktera neni Hausdorffova, neni metrizovatelna. V tomto
textu se budeme zabyvat pouze hausdorffovskymi topologiemi.

17 feckych vyrazi topos = misto a logos = védéni, slovo.
2Némecky matematik Felix Hausdorff (1868-1942) zavedl pojem topologického prostoru
v r. 1914.



Bdaze topologie (X, T) je takovy podsystém S C 7, ze kazdd mnozina z
T se da vyjadrit jako sjednoceni mnozin z §. Napiiklad systém vSech kouli
{B(a,r) | a € M,r > 0} v metrickém prostoru (M, d) tvoii bazi topologie
(M,d). Pro zadani topologie staci zadat néjakou jeji bazi, tak jsme ostatné
definovali oteviené mnoziny v metrickém prostoru (viz jesté poznamku o bézi
topologie v pristi 3. prednasce).

Dvé metriky (X,d;) a (X, dy) na téze mnoziné jsou ekvivalentni, pokud
definuji stejnou topologii. K tomu je nutné a staci, aby pro kazdy bod a z
X a kazdé r > 0 existovalo s > 0 takové, ze By, (a,s) C Bg,(a,r) a naopak
(s vyménénymi d; a dy). Uvedme postacujici podminku ekvivalence metrik
(kterda neni obecné nutnd): existuji-li konstanty 0 < r < s takové, ze pro
kazdé dva body x,y z X méame

r- dl(%l/) S d2(xay> S S - dl(‘T?y):

jsou d; a dy ekvivalentni metriky. Napiiklad vSechny metriky d a d, na R"
v ptikladu z 1. prednésky jsou ekvivalentni, protoze plati nerovnosti

do(2,y) < dy(2,y) < n'/Pdoo(2,y).
Podobné z nerovnosti (a,b > 0)
max(a,b) < vVa?+0? <a+b < 2max(a,b)

plyne, ze vSechny tii souc¢inové metriky jsou ekvivaletni.
Necht (X1, 77) a (X, 73) jsou topologie. Rekneme, Ze (X1, 77) je podpro-
storem (X3, 75), pokud X; C X5 a

Ti={X,nA| A€ T}

Rekneme, ze (X, T) je soucinem (X1,7T;) a (X2, T3), pokud X = X; x X, a
topologie 7, zvana soucinovd topologie, je dana bazi

B:{A1XA2|A1€7'1,AQE%}

(viz jesté pozndamku o bézi topologie v piisti 3. predndsce).

Topologie (X, 7) definuje na podmnoziné Y C X indukovanou topologii
(Y,7"),kde T" ={ANY | A T}; (Y,7') je ziejmé podprostorem (X, 7).
Otevienost a uzavienost mnoziny je relativni pojem, muze se zménit pri
prechodu k nadprostoru. (Naptiklad v praveé popsané situaci je Y oteviena i
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uzaviend mnozina v (Y,7"), ale nemusi byt ani jedno v nadprostoru (X, 7).
Na druhou stranu, je-li £ C Y oteviend v (X,7), je oteviend i v (Y,7")).
Poznamky k soucinu topologii. Rozmyslete si jako cviceni, ze pokud v
definici baze B sou¢inové topologie nechame A; probihat misto topologie 7;,
i = 1,2, jen néjakou jeji béazi, dostaneme mensi mnozinu B’, kterd nicméné
generuje tutéz soucinovou topologii (viz jesté pozndmku o bazi topologie v
pristi 3. prednasce). Rozmyslete si jako cviceni, ze R x R, kde R bereme s
euklidovskou topologii, davéa euklidovskou topologii na R?. Obecné&ji, soucin
R* a R! s euklidovskymi topologiemi ddvé (prevedeme-li samoziejmé body
z formétu (k-tice, I-tice) na formdt k + I-tic) euklidovskou topologii na R¥*.

1.3. Spojita zobrazeni. Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi
prostory (X,U) a (Y, V) je spojité v bodé a € X, pokud pro kazdé okoli V € V
bodu f(a) existuje okoli U € U bodu a takové, ze f(U) C V. Dovolime-li V' a
U probihat pouze néjaké béaze prislusnych topologii, dostaneme ekvivalentni
definici; viz metrické prostory, kde obvykla definice spojitosti uziva baze
kouli. Zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé. Mnozina vSech
spojitych zobrazeni mezi topologickymi prostory (X,U) a (Y, V) se oznacuje
C(X,Y).

Tvrzeni 4. Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory (X,U)
a (Y,V) je spojité, prdvé kdyz vzor kaZdé oteviené mmnoZiny je oteviend
mnoZina, tj. YV € V: f[YV) elU.

Diikaz. Implikace =. Necht f € C(X,Y) a V € V. Pokud f(a) € V pro
néjaky bod a z X, existuje diky spojitosti f okoli U, € U bodu a takové, ze
f(U,) CV, tojest U, C f~4(V). Potom mdme

f_l(v) = U Ua

fla)eV

a f71(V) je oteviend mnozina, protoZe je sjednocenim otevienych mnozin.
(Pokud z4dné a s f(a) € V neexistuje, je f~1(V) = () rovnéz oteviend
mnozina. )

Implikace <=. Necht f(a) € V € V. Podle piedpokladu je U = f~(V)
oteviend mnozina a ziejmé a € U. Takze U je okoli a a f(U) C V (dokonce
f(U) =V). Zobrazeni f je spojité v kazdém bodé a tedy spojité. a

Tvrzeni 5. Necht f: X =Y, qg: Y = Zah=fog: X — Z jsou
zobrazeni mezi topologickymi prostory (X, U), (Y,V) a (Z,W). 1. Jsou-li f
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a g spojita zobrazent, je i h spojité. 2. Je-li f spojité v bodé a € X a g v
bode f(a) €Y, je h spojité v bodé a.
Diikaz. 1. Pouzijeme tvrzeni 4. Necht W € W je libovolna oteviena
mnozina. Patrné h='(W) = f~1(V), kde V = g~ '(W). Diky spojitosti g
mame V € V a diky spojitosti f madme A=Y (W) = f~1(V) € U, takze h je
spojité.

2. Necht W € W je okoli bodu h(a) = g(f(a)). Podle predpokladu o f a
g mame okoli V' € V bodu f(a) takové, ze g(V) C W, a tedy i okoli U € U
bodu a takové, ze f(U) C V. Pak h(U) = g(f(U)) C g(V) C W. O

Bijekce (vzdjemné jednoznacné zobrazeni) f : X — Y mezi topolog-
ickymi prostory (X,U) a (Y,V) se nazyva homeomorfismus, pokud f i f~!
jsou spojita zobrazeni. Topologické prostory, mezi nimiz existuje homeomor-
fismus, jsou homeomorfni, to jest nerozlisitelné, izomorfni.

Priklady. 1. Topologické prostory X = (0,1) aY = R (s euklidovskou
topologii) jsou homeomorfni, napiiklad prostfednictvim zobrazeni

f: X =Y, f(x) = tan(m(z — 1)).

2. Necht X =[0,27) aY = {z € R? | ||z|| = 1} (jednotkova kruznice v
roving), s euklidovskou topologif indukovanou z R, resp. z R?, a necht

f: X =Y, f(p) = (cosp,siny)

(interval X “navineme” na kruznici Y). Pak f je bijekce a je to spojité
zobrazeni, ale inverz f~! nenf spojité zobrazeni (pro¢?), takze f neni homeo-
morfismus. Ve skutec¢nosti oba topologické prostory ani homeomorfni nejsou,
podstatné se odlisuji (X neni kompaktni, Y je).

1.4. Kompaktni prostory. Oteviené pokryti podmnoziny £ C X v topo-
logickém prostoru (X,U) je systém otevienych mnozin O = {A;, e U | i € I}
takovy, ze

U4 D E.

el
Rekneme, ze O ma konecné podpokryti, kdyz existuje koneénd podmnozina
J C I takova, ze stale

UADE.

icJ



Mnozina E C X je kompaktni, pokud jeji kazdé oteviené pokryti ma konecéné
podpokryti. Cely prostor (X,U) je kompaktni, je-li X (jako podmnozina X)
kompaktni.

Dokazte si jako cviceni, ze podmnozina E C X je kompaktni v (X,U),
prave kdyz indukovany topologicky (pod)prostor (E,U’) je kompaktni. Kom-
paktnost je tedy absolutni vlastnost.

Piiklady. 1. Necht £ = (0,1) a X = R (s euklidovskou topologif).
Oteviené pokryti E intervaly

), ..}

nemd konecné podpokryti (nelze vypustit ani jeden interval) a F tedy neni
kompaktni. Podobné ani celé R neni kompaktni kvuli otevienému pokryti

O=1{ .., (-4,-2), (=3,-1), (=2,0), (-1,1), ...}.
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2. Interval [a,b] C R je kompaktni podmnozina, stejné jako jednotkové
kruznice v roviné (s indukovanou euklidovskou topologii). To plyne z obecné
charakteriza¢ni véty o kompaktnich podmnozinach euklidovského prostoru
R", kterou zanedlouho dokézeme.

Tvrzeni 6. V' hausdorffovské topologii (X,U) je kazdd kompakini
podmnozina E C X uzavrend.

Dokéazeme priste.



