
2. přednáška 11. ř́ıjna 2005

1.2. Topologické prostory. Topologický prostor (nebo stručněji topolo-
gie 1) je dvojice (X, T ), kde X je množina a T je systém (ne nutně všech)
podmnožin množiny X, zvaných otevřené množiny, splňuj́ıćı tři axiomy:

a) ∅, X ∈ T ,
b) je-li {Ui | i ∈ I} ⊂ T libovolný podsystém T , potom

⋃
i∈I Ui ∈ T a

c) je-li {Ui | i ∈ I} ⊂ T libovolný konečný podsystém T , potom
⋂

i∈I Ui ∈ T .

Systém otevřených množin tedy obsahuje prázdnou množinu a celé X a je
uzavřený na libovolná sjednoceńı a na konečné pr̊uniky. Uzavřené množiny
topologie (X, T ) jsou množiny {X\U | U ∈ T }. Okoĺı bodu a ∈ X je otevřená
množina U taková, že a ∈ U .

Nejjednodušš́ı př́ıklad topologického prostoru je dvojice (X, {∅, X}).
Základńı př́ıklad je systém otevřených množin metrického prostoru (po-
dle tvrzeńı 1 tvoř́ı topologický prostor); budeme stručně mluvit o topologii
metrického prostoru. Euklidovským prostorem Rn budeme rozumět Rn s
topologíı definovanou euklidovskou metrikou d2 (za chv́ıli uvid́ıme, že stej-
nou topologii definuje i každá z metrik dp a d∞).

Topologický prostor tvořený otevřenými množinami v nějakém metrickém
prostoru se nazývá metrizovatelný. Zdaleka ne všechny topologie jsou metri-
zovatelné. Metrizovatelnost implikuje r̊uzné speciálńı vlastnosti, které obecně
topologie mı́t nemusej́ı, a když je nemaj́ı, nejsou metrizovatelné. Např́ıklad
už v́ıme, že každá konečná množina je v metrizovatelné topologii uzavřená.
Proto topologie (X, {∅, X}) neńı pro X s v́ıce než jedńım prvkem metrizo-
vatelná. Daľśı d̊uležitá vlastnost metrizovatelné topologie (X, T ) je:

∀ a, b ∈ X, a 6= b ∃ U, V ∈ T : a ∈ U, b ∈ V, U ∩ V = ∅,

to jest, každé dva r̊uzné body maj́ı disjunktńı okoĺı (dokažte jako cvičeńı).
Topologickým prostor̊um s touto vlastnost́ı se ř́ıká Hausdorffovy 2 nebo haus-
dorffovské. Topologie, která neńı Hausdorffova, neńı metrizovatelná. V tomto
textu se budeme zabývat pouze hausdorffovskými topologiemi.

1Z řeckých výraz̊u topos = mı́sto a logos = věděńı, slovo.
2Německý matematik Felix Hausdorff (1868–1942) zavedl pojem topologického prostoru

v r. 1914.
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Báze topologie (X, T ) je takový podsystém S ⊂ T , že každá množina z
T se dá vyjádřit jako sjednoceńı množin z S. Např́ıklad systém všech kouĺı
{B(a, r) | a ∈ M, r > 0} v metrickém prostoru (M, d) tvoř́ı bázi topologie
(M, d). Pro zadáńı topologie stač́ı zadat nějakou jej́ı bázi, tak jsme ostatně
definovali otevřené množiny v metrickém prostoru (viz ještě poznámku o bázi
topologie v př́ı̌st́ı 3. přednášce).

Dvě metriky (X, d1) a (X, d2) na téže množině jsou ekvivalentńı, pokud
definuj́ı stejnou topologii. K tomu je nutné a stač́ı, aby pro každý bod a z
X a každé r > 0 existovalo s > 0 takové, že Bd1(a, s) ⊂ Bd2(a, r) a naopak
(s vyměněnými d1 a d2). Uveďme postačuj́ıćı podmı́nku ekvivalence metrik
(která neńı obecně nutná): existuj́ı-li konstanty 0 < r ≤ s takové, že pro
každé dva body x, y z X máme

r · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ s · d1(x, y),

jsou d1 a d2 ekvivalentńı metriky. Např́ıklad všechny metriky d∞ a dp na Rn

v př́ıkladu z 1. přednášky jsou ekvivalentńı, protože plat́ı nerovnosti

d∞(x, y) ≤ dp(x, y) ≤ n1/pd∞(x, y).

Podobně z nerovnost́ı (a, b ≥ 0)

max(a, b) ≤
√

a2 + b2 ≤ a + b ≤ 2 max(a, b)

plyne, že všechny tři součinové metriky jsou ekvivaletńı.
Nechť (X1, T1) a (X2, T2) jsou topologie. Řekneme, že (X1, T1) je podpro-

storem (X2, T2), pokud X1 ⊂ X2 a

T1 = {X1 ∩ A | A ∈ T2}.

Řekneme, že (X, T ) je součinem (X1, T1) a (X2, T2), pokud X = X1 ×X2 a
topologie T , zvaná součinová topologie, je dána báźı

B = {A1 × A2 | A1 ∈ T1, A2 ∈ T2}

(viz ještě poznámku o bázi topologie v př́ı̌st́ı 3. přednášce).
Topologie (X, T ) definuje na podmnožině Y ⊂ X indukovanou topologii

(Y, T ′), kde T ′ = {A ∩ Y | A ∈ T }; (Y, T ′) je zřejmě podprostorem (X, T ).
Otevřenost a uzavřenost množiny je relativńı pojem, může se změnit při
přechodu k nadprostoru. (Např́ıklad v právě popsané situaci je Y otevřená i
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uzavřená množina v (Y, T ′), ale nemuśı být ani jedno v nadprostoru (X, T ).
Na druhou stranu, je-li E ⊂ Y otevřená v (X, T ), je otevřená i v (Y, T ′)).

Poznámky k součinu topologíı. Rozmyslete si jako cvičeńı, že pokud v
definici báze B součinové topologie necháme Ai prob́ıhat mı́sto topologie Ti,
i = 1, 2, jen nějakou jej́ı bázi, dostaneme menš́ı množinu B′, která nicméně
generuje tutéž součinovou topologii (viz ještě poznámku o bázi topologie v
př́ı̌st́ı 3. přednášce). Rozmyslete si jako cvičeńı, že R×R, kde R bereme s
euklidovskou topologíı, dává euklidovskou topologii na R2. Obecněji, součin
Rk a Rl s euklidovskými topologiemi dává (převedeme-li samozřejmě body
z formátu (k-tice, l-tice) na formát k + l-tic) euklidovskou topologii na Rk+l.

1.3. Spojitá zobrazeńı. Zobrazeńı f : X → Y mezi topologickými
prostory (X,U) a (Y,V) je spojité v bodě a ∈ X, pokud pro každé okoĺı V ∈ V
bodu f(a) existuje okoĺı U ∈ U bodu a takové, že f(U) ⊂ V . Dovoĺıme-li V a
U prob́ıhat pouze nějaké báze př́ıslušných topologíı, dostaneme ekvivalentńı
definici; viz metrické prostory, kde obvyklá definice spojitosti už́ıvá báze
kouĺı. Zobrazeńı f je spojité, je-li spojité v každém bodě. Množina všech
spojitých zobrazeńı mezi topologickými prostory (X,U) a (Y,V) se označuje
C(X, Y ).

Tvrzeńı 4. Zobrazeńı f : X → Y mezi topologickými prostory (X,U)
a (Y,V) je spojité, právě když vzor každé otevřené množiny je otevřená
množina, tj. ∀V ∈ V : f−1(V ) ∈ U .

Důkaz. Implikace ⇒. Nechť f ∈ C(X, Y ) a V ∈ V . Pokud f(a) ∈ V pro
nějaký bod a z X, existuje d́ıky spojitosti f okoĺı Ua ∈ U bodu a takové, že
f(Ua) ⊂ V , to jest Ua ⊂ f−1(V ). Potom máme

f−1(V ) =
⋃

f(a)∈V

Ua

a f−1(V ) je otevřená množina, protože je sjednoceńım otevřených množin.
(Pokud žádné a s f(a) ∈ V neexistuje, je f−1(V ) = ∅ rovněž otevřená
množina.)

Implikace ⇐. Nechť f(a) ∈ V ∈ V . Podle předpokladu je U = f−1(V )
otevřená množina a zřejmě a ∈ U . Takže U je okoĺı a a f(U) ⊂ V (dokonce
f(U) = V ). Zobrazeńı f je spojité v každém bodě a tedy spojité. 2

Tvrzeńı 5. Nechť f : X → Y , g : Y → Z a h = f ◦ g : X → Z jsou
zobrazeńı mezi topologickými prostory (X,U), (Y,V) a (Z,W). 1. Jsou-li f
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a g spojitá zobrazeńı, je i h spojité. 2. Je-li f spojité v bodě a ∈ X a g v
bodě f(a) ∈ Y , je h spojité v bodě a.

Důkaz. 1. Použijeme tvrzeńı 4. Nechť W ∈ W je libovolná otevřená
množina. Patrně h−1(W ) = f−1(V ), kde V = g−1(W ). Dı́ky spojitosti g
máme V ∈ V a d́ıky spojitosti f máme h−1(W ) = f−1(V ) ∈ U , takže h je
spojité.

2. Nechť W ∈ W je okoĺı bodu h(a) = g(f(a)). Podle předpokladu o f a
g máme okoĺı V ∈ V bodu f(a) takové, že g(V ) ⊂ W , a tedy i okoĺı U ∈ U
bodu a takové, že f(U) ⊂ V . Pak h(U) = g(f(U)) ⊂ g(V ) ⊂ W . 2

Bijekce (vzájemně jednoznačné zobrazeńı) f : X → Y mezi topolog-
ickými prostory (X,U) a (Y,V) se nazývá homeomorfismus, pokud f i f−1

jsou spojitá zobrazeńı. Topologické prostory, mezi nimiž existuje homeomor-
fismus, jsou homeomorfńı, to jest nerozlǐsitelné, izomorfńı.

Př́ıklady. 1. Topologické prostory X = (0, 1) a Y = R (s euklidovskou
topologíı) jsou homeomorfńı, např́ıklad prostřednictv́ım zobrazeńı

f : X → Y, f(x) = tan(π(x− 1
2
)).

2. Nechť X = [0, 2π) a Y = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} (jednotková kružnice v
rovině), s euklidovskou topologíı indukovanou z R, resp. z R2, a nechť

f : X → Y, f(ϕ) = (cos ϕ, sin ϕ)

(interval X “navineme” na kružnici Y ). Pak f je bijekce a je to spojité
zobrazeńı, ale inverz f−1 neńı spojité zobrazeńı (proč?), takže f neńı homeo-
morfismus. Ve skutečnosti oba topologické prostory ani homeomorfńı nejsou,
podstatně se odlǐsuj́ı (X neńı kompaktńı, Y je).

1.4. Kompaktńı prostory. Otevřené pokryt́ı podmnožiny E ⊂ X v topo-
logickém prostoru (X,U) je systém otevřených množin O = {Ai ∈ U | i ∈ I}
takový, že ⋃

i∈I

Ai ⊃ E.

Řekneme, že O má konečné podpokryt́ı, když existuje konečná podmnožina
J ⊂ I taková, že stále ⋃

i∈J

Ai ⊃ E.
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Množina E ⊂ X je kompaktńı, pokud jej́ı každé otevřené pokryt́ı má konečné
podpokryt́ı. Celý prostor (X,U) je kompaktńı, je-li X (jako podmnožina X)
kompaktńı.

Dokažte si jako cvičeńı, že podmnožina E ⊂ X je kompaktńı v (X,U),
právě když indukovaný topologický (pod)prostor (E,U ′) je kompaktńı. Kom-
paktnost je tedy absolutńı vlastnost.

Př́ıklady. 1. Nechť E = (0, 1) a X = R (s euklidovskou topologíı).
Otevřené pokryt́ı E intervaly

O = {(1
2
, 1), (1

4
, 3

4
), (1

8
, 3

8
), ( 1

16
, 3

16
), . . .}

nemá konečné podpokryt́ı (nelze vypustit ani jeden interval) a E tedy neńı
kompaktńı. Podobně ani celé R neńı kompaktńı kv̊uli otevřenému pokryt́ı

O = {. . . , (−4,−2), (−3,−1), (−2, 0), (−1, 1), . . .}.

2. Interval [a, b] ⊂ R je kompaktńı podmnožina, stejně jako jednotková
kružnice v rovině (s indukovanou euklidovskou topologíı). To plyne z obecné
charakterizačńı věty o kompaktńıch podmnožinách euklidovského prostoru
Rn, kterou zanedlouho dokážeme.

Tvrzeńı 6. V hausdorffovské topologii (X,U) je každá kompaktńı
podmnožina E ⊂ X uzavřená.

Dokážeme př́ı̌stě.
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