1. prednaska 4. tijna 2005
Kapitola 1 — metrické a topologické prostory

1.1. Metrické prostory—zakladni definice. Metricky prostor je dvojice
(M,d), kde M je mnozina a

d: M xM— R
je funkce, zvand metrika, spliujici tii axiomy:

a) d(z,y) = d(y,z) (symetrie),
b) d(z,y) =0 <= z=ya
c) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (trojihelnikova nerovnost).

Metrické prostory jsou abstrakci jevu vzdalenosti. Poznamenejme, Ze nezapornost
hodnot metriky se nemusi predpoklddat, vyplyva uz z axiomu b) a c).

Izometrie je bijekce f : M; — Ms mezi metrickymi prostory (My,d;) a
(Ms, dy), kterd zachovava vzdalenosti: di(x,y) = da( f(z), f(y)) pro vSechny
x,y € M. Existuje-li takova bijekce, jsou prostory M; a M, izometrické, to
jest prakticky nerozliSitelné, izomorfni.

Piiklady metrickych prostorti. 1. Necht M = R™ a p > 1 je redlné
¢islo. Na M definujeme metriky (x = (21,22, ...,2n), ¥y = (Y1, Y2, - -, Yn))

n l/p
0 (r,y) = (Z 21— ym) |
=1

Axiomy a) a b) se oveéif lehce, ovsem dukaz trojuhelnikové nerovnosti je
netrividlni. Pro n = 1 dostdvdme metriku |z — y| a pro p = 2,n > 2
euklidovskou metriku

do(z,) = o —yll = /(@1 — ) + (22 — )2 + - + (@0 — ya)?

euklidovskyjmi prostory budeme nadéle rozumét metrické prostory (R™,dy).
Prop = 1,n > 2 dostdvdme tzv. postdckou metriku a pro p — 0o mazimovou
metriku

doo(z,y) = fgfg; |lz; — il

(dokazte jako cviceni).



2. Jako M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkei f: X — R, kde
X je néjaka mnozina, a pak na M mame supremovou metriku

d(f,g9) = sup |f(z) — g(x)].

Pokud M = C(a,b) (mnozina vsech redlnych funkei definovanych a spojitych
na intervalu [a, b]), supremum se vzdy nabyva a mame mazimovou metriku
d(f,g) = max |f(x) — g(z)|.

z€[a,b]
3. Vezméme M = C(a,b) a redlné ¢islo p > 1. Podobné jako v prvnim
prikladu méame na M metriky

1/p
4.9 = ([ 150 - st as)

Hodnota p = 1 dava integrdlni metriku a p — oo dava maximovou metriku
z druhého piikladu (dokazte jako cviceni). Dilezity je opét piipad p = 2.
Co je na exponentu p = 2 zvlastniho? Ukazuje se, Ze metrika dy(-,-) (zde i
v prvnim piikladu) je odvozena ze skaldrniho sou¢inu na jistém vektorovém
prostoru, a proto ma fadu péknych a dulezitych vlastnosti. Zminime se o
tom v zavéru prvni kapitoly.

Vezmeme-li M = R(a,b) (mnozina vSech funci majicich na [a,b] Rie-
manntyv integral), je d,(f, g) definovana, ale nespliuje axiom b) a nedostavame
metriku. Zménime-li napfiklad hodnotu funkce f € R(a,b) v jediném bodé,
dostaneme odlisnou funkci fy € R(a,b), ale d,(f, fo) = 0. Tato potiz se
odstrani tak, ze misto R(a,b) pracujeme s R(a,b)/ ~, kde ~ je vhodna
relace ekvivalence; nebudeme se poustét do podrobnosti.

4. Souvisly graf G = (M, E) s mnozinou vrcholu M definuje metriku

d(u,v) = # hran na (néjaké) nejkratsi cesté v G spojujici u a v.

5. Polozme M = Z (mnozina celych ¢isel) a vezméme néjaké prvocislo
p (tieba p = 29). Pro z € Z jako m,(z) oznacime nejvetsi celé ¢islo e > 0
takové, ze p® déli z; m,(0) := co. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(27 =0)
dy(z,y) = 9—mp(z—y)

Dokazte jako cviceni, ze p-adickd metrika spliuje toto zesileni trojihelnikové
nerovnosti:

dy(x,y) < max(dy(z, 2), dp(2,9)).
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Metrikam spliujicim tuto silnéjsi verzi trojuhelnikové nerovnosti se fika ul-
trametriky. Ukazte jako cviceni, ze v ultrametrickém prostoru jsou vSechny
trojihelniky rovnoramenné a ze v libovolné kouli je kazdy bod jejim stredem.

V dalsi textu (M, d) oznacuje metricky prostor. Pfipomindme, Ze pro
a € M aredlné r > 0 se (otevienou) kouli (se stredem a a polomérem r)
rozumi mnozina B(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}. Uzaviend koule (se
stredem a a polomérem r) je B(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}. Podmnozina
X C M je otevrend, pokud Va € X Ir > 0 : B(a,r) C X. X C M je
uzavrend, pokud je M\ X oteviend mnozina.

Dokazte jako cviceni, ze kazdd koule B(a,r) je oteviend mnozina a ze
kazda konecnd mnozina je uzaviena.

Tvrzeni 1. V metrickém prostoru (M,d) jsou mnoZiny O a M oteviené i
uzavrené. Sjednocent libovolné mnoha otevrenych mnozin je otevrrend mnozina
a prunik konecéné mnoha otevienyjch mnozin je oteviend mnozina. Sjednoceni
konecné mnoha uzavrenych mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolné
mnoha uzavrrenych mnozin je uzaviend mnozina.

Dukaz. Mnoziny () a M jsou zjevné oteviené a tedy (jsou doplikem jedna
druhé) i uzaviené. Necht Gy, i € I jsou oteviené mnoziny a a € G = U;¢; Gi.
Pak a lezi v néjaké G; a tedy, pro néjaké r > 0, B(a,7) C G; C G a
G je oteviend. Necht je indexovd mnozina I konetnd a a € G = ;s Gi.
To znamend, ze a € G; pro kazdé i € I, a tak B(a,r;) C G; pro néjakd
¢isla r; > 0. Protoze jich je jen konetné mnoho, muzeme vzit r > 0, ze
r <min(r; : i € I), amame B(a,r) C B(a,r;) C G; pro véechna i € I. Tedy
B(a,r) C G a G je oteviend. Tvrzeni o uzavienych mnozinach vyplyvaji
pomoci de Morganovych identit prechodem k dopliktum. O

Okoli bodu a € M je oteviend mnozina U C M obsahujici a jako prvek.
Necht « € M a X C M. V nésledujicich definicich piSeme struéné U a
rozumime tfm “okoli U bodu a”. Rekneme, ze a je vnitinim bodem mnoziny
X, existuje-li U, ze U C X. Podobné je a wvnéjsim bodem mnoziny X,
existuje-li U, ze U C M\X (tj. a je vnitinim bodem dopliiku X'). Neni-li
a ani vnitfnim ani vnéjsim bodem X, je hraniénim bodem X. Jinymi slovy
to znamena, ze kazdé U protina X i doplnék X. Je-li pro kazdé U prunik
U N X nekonecny, nazyva se a limitnim bodem X. Konecéné, pokud existuje
U, ze UNX = {a}, je a izolovangm bodem X. Vnitini a izolované body
mnoziny v ni samoziejmé lezi a vnéjsi body lezi mimo ni. Hrani¢ni a limitni



body mnoZiny mohou lezet v ni i mimo ni. Uzdvér mnoziny X C se zna&f X
a je to sjednoceni X a mnoziny limitnich bodi mnoziny X.

Piiklad. Necht (M, d) je euklidovska rovina R* a X = (B\{p})U{b}, kde
B je otevieny kruh (tj. koule) se sttedem v pocétku p = (0,0) a polomérem 1
a b= (2,0). Pak vnitini body X tvoii mnozinu B\{p}, vnéjsi body mnozinu
{x € R? | ||z|| > 1,z # b}, hraniéni body mnozinu {z € R? | |z|| =
1} U {p, b}, limitn{ body mnozinu {z € R? | ||z|| < 1} a izolované body
mnozinu {b}. Uzdvér X je mnozina {x € R? | ||z| < 1} U {b}.

Tvrzeni 2. MnozZina X je uzavrend, prdve kdyZ se rovnd svému uzdveru,
X=X.
Dukaz. Implikace =. Protoze je X uzaviend, U = M\ X je oteviend a je
okolim kazdého bodu mimo X. Protoze U N X = {), neni zddny bod mimo
X limitnim bodem X a mdme X = X.

Implikace <. Z piedpokladu X = X odvodime otevienost M\ X. Necht
a je libovolny bod mimo X. Protoze neni limitnim bodem X, ma okoli U
protinajici X jen v koneéné mnoha bodech. Z toho plyne, Ze existuje (mensi)
okoli U, bodu a, které je disjunktni s X. (Mnozina P = U N X je konecna,
a proto uzaviend. Staci vzit U, = U N (M\P).) Pak

M\X= |J U

a€M\X
a mnozina M\ X je oteviend, nebot je sjednocenim otevienych mnozin. O

Posloupnost (z,,) = (x1,22,...) C M bodu v metrickém prostoru (M, d)
je konvergentni, pokud existuje bod a € M takovy, ze

YU, U je okoli bodu a, AN :n> N =z, € U.

Bod a se pak nazyvé limitou posloupnosti (z,). Dvé ekvivalentni formulace
tohoto faktu: (i) Ve > 03IN Vn > N : d(z,,a) < € a (ii) lim, o d(xp,a) =0
(limitu posloupnosti bodu z metrického prostoru jsme prevedli na limitu
posloupnosti realnych ¢isel). Pojem limity v metrickém prostoru mé obvyklé
vlastnosti, zejména je limita urcena jednoznacné a podposloupnost mé tutéz
limitu jako vychozi konvergentni posloupnost. Posloupnost (z,) v (M, d) je
cauchyovskd, pokud

Ve > 03dN Vm,n > N :d(zp,,x,) < €.
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Tvrzeni 3. Nechi a je bod v metrickém prostoru (M,d) a X C M. Pak a
lezi v uzdvéru mnoziny X, pravé kdyz lezi v X nebo je limitou posloupnosti
bodu z X .

Dikaz. Dokazte si jako cviceni. a

Uvedeme dvé jednoduché konstrukce vyrabéjici nové metrické prostory
ze starych. Metricky prostor (M, d,) je podprostorem metrického prostoru
(M, ds), pokud M; C My a pro kazdé dva body z,y z M; mame d;(z,y) =
do(x,y). (M,d) je soucinem metrickych prostoru (M, d;) a (Ms,ds), kdyz
M = M; x My a d je jedna z nasledujicich tfech metrik (z = (x1,22) a
y = (y1,y2) jsou z M a oznacili jsme vy = di(x1,y1),vs = da(x2,92)):

d(z,y) = \Jv} +v% nebo d(x,y) =wv; + vy nebo d(z,y) = max(vy,vs).

Metricky prostor (M,d) a podmnozina X C M dévaji novy metricky
prostor (X,d"), kde d’' je metrika d ziuzend na X x X; je jasné, ze (X, d)
je podprostorem (M,d). Riké se také, ze (X,d') je podprostor s induko-
vanou metrikou. Dulezita poznamka: za této situace muzeme mit posloup-
nost (x,) C X, kterd je konvergentni v (M, d), ale nikoli v indukovaném
podprostoru (X, d’'), v némz prosté chybi jeji limita. Napiiklad posloup-
nost (1/n) konverguje v euklidovském prostoru R, ale nikoli v euklidovském
podprostoru (0, 1). Konvergentnost posloupnosti je v tomto smyslu relativni
vlastnost. Totéz plati pro otevienost ¢i uzavienost mnoziny: interval [1/2,1)
je uzaviend mnozina v (0, 1), ale uz to neni uzaviend mnozina v nadprostoru
R. Na druhou stranu je tfeba cauchyovskost posloupnosti absolutni vlast-
nost, ktera nezavisi na tom, v kterém pod- ¢i nadprostoru danou posloupnost
uvazujeme.

Muze se zdat trochu divné, ze v definici souc¢inu metrickych prostoru
nechavame vybrat z nékolika souc¢inovych metrik. Neni ale tézké vidét, ze
vSechny tfi definuji stejné oteviené podmnoziny v M = M; x M;, a proto
odpovidajici soucinové prostory se velmi podobaji (konverguje-li posloupnost
v jedné z metrik, konverguje ve vsech tfech a navic k téze limité atd.). Pro
uvahy a pojmy, kde se vystaci jen s otevienymi mnozinami (coz zahrnuje
vie z této prednasky, s vyjimkou izometrie a cauchyovskosti posloupnosti),
jsou tyto tfi soucinové metriky nerozlisitelné. Zformalizujeme to v pristi
prednésce v definici topologického prostoru.



