14. prednaska 10. ledna 2006

Tvrzeni 8 (metoda variace konstant). Necht I C R je otevieny
interval, A: I — R™™ ab: I — R" jsou dand maticovd a dand vektorovd
funkce se spojitymi polozkami a y*,...,y" : I — R™ je FSR homogenni
soustavy y' = Ay. Necht ddle xy € I ay° € R" jsou dané pocdtecni podminky
a

yi(z) yi(x) ... yi(x)
Y = Y(x) = ?:J%(x) ZyS(x) %/S(x)
yh@) (@) ... p)

je matice hodnot vektorovych funkei y¢. Pak vektorovd funkce z : I — R™
definovand formuli

(z) = Y (2) ( / Y () b(t) di + Y(xo)_lyo)

0
je resenim nehomogennd soustavy y' = Ay + b a spliuje pocateéni podminku
2(zo) = 1°.
Diitkaz. Reseni soustavy i’ = Ay+b budeme hledat ve tvaru z = S eyt =
Ye, kde ¢; = ¢;(x) jsou nezndmé funkcee a ¢ je jejich sloupcovy vektor. Protoze
pro kazdé x € I se 31, ¢;(x)(y") (x) rovna A(z) - 30, ¢;(x)y'(x), dosazenim
z(x) do nehomogenni soustavy dostaneme podminky na ¢;:

Az4+b = 2= )+ dy
iz =1
b = > dy' =Y[.
iz1

Protoze systém y',...,4" je FSR soustavy 3’ = Ay, jeho wronskidn W =
detY je v kazdém bodé x € I nenulovy a matice Y (x) je invertibilni. Takze

=Y a clz) = / YU )b(t) dt + d,
zo
kde d je sloupcovy vektor konstant. Celkem

2(z) = Y(2) (/;Y(t)‘lb(t) dt + d) .

0
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Pro d = Y (x9) !9 je splnéna pocitecni podminka. O

Popiseme FSR pro homogenni linedrni rovnici fadu n s konstantnimi ko-
eficienty. Je to rovnice

R(y) = any™ + -+ a1y + agy = 0,

kde a; € R jsou konstanty, a,, # 0, a y = y(x) je nezndma funkce. Defini¢ni
interval [ je zde I = R. Charakteristicky polynom rovnice R(y) = 0 je

p(z) = apx™ + - 4+ a1z + ayp.

Ozna¢me K (p) = {\ € C | p(\) = 0} mnozinu jeho kofentu a pro A € K(p)
symbolem n(\) € N ndsobnost kotene. Uvazme mnoziny funkef

F(R,C) = {z"e M | X € K(p),0 <k <n(\)}

F(R,R) = {z"* | N € K(p)NnR,0 <k <n(\)}
U {z"eM sin(ux) | A+ pi € K(p), \,p € R, u>0,0 < k < n(\+ i)}
U {2%e* cos(ux) | dtto}.

Funkce v F(R,C) obsahuji obecné komplexni exponencialu. Funkce v
F(R,R) jsou redlné a F(R,R) vznikl z F(R,C) ndhradou dvojic kom-
plexnich funkei xFeX )z ghe( =) (nerealné kofeny p se vyskytuji ve dvo-
jicich A + pi, A — pi komplexné sdruzenych kofenu se stejnymi ndsobnostmi)
dvojicemi redlnych funkei z*e ®sin(uz), xFe* cos(uz). Je ziejmé, ze
|F(R,C)| = |F(R,R)| = n.! Ukdzeme, ze F(R,R) je FSR rovnice R(y) = 0.
Plati to i o F(R, C), ale museli bychom pracovat s funkcemi s hodnotami v

C.

Lemma 9. Kazdd funkce ve F(R,C) i ve F(R,R) je resenim rovnice
R(y) = 0.

Ditkaz. Protoze (e’)(™ = A™e* | pro kazdy koien A € K(p) (p je charak-
teristicky polynom rovnice R(y) = 0) mdme R(e*®) = e’p()\) = 0 a e je
FeSenim.

1Ztejmé je zde to, Ze v piipadé tieba F(R, C) mame piesné n riznych dvojic parametri
(k, A) urcujicich fukce v F(R,C). Rozmyslete si, ze dvéma riznym dvojicim odpovidaji
dvé ruzné funkce, takze opravdu |F(R, C)| = n. Podobné pro F(R,R).
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Abychom vyrobili dalsi feseni, uvazme “derivovanou” rovnici fadu n — 1
R'(y) = nay" ™ + -+ + 240y’ + a1y = 0.

Jeji charakteristicky polynom je p’(x), derivace charakteristického polynomu
pivodn{ rovnice. Podobné definujeme rovnici R”(y) = 0 atd. Necht f = f(x)
je funkce a R(f) = R'(f) = 0. Diky (xf)™ = mfm=Y + 2™ mame

R(zf) = R'(f) + zR(f) = 0.

Takze
R(f) = R(f) =0= R(zf) = 0.

Mé-li koten A € K(p) nasobnost m = n()), je e’ fesenim vsech rovnic
R(y) = 0,R'(y) = 0,...,R™ Y(y) = 0, protoze A\ je kofenem vsech je-
jich charakteristickych polynomt p, p/, ..., p"™ 1. Opakovanym uzitim prave
dokdzané implikace dostavame, ze R(e*) = R(ze’) = ... = R(x™ M) =
0. Tim jsme dokazali, ze kazd4 funkce v F(R, C) je feSenim rovnice R(y) = 0.

Pro dvojici komplexné sdruzenych kotenu A + ui, A\ — pi v K(p), p > 0,
si oznacme funkce v odpovidajicich dvojicich v F(R,C) a v F(R,R):

f1 = ake@trie g — pheQ=mdz o — ke e sin(ux), gy = 2Fe* cos(ux).
Pak (diky e®’ = cos + isin )

fi+ fo N h— [
2 N= o

g2

Takze (mnozina feseni rovnice R(y) = 0 je uzaviend na linedarni kombinace)
z R(f1) = R(f2) = 0 plyne i R(g1) = R(g2) = 0. Pro redlny koten A € K(p)
je odpovidajici funkce v F(R,C) a v F(R,R) stejnd. Dokézali jsme, ze i
kazda funkce v F(R, R) je fesenim rovnice R(y) = 0. O

Zbyvé dokazat linedrni nezdvislost funkci v F(R,R). Asi nejjednodussi
dukaz je ten, kdy se indukci dokéze nezavislost funkci v komplexnim systému

F(R,C) a z toho se odvodi nezavislost systému F(R,R), viz A. Pultr,
Skripta z matematické analyzy, http://kam.mff.cuni.cz/"pultr/, kapi-

vvvvvv

systém F(R,R).

Lemma 10. Funkce v systému F(R,R) jsou linedrné nezdvislé.
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Diukaz. Ukézeme, ze v systému funkci (definovanych na I = R)
F = {2"e cos(px), 2" sin(px) | k € Z, A\, u € R, > 0\ {f(z) =0}

neni zadna n-tice funkef linedrné zavisla. Protoze F(R,R) C F, budeme tim
hotovi.

Uvézime dva podsystémy F~ a F°. Podsystém F~ obsahuje ty f € F,
které maji A < 0 (a libovolné k a p) nebo maji A = 0,k < 0 (a libovolné ).
Podsystém F° obsahuje funkce cos(ux) a sin(uz) pro redlnd p > 0 a funkci
identicky rovnou 1 (jiz chapeme jako cos(0x)). Pro kazdou funkci f € F~
ziejmé f(x) — 0 pro x — oo a f' € Lin(F~). Tedy pro libovolné m € N
a f € Lin(F~) méme f™ € Lin(F~) a f™(z) — 0 pro x — co. Pokud
feF mé pu > 0 (tedy f nenf identicky rovna 1) a m € Ny je ndsobek ctyf,
pak zfejmé f0™) =y f.

Necht

— S aifi(e) n2 1, a €R, fi€F, fi £ fyproi 4]

je netrivialni linearni kombinace vzajemné ruznych funkei z F. Ne vSechny
a; jsou tedy nulové a rovnou predpokladame, ze jsou vSechny nenulové.
Ukdzeme, ze pro néjaké zo € R je F(xg) # 0. Necht L € R je nejvétsi
A vyskytujici se v f;, 1 < i < n, a K € Z je nejvétsi k vyskytujici se v téch
fi, comaji A = L. Pak

P = a = 3 Ba) + 3 (o)

=1

= G(z)+ ()

kde ¢fsla 3;,v; € R jsou vsechna nenulovd, ¢; € F°, hy € F—, m > 1,
r € Ny a funkce g; a h; jsou vzajemné ruzné. Prvni suma vzdy obsahuje
alespon jeden s¢itanec, ale druhd muze byt préazdna (pak definujeme H(x)
jako H(xz) = 0). Pripomenme si, ze pro kazdé pevné m € Ny a z — oo méme
H) (1) — 0. Nalezneme takové M € Ny, ze (F*)™)(zy) # 0 pro néjaké
xo € R. Pak F*(z) a F(xz) nemohou byt identicky nulové na okoli bodu .

Necht U; > 0 je nejvétsi p vyskytujici se v g;, 1 < i < m. Pokud U; = 0,
znamena to, ze G(x) = figi(x) = [rcos(0z) = ;. Pak lim, o F*(z) =
B # 0 a jsme hotovi. Necht U; > 0. Jako Us > 0 definujeme druhé nejvétsi p



vyskytujici se v g;, 1 <i < m (pokud neexistuje, klademe Uy = 0). Polozime
f =max |3, 1 <i < m. Vezmeme tak veliky ndsobek ¢tyt M € N, ze

0 = B0 = B(m — 1)U >0

(protoze 0 < Uy < Uy a || > 0, takové M existuje). Muzeme predpokladat,
ze nejvetsi u se nabyva v gy a ze g1(z) = sin(Uix); pro r € Ny polozime
x, = (2r +1/2)7/U; (pokud gy(x) = cos(U,x), polozime x, = 2rm/U;). Pak
¢ M (2,) = UMg(z,) = UM a |¢™ (2,)| < UM pro i > 1, protoze pro i > 1
je bud g v g; nanejvys Us, nebo g;(x) = cos(Uyz), pak ale |g§M)(xT)\ =0.
Takze, pro vSechny r € Ny,

1GOD(2,)] > 18198 ()| = S 189 ()] > |BUM = B(m—1)UM =6 >0,
1=2

Celkem
(F) D (z,)] > |G (@) — [HM (2,)| = 6 — |HM ()]
a pro r > ro mame |(F*)M)(z,)| > §/2 > 0, éimz jsme hotovi. O

Véta 11. Systém F(R,R) je FSR rovnice R(y) = 0. KaZdé fesent je tedy
linedrni kombinaci n-tice funkei v F(R,R).

Dikaz. Vime, ze |F(R,R)| = n a podle dvou pfedchozich lemmat, ze
F(R,R) je linedrné nezavislda mnozina feseni rovnice

R(y) = a,y'™ + -+ a1y + apy = 0,

jejiz mnozina feseni mé dimenzi n podle tvrzeni 6. Je to tedy jeji FSR. O



