
13. přednáška 3. ledna 2006

V úvodu přednášky zazněl d̊ukaz tvrzeńı 4, který jsem uvedl v textu k
předchoźı přednášce.

3.3. Soustavy lineárńıch ODR prvńıho řádu. Jedna diferenciálńı
rovnice n-tého řádu se dá ekvivalentně převést na soustavu diferenciálńıch
rovnic prvého řádu. Je totiž jasné, že funkce y = y(x) je na intervalu I
řešeńım rovnice n-tého řádu

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

právě když (n+1)-tice funkćı y(x), y1(x), . . . , yn(x) je na intervalu I řešeńım
soustavy rovnic prvńıho řádu

y1 = y′

y2 = y′1
...

yn = y′n−1

F (x, y, y1, . . . , yn) = 0.

Za sńıžeńı řádu jsme ovšem zaplatili zavedeńım daľśıch n funkćı. Povšimněme
si, že sṕı̌se než o skutečnou redukci jednoho problému na druhý se tu jedná o
“rozvinut́ı” značeńı: symbol y′′ je tak jako tak zaveden jen jako zkratka pro
(y′)′, y′′′ jen jako zkratka pro ((y′)′)′ atd.

Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y + b = 0,

kde ai(x) a b(x) jsou zadané funkce, je t́ımto zp̊usobem ekvivalentńı dosti
speciálńı soustavě lineárńıch rovnic prvńıho řádu

y1 = y′

y2 = y′1
...

yn = y′n−1

yn + an−1yn−1 + · · ·+ a0y + b = 0.
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Budeme se zabývat teoríı soustav lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu

y′i = ai,1y1 + ai,2y2 + · · ·+ ai,nyn + bi, 1 ≤ i ≤ n,

kde ai,j = ai,j(x) a bi = bi(x), 1 ≤ i, j ≤ n, je n2 + n zadaných funkćı,
definovaných na nějakém otevřeném intervalu I, a yi = yi(x), 1 ≤ i ≤ n, jsou
neznámé funkce. V maticovém zápisu,

y′ = Ay + b,

kde A : I → Rn×n a b : I → Rn je daná maticová a daná vektorová
funkce a y : I → Rn je neznámá vektorová funkce. V daľśım budeme vždy
předpokládat, že funkce ai,j(x) a bi(x) jsou spojité na intervalu I.

Věta 5. Nechť ai,j, bi : I → R, 1 ≤ i, j ≤ n, jsou funkce spojité na
otevřeném intervalu I ⊂ R, α ∈ I a β ∈ Rn. Potom soustava lineárńıch
diferenciálńıch rovnic s počátečńımi podmı́nkami

y(α) = β
y′(x) = Ax + b

má na intervalu I jediné řešeńı. To jest existuje jediná n-tice funkćı
y1, . . . , yn z C1(I), která pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} a x ∈ I splňuje rovnosti

yi(α) = βi a y′i(x) =
n∑

j=1

ai,j(x)yj(x) + bi(x).

Důkaz věty 5, který je opět založen na větě o kontrahuj́ıćım zobrazeńı, neb-
udeme na přednášce dělat. Na rozd́ıl od vět 1 a 2 dostáváme globálńı existenci
a jednoznačnost řešeńı na celém intervalu I. Z věty 5 plyne, že pokud se dvě
řešeńı z a u soustavy y′ = Ay + b shoduj́ı v jednom bodě x0 ∈ I (tj. z(x0)
a u(x0) je tatáž n-tice z Rn), potom se shoduj́ı na celém I, z(x) = u(x) pro
∀x ∈ I.

Uvažme množinu řešeńı homogenńı soustavy y′ = Ay a množinu řešeńı
nehomogenńı soustavy y′ = Ay + b:

H = {y ∈ C1(I)n | y′ = Ay na I} a M = {y ∈ C1(I)n | y′ = Ay + b na I}.

Množina n-tic funkćı C1(I)n je vektorový prostor nad R nekonečné dimenze.
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Tvrzeńı 6. H je vektorový podprostor C1(I)n s dimenźı n. M je afinńı
podprostor C1(I)n s dimenźı n. Pro každé řešeńı y ∈ M plat́ı, že M =
y + H = {y + z | z ∈ H}.
Důkaz. Dı́ky linearitě derivováńı a maticového násobeńı je zřejmé, že H
je vektorový podprostor: Pokud y, z ∈ H a α, β ∈ R, pak (αy + βz)′ =
αy′ + βz′ = αAy + βAz = A(αy + βz) a αy + βz ∈ H. Stejně se dokážou i
implikace y, z ∈ M ⇒ y− z ∈ H a y ∈ M, z ∈ H ⇒ y + z ∈ M , které dávaj́ı,
že M = y + H. Existence alespoň jednoho řešeńı y ∈ M plyne z věty 5.

Dokážeme, že dim H = n; odtud hned plyne dim M = n. Nechť x0 ∈ I
je libovolné č́ıslo, {ei ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ n} je kanonická báze Rn (i-tá složka
ei je 1 a ostatńı jsou nuly) a {yi ∈ H | 1 ≤ i ≤ n} jsou řešeńı homogenńı
soustavy splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky yi(x0) = ei, 1 ≤ i ≤ n; tato řešeńı
existuj́ı podle věty 5. Je jasné (podle hodnot v x0), že {y1, . . . , yn} je lineárně
nezávislá množina v C1(I)n. Je-li y ∈ H libovolné řešeńı, které má v x0

hodnoty

y(x0) =


α1

α2
...
αn

 ∈ Rn,

potom funkce z(x) =
∑n

i=1 αiy
i(x) patř́ı do H a z(x0) = y(x0). Podle věty

5 máme z(x) = y(x) pro každé x ∈ I a tedy y =
∑n

i=1 αiy
i. Takže H =

Lin({y1, . . . , yn}) a dim H = n. 2

Každá báze prostoru H se nazývá fundamentálńım systémem řešeńı (FSŘ)
homogenńı soustavy y′ = Ay.

Wronského determinant neboli wronskián n-tice vektorových funkćı
f 1, . . . , fn : I → Rn je funkce W : I → R definovaná jako

W (x) = Wf1,...,fn(x) = det


f 1

1 (x) f 2
1 (x) . . . fn

1 (x)

f 1
2 (x) f 2

2 (x) . . . fn
2 (x)

...
...

...
...

f 1
n(x) f 2

n(x) . . . fn
n (x)

 .

Připomeňme si, že f 1, . . . , fn jsou lineárně závislé (LZ), existuj́ı-li konstanty
α1, . . . , αn ∈ R, ne všechny nulové, že pro každé x ∈ I plat́ı

∑n
i=1 αif

i(x) = 0.
Zřejmě

f 1, . . . , fn jsou LZ =⇒ Wf1,...,fn(x) pro ∀x ∈ I
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(matice definuj́ıćı W (x) má pro každé x ∈ I lineárně závislé sloupce). Opačná
implikace obecně neplat́ı (rozmyslete si jako cvičeńı proč). Nicméně plat́ı v
př́ıpadě, že f 1, . . . , fn jsou řešeńı homogenńı soustavy y′ = Ay.

Tvrzeńı 7. Nechť vektorové funkce f 1, . . . , fn : I → Rn na I splňuj́ı (f i)′ =
Af i, pro danou maticovou funkci A : I → Rn×n se spojitými položkami, a
W je jejich wronskián. Pak

∃x ∈ I : W (x) = 0 =⇒ f 1, . . . , fn jsou LZ

a tedy
∃x ∈ I : W (x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ I : W (x) = 0.

Důkaz. Pokud W (x0) = 0 pro nějaké x0 ∈ I, má matice hodnot vek-
torových funkćı f i(x0) lineárně závislé sloupce:

∑n
i=1 αif

i(x0) = 0 pro nějaké
αi ∈ R, ne všechny nulové. Vektorová funkce f(x) =

∑n
i=1 αif

i(x) též splňuje
na I soustavu f ′ = Af a splňuje počátečńı podmı́nku f(x0) = 0. Jiným
řešeńım y′ = Ay splňuj́ıćım y(x0) = 0 je identicky nulová vektorová funkce.
Podle věty 5 se obě řešeńı na I rovnaj́ı a f je tedy identicky nulová. Takže∑n

i=1 αif
i(x) = 0 pro každé x ∈ I a f 1, . . . , fn jsou LZ. V ekvivalenci je imp-

likace ⇐ triviálńı a ⇒ plyne spojeńım právě dokázané implikace a implikace
uvedené před tvrzeńım. 2

Wronskián n-tice řešeńı f 1, . . . , fn homogenńı soustavy y′ = Ay je tedy na
I buď vždy nenulový a f 1, . . . , fn tvoř́ı FSŘ, nebo je na I vždy nulový a
f 1, . . . , fn jsou LZ a netvoř́ı FSŘ.

Následuj́ıćı formule ukazuje, jak z FSŘ homogenńı soustavy dostat jedno
(tzv. partikulárńı) řešeńı soustavy s pravou stranou.

Tvrzeńı 8 (metoda variace konstant). Nechť I ⊂ R je otevřený interval,
A : I → Rn×n a b : I → Rn jsou daná maticová a daná vektorová funkce
se spojitými položkami a y1, . . . , yn : I → Rn je FSŘ homogenńı soustavy
y′ = Ay. Nechť dále x0 ∈ I a y0 ∈ Rn jsou dané počátečńı podmı́nky a

Y = Y (x) =


y1

1(x) y2
1(x) . . . yn

1 (x)

y1
2(x) y2

2(x) . . . yn
2 (x)

...
...

...
...

y1
n(x) y2

n(x) . . . yn
n(x)


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je matice hodnot vektorových funkćı yi. Pak vektorová funkce z : I → Rn

definovaná formuĺı

z(x) = Y (x)
(∫ x

x0

Y (t)−1b(t) dt + Y (x0)
−1y0

)
je řešeńım nehomogenńı soustavy y′ = Ay + b a splňuje počátečńı podmı́nku
z(x0) = y0.

Důkaz. Př́ı̌stě. 2
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