13. prednaska 3. ledna 2006

V tvodu prednasky zaznél dukaz tvrzeni 4, ktery jsem uvedl v textu k
predchozi prednasce.

3.3. Soustavy linearnich ODR prvniho fadu. Jedna diferencidlni
rovnice n-tého radu se da ekvivalentné prevést na soustavu diferencidlnich
rovnic prvého fadu. Je totiz jasné, ze funkce y = y(z) je na intervalu I
feSenim rovnice n-tého radu

F(z,y,0,y", ..., y™) =0,

prave kdyz (n+ 1)-tice funkei y(x), y1(z), ..., yn(x) je na intervalu I FeSenim
soustavy rovnic prvniho radu

uy =Yy
Y2 = ?Ji
Yn = y;—l

F(xayaylw"ayn) = 0.

Za snizeni fadu jsme ovSem zaplatili zavedenim dalsich n funkci. PovSimnéme
si, ze spiSe nez o skutecnou redukei jednoho problému na druhy se tu jedna o
“rozvinuti” znaceni: symbol 1" je tak jako tak zaveden jen jako zkratka pro
(v"), vy jen jako zkratka pro ((y')’)" atd.

Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

y™ +a, 1y 4 Fagy +b=0,

kde a;(z) a b(x) jsou zadané funkce, je timto zpusobem ekvivalentni dosti
specialni soustavé linearnich rovnic prvniho radu

n =Yy
Y2 = yl1
Yn = y;— 1

?/n+an71yn71+--~+aoy+b = 0.



Budeme se zabyvat teorii soustav linearnich diferencialnich rovnic prvniho
radu
Yi = a1t + aigyo+ -  + ainyn + b, 1<i<mn,
kde a;; = a;;(x) a by = bi(x), 1 < i,5 < n, je n® + n zadanych funkef,
definovanych na néjakém otevieném intervalu I, a y; = y;(x), 1 < i < n, jsou
neznamé funkce. V maticovém zépisu,

y = Ay+b,

kde A: I — R"™ ab: I — R" je dand maticovd a dana vektorova
funkce a y : I — R" je neznama vektorova funkce. V dalsim budeme vzdy
predpokladat, ze funkce a; ;(x) a b;(x) jsou spojité na intervalu 1.

Véta 5. Nechi a;;, bi : I — R, 1 < i,j < n, jsou funkce spojité na
otevrreném intervalu I C R, a € I a f € R". Potom soustava linedrnich
diferencidlnich rovnic s pocdtecnimi podminkami

ylo) = 8
y(r) = Ax+0

ma na intervalu I jediné teseni. To jest existuje jedind n-tice funkci
Yty Yn 2 CY(I), kterd pro kazdé i € {1,2,...,n} a x € I spliuje rovnosti

ula) = B a y(x) = ﬁ:lai,xx)yj(x) L by(a).

Dukaz véty 5, ktery je opét zalozen na vété o kontrahujicim zobrazeni, neb-
udeme na prednasce délat. Na rozdil od vét 1 a 2 dostavame globalni existenci
a jednoznacnost feseni na celém intervalu /. Z véty 5 plyne, ze pokud se dvé
feseni z a u soustavy y' = Ay + b shoduji v jednom bodé xy € I (tj. z(xo)
a u(xg) je tatdz n-tice z R™), potom se shoduji na celém I, z(z) = u(x) pro
Ve e 1.

Uvazme mnozinu feSeni homogenni soustavy 3’ = Ay a mnozinu feseni
nehomogenni soustavy ¢y = Ay + b:

H={yeC' ()" |y =Aynal} a M={yecC'()"|y = Ay +bnal}.
Mnozina n-tic funkef C'(I)™ je vektorovy prostor nad R nekone¢né dimenze.
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Tvrzeni 6. H je vektorovy podprostor CY(I)" s dimenzi n. M je afinni
podprostor CY(I)™ s dimenzi n. Pro kazdé teseni y € M plati, e M =
y+H={y+z2|z2¢€ H}.
Dikaz. Diky linearité derivovani a maticového nasobeni je zrejmé, ze H
je vektorovy podprostor: Pokud y,z € H a «,3 € R, pak (ay + 8z) =
ay + (2 = aAy + fAz = Alay + fz) a ay + Bz € H. Stejné se dokdzou i
implikace y,z e M = y—z2c€ Haye M,z € H= y+2z & M, které davaji,
ze M =y + H. Existence alespon jednoho teseni y € M plyne z véty 5.

Dokéazeme, ze dim H = n; odtud hned plyne dim M = n. Necht zo € I
je libovolné &fslo, {e' € R" | 1 < i < n} je kanonickd bdze R"™ (i-t4 slozka
¢’ je 1 a ostatni jsou nuly) a {y* € H| 1 < i < n} jsou feSeni homogenn{
soustavy spliiujici pocétecni podminky yi(zg) = e, 1 < i < n; tato fesenf
existuji podle véty 5. Je jasné (podle hodnot v xg), ze {y*,...,y"} je linedrné
nezdvisld mnozina v C*(I)". Je-li y € H libovolné feseni, které md v xq
hodnoty

o

Q9 n
y(l’(]) - : €eR )
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potom funkce z(z) = Y1, ayy'(x) patif do H a z(xy) = y(xp). Podle véty
5 mdme z(z) = y(z) pro kazdé r € I a tedy y = >F; uy’. Takze H =
Lin({y',...,y"}) adim H = n. O

Kazdé béze prostoru H se nazyva fundamentdlnim systémem teseni (FSR)
homogenni soustavy 3’ = Ay.

Wronského determinant neboli wronskidin n-tice vektorovych funkci
fYo . f": I — R"je funkce W : I — R definovand jako

W(l’) = Wfl,m’fn<l’) = det : : : :
ful@) o) ... fi(x)

Pripomenime si, ze f1, ..., f" jsou linedrné zdvislé (LZ), existuji-li konstanty
ai, ..., a, € R, ne viechny nulové, Ze pro kazdé x € I plati S, o; f*(z) = 0.
Ziejmé

flo fMisou LZ = Wy jn(x) proVe € 1
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(matice definujici W (z) ma pro kazdé x € I linedrné zavislé sloupce). Opaéna
implikace obecné neplati (rozmyslete si jako cviceni pro¢). Nicméné plati v
piipade, ze f1,..., f™ jsou feSeni homogenni soustavy 3’ = Ay.

Tvrzeni 7. Necht vektorové funkce f1,...  f": I — R™ na I spliuji (f*) =
Aft pro danou maticovou funkci A : I — R™™ se spojitymi polozkami, a
W je jejich wronskian. Pak

Jrel: Wk)=0 = f' ..., f" jsou LZ

a tedy
Jrel: Wx)=0 < Veel: W(x)=0.

Dukaz.  Pokud W(xzy) = 0 pro néjaké zo € I, ma matice hodnot vek-
torovych funkel f(xg) linedrné zavislé sloupce: 37 | a; f*(zo) = 0 pro néjaké
a; € R, ne viechny nulové. Vektorovd funkce f(z) = 7, o, f*(z) téz spliuje
na I soustavu f’ = Af a spliuje poc¢atecni podminku f(zo) = 0. Jinym
fesenim 3’ = Ay splnujicim y(zg) = 0 je identicky nulovéd vektorova funkce.
Podle véty 5 se obé feseni na I rovnaji a f je tedy identicky nulova. Takze
S aif'(z) =0prokazdé z € T a f,..., f" jsou LZ. V ekvivalenci je imp-
likace < trividlni a = plyne spojenim pravé dokazané implikace a implikace
uvedené pred tvrzenim. O

Wronskidn n-tice feseni f1,..., f® homogenni soustavy 3’ = Ay je tedy na
I bud vzdy nenulovy a f!,..., f" tvoif FSR, nebo je na I vidy nulovy a
fY, ..., f* jsou LZ a netvoif FSR.

Nésledujici formule ukazuje, jak z FSR homogenni soustavy dostat jedno
(tzv. partikuldrni) feseni soustavy s pravou stranou.

Tvrzeni 8 (metoda variace konstant). Nechi I C R je otevieny interval,
A: T —-R"™ ab: I — R" jsou dand maticovd a dand vektorovd funkce

se spojitymi polozkami a y*,...,y" : I — R"™ je FSR homogenni soustavy
y' = Ay. Necht dile o € I a y° € R™ jsou dané pocdtecni podminky a
yi(z) wi(@) ... yi(z)
Y = V() = w() ) ..y
un(®) yn(z) .. yn(x)
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je matice hodnot vektorovyjch funkci y¢. Pak vektorovd funkce z : I — R"
definovand formuli

(z) = Y (2) < / Y(£)1b(t) dt + Y(;Eo)_lyo)

je resenim nehomogennd soustavy y' = Ay + b a spliuje pocateéni podminku
z(zo) = 1°.
Dtikaz. Priste. O



