
12. přednáška 20. prosince 2005

3.2. Lineárńı a nelineárńı ODR prvńıho řádu. Uvedeme dvě
obecné věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı diferenciálńı rovnice 1. řádu
s počátečńı podmı́nkou:

(∗)
{

y(a) = b
y′(x) = f(x, y(x)).

Předpokládáme, že rovnicová funkce f je spojitá na nějaké otevřené množině
Ω ⊂ R2. Řekneme, že funkce f(x, y) je lokálně lipschitzovská na množině Ω
vzhledem k proměnné y, když pro každý bod a ∈ Ω existuj́ı konstanty ε > 0 a
K > 0 takové, že pro každé dva body (x0, y1) a (x0, y2) z ε-ového okoĺı bodu
a plat́ı |f(x0, y1)− f(x0, y2)| < K|y1 − y2|. Lokálńı lipschitzovskost vyplývá
např́ıklad ze spojitosti parciálńı derivace ∂yf na Ω.

Věta 1 (Picardova). Nechť (a, b) ∈ Ω, f ∈ C(Ω) a f je na Ω lokálně
lipschitzovská vzhledem k proměnné y. Potom existuje δ > 0 takové, že na
intervalu (a− δ, a + δ) má rovnice (∗) právě jedno řešeńı y(x).

Věta 2 (Peanova). Nechť (a, b) ∈ Ω a f ∈ C(Ω). Potom existuje δ > 0
takové, že na intervalu (a− δ, a + δ) má rovnice (∗) řešeńı y(x).

Větu 1 jsme dokázali jako větu 18 na 5. přednášce. Věta 2, kterou na
přednášce dokazovat nebudeme, za slabš́ıho předpokladu dává slabš́ı závěr
(obecně se nedostane jednoznačnost).

Př́ıklad. Rovnice y(0) = 0, y′ = xy2/3 má v okoĺı 0, fakticky na celém R,
dvě řešeńı: y1(x) ≡ 0 a y2(x) = x6/63. Obecněji, zvoĺıme-li c > 0, potom
funkce y(x) definovaná jako (x2 − c)3/63 pro x ∈ R\(−

√
c,
√

c) a jako 0 pro
x ∈ [−

√
c,
√

c] je řešeńım. Funkce f(x, y) = xy2/3 je totiž spojitá v bodě
(0, 0), ale neńı v jeho okoĺı lipschitzovská vzhledem k y.

Důsledek 3. Nechť f ∈ C(Ω) je na Ω lokálně lipschitzovská vzhledem k
proměnné y. Pokud se dvě řešeńı diferenciálńı rovnice y′(x) = f(x, y(x))
shoduj́ı v alespoň jednom bodě, potom se shoduj́ı na celém pr̊uniku svých
definičńıch obor̊u.

Důkaz. Nechť (y1, I) a (y2, J) jsou dvě řešeńı rovnice y′(x) = f(x, y(x)),
přičemž y1(a) = y2(a) pro nějaké a ∈ I ∩ J . Ze spojitosti funkćı y1 a y2
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plyne, že množina M = {x ∈ I∩J | y1(x) = y2(x)} je uzavřená (v otevřeném
intervalu I ∩ J). Podle věty 1 je M též otevřená. Takže M je neprázdná
obojetná podmnožina souvislého intervalu I ∩ J a nutně M = I ∩ J . 2

Lineárńı rovnice. Vyřeš́ıme lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

y′ + a(x)y = b(x).

Zde y = y(x) je neznámá funkce a funkce a(x) a b(x) jsou funkce definované a
spojité na nějakém otevřeném intervalu I. Řešeńı, které nalezneme, je defino-
vané na celém intervalu I a volbou integračńı konstanty lze splnit libovolnou
počátečńı podmı́nku. Podle d̊usledku 3 je takové řešeńı jednoznačné.

Řešeńı metodou integračńıho faktoru. Nejprve nalezneme takovou funkci
c = c(x), tzv. integračńı faktor, že c(y′+ay) = (cy)′. Pak cy′+acy = cy′+c′y
a c muśı splňovat rovnici ac = c′, čili (log c)′ = a. Funkce c = eA, kde
A = A(x) je nějaká primitivńı funkce k a(x), má tedy požadovanou vlastnost.
Výchoźı lineárńı rovnici vynásob́ıme integračńım faktorem a dostaneme

(cy)′ = c(y′ + ay) = cb.

Takže (cy)′ = cb a cy = D + c0, kde D je primitivńı funkce k cb a c0 je
integračńı konstanta. Máme řešeńı y = c−1(D + c0). Shrnuto,

y(x) = e−A(x)
(∫

eA(x)b(x) dx + c0

)
, kde A(x) =

∫
a(x) dx.

Všimněte si, že y(x) je definovaná na celém I (definičńım oboru funkćı a a
b) a že každé počátečńı podmı́nce y(x0) = y0 odpov́ıdá přesně jedna hodnota
integračńı konstanty c0, pro ńıž je splněna. Zavedeńı integračńı konstanty pro
A, tj. nahrazeńı A(x) obecněǰśım výrazem A(x) + c1, už nedává obecněǰśı
řešeńı, které by se nedalo dostat jen s pomoćı konstanty c0.

Řešeńı metodou variace konstant. Nejprve vyřeš́ıme homogenńı rovnici
y′ + ay = 0. Odtud y′/y = −a a (log y)′ = −a. Dostáváme log y = −A + c
a y = ece−A = Ke−A, kde A je primitivńı funkce k a a c a K jsou konstanty.
Konstantu K v řešeńı y(x) = Ke−A(x) homogenńı rovnice nahrad́ıme funkćı
K = K(x) a obecnou funkci K(x)e−A(x) dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice, č́ımž
dostaneme podmı́nku na K(x):

(Ke−A)′ + a ·Ke−A = b

K ′e−A −Kae−A + Kae−A = b

K ′ = beA.
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Takže K(x) =
∫

b(x)eA(x) dx + c a po dosazeńı do y(x) = K(x)e−A(x)

dostáváme opět shora uvedený vzorec.

Př́ıklad. Volný pád s odporem prostřed́ı. Uvažujme částici o hmot-
nosti m, která z klidu padá vlivem konstantńı t́ıže a na kterou kromě t́ıže
p̊usob́ı i odpor prostřed́ı. Předpokládejme, že śıla odporu záviśı lineárně na
rychlosti částice—to je samozřejmě zjednodušeńı, ve skutečnosti je závislost
složitěǰśı. Newton̊uv zákon śıly dává pohybovou rovnici

m
dv

dt
= t́ıže − odpor = mg − kv,

kde v = v(t) je rychlost částice v čase t, g je konstanta t́ıhového zrychleńı a
k > 0 je konstanta odporu prostřed́ı. Máme lineárńı diferenciálńı rovnici

v′ + av = b,

kde a = k/m a b = g jsou konstanty. Integračńı faktor tedy je c = ekt/m a
podle hořeǰśıho vzorce máme řešeńı

v(t) =
mg

k
+ c1e

−kt/m.

Z počátečńı podmı́nky v(0) = 0 vypočteme hodnotu integračńı konstanty
c1 = −mg/k. Takže

v(t) =
mg

k

(
1− e−kt/m

)
.

Pro t →∞ se tedy rychlost částice bĺıž́ı k limitńı rychlosti

vlim =
mg

k
.

Tento vzorec plyne také uvážeńım rovnovážného stavu, kdy se t́ıže rovná śıle
odporu.

Rovnice se separovanými proměnnými. Je to diferenciálńı rovnice tvaru

y′ = f(x)g(y),

kde f(x) a g(y) jsou funkce definované a spojité na nějakém otevřeném in-
tervalu I a g 6= 0 na I. Jedná se obecně o nelineárńı diferenciálńı rovnici, v
ńıž na pravé straně můžeme od sebe oddělit—separovat—proměnné x a y.
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Rovnici uprav́ıme do tvaru

y′

g(y)
= f(x)

a ten přeṕı̌seme pomoćı funkce G(t), jež je primitivńı k funkci 1/g(t) na inter-
valu I, jako G(y(x))′ = f(x). Odtud dostáváme vztah G(y(x)) = F (x) + c,
kde F (x) je primitivńı funkce k f(x) na I a c je integračńı konstanta. Řešeńı
p̊uvodńı diferenciálńı rovnice je tedy dáno jako implicitńı funkce vztahem

G(y(x)) = F (x) + c, kde G(t) =
∫ dt

g(t)
a F (x) =

∫
f(x) dx.

Postup při řešeńı rovnice se separovanými proměnnými se obvykle zapisuje
takto:

dy

dx
= f(x)g(y)

g(y)−1dy = f(x)dx∫
g(y)−1 dy =

∫
f(x) dx

G(y) = F (x) + c.

Dva d̊uležité speciálńı př́ıpady jsou rovnice y′ = f(x) a y′ = g(y). Řešeńı
prvńı z nich jsou právě funkce primitivńı k f(x) na I. Řešeńı rovnice y′ = g(y)
je dáno implicitně jako G(y(x)) = x+c a je to tedy funkce inverzńı ke G(x)+c:

y(x) =

(∫ dx

g(x)
+ c

)〈−1〉

.

Př́ıklad. Druhá kosmická rychlost. Jakou rychlost́ı v0 muśıme vymrštit
těleso z povrchu Země, aby nikdy nedopadlo zpět? Zanedbáme odpor vz-
duchu, ale pochopitelně už nemůžeme zanedbat změnu t́ıže s výškou. Ve
výšce x nad zemským povrchem na těleso o hmotnosti m p̊usob́ı podle
Newtonova gravitačńıho zákona t́ıže mgR2(x + R)−2, kde g je konstanta
t́ıhového zrychleńı na zemském povrchu a R je poloměr Země. (Podle zákona
převrácených čtverc̊u je t́ıže ve výšce x rovna K(R + x)−2, kde K je kon-
stanta. Pro x = 0 je t́ıže mg, takže K muśı být mgR2.) Podle Newtonova
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zákona śıly jsou rychlost v = v(t) a výška x = x(t) tělesa v čase t svázány
vztahem

m
dv

dt
= − mgR2

(x + R)2
,

přičemž v(0) = v0. Pomoćı vztahu

dv

dt
=

dv

dx
· dx

dt
=

dv

dx
· v

(derivace složené funkce) přejdeme od nezávisle proměnné t k nezávisle
proměnné x a dostaneme diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými

v · dv

dx
= − gR2

(x + R)2
.

Počátečńı podmı́nka v = v0 pro t = 0 přejde na v = v0 pro x = 0, protože
x(0) = 0. Integraćı

v dv = − gR2 dx

(x + R)2

dostaneme
1
2
v2 =

gR2

x + R
+ c.

Z v(0) = v0 vypočteme c = 1
2
v2

0−gR a pro rychlost tělesa ve výšce x źıskáme
vztah

v2 = v2
0 − 2gR +

2gR2

x + R
.

Pokud v2
0 < 2gR, rychlost v pro velkou výšku x neńı definovaná, což znamená,

že s počátečńı rychlost́ı v0 těleso výšky x nikdy nedosáhne. Naopak pokud
v2

0 ≥ 2gR, těleso dosáhne každou výšku. Úniková rychlost z povrchu Země,
tzv. druhá kosmická rychlost, se tedy rovná

v0 =
√

2gR ≈ 11.2 km/s

(g ≈ 9.81 ms−2 a R ≈ 6380 km).

Exaktńı rovnice. Je to diferenciálńı rovnice tvaru

M(x, y) + N(x, y)y′ = 0,
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kde M a N jsou dané funkce dvou proměnných definované na nějakém
obdélńıku R ⊂ R2, pro niž existuje taková funkce ϕ = ϕ(x, y), že na R
plat́ı ∂xϕ = M a ∂yϕ = N .

Rovnici pak přeṕı̌seme jako ϕ(x, y(x))′ = 0 a jej́ı řešeńı y = y(x) je dáno
implicitně vztahem

ϕ(x, y(x)) = c,

kde c je konstanta. Např́ıklad rovnice se separovanými proměnnými y′ =
f(x)g(y), to jest −f + g−1y′ = 0, je exaktńı, protože pro ni můžeme vźıt
ϕ(x, y) = −F (x) + G(y), kde F =

∫
f dx a G =

∫
g−1 dy.

Tvrzeńı 4. Nechť funkce dvou proměnných M , N , ∂yM a ∂xN jsou spojité
na obdélńıku R = (α, β) × (γ, δ) (povolujeme α = −∞ atd.). Diferenciálńı
rovnice

M(x, y) + N(x, y)y′ = 0

je exaktńı na R, právě když na R plat́ı ∂yM = ∂xN . Je-li tato podmı́nka
splněna, potom, pro libovolný pevný bod (x0, y0) ∈ R, funkce

ϕ(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds +
∫ y

y0

(
N(x, t)−

∫ x

x0

∂M

∂y
(s, t) ds

)
dt

splňuje na R vztahy ∂xϕ = M a ∂yϕ = N a řešeńı diferenciálńı rovnice je
implicitně dáno vztahem ϕ(x, y(x)) = c.

Důkaz. Pokud je rovnice exaktńı a ϕ existuje, d́ıky záměnnosti parciálńıch
derivaćı (tvrzeńı 10 z 2. kapitoly) na R plat́ı ∂yM = ∂2

xyϕ = ∂2
yxϕ = ∂xN a

tedy ∂yM = ∂xN (zde jsme potřebovali spojitost ∂yM a ∂xN).
Naopak, nechť na R plat́ı ∂yM = ∂xN . Dokážeme, že funkce ϕ definovaná

ve zněńı tvrzeńı splňuje ∂xϕ = M a ∂yϕ = N . Funkce h(x, t) = N(x, t) −∫ x
x0

∂yM(s, t) ds nezáviśı na x, protože ∂xh(x1, t) = ∂xN(x1, t)−∂yM(x1, t) =
0 a h je pro pevné t jako funkce x konstantńı. Druhý sč́ıtanec ve formuli
definuj́ıćı ϕ je, navzdory značeńı, funkce f(y) závisej́ıćı jen na y a ne na x.
Při parciálńı derivaci podle x zmiźı a ∂xϕ(x1, y) = M(x1, y).

Abychom dokázali rovnost ∂yϕ = N , ukážeme, že v každém bodě (x, y1) ∈
R má funkce

g(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds

parciálńı derivaci
∂g

∂y
(x, y1) =

∫ x

x0

∂M

∂y
(s, y1) ds.
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Odtud dostaneme

∂yϕ(x, y1) = ∂yg(x, y1) + N(x, y1)−
∫ x

x0

∂yM(s, y1) ds = N(x, y1).

Nechť tedy (x, y1) ∈ R a x ≥ x0; př́ıpad x ≤ x0 je podobný. Nechť dále
h > 0 a y1+h < δ; př́ıpad h < 0 a γ < y1+h je podobný. Podle Lagrangeovy
věty o středńı hodnotě existuje taková funkce θ(s), že pro každé s ∈ [x0, x]
máme 0 < θ(s) < h a M(s, y1 + h)−M(s, y1) = h · ∂yM(s, y1 + θ(s)). Takže

g(x, y1 + h)− g(x, y1)

h
=

1

h

(∫ x

x0

M(s, y1 + h) ds−
∫ x

x0

M(s, y1) ds
)

=
∫ x

x0

M(s, y1 + h)−M(s, y1)

h
ds

=
∫ x

x0

∂yM(s, y1 + θ(s)) ds.

Protože ∂yM je stejnoměrně spojitá na každé uzavřené a omezené
podmnožině R (viz věty 9 a 10 z 1. kapitoly), pro každé ε > 0 existuje
takové η > 0, že

s ∈ [x0, x] & θ ∈ [0, η] ⇒ |∂yM(s, y1 + θ)− ∂yM(s, y1)| < ε.

Pro h < η pak ∣∣∣∣∫ x

x0

∂yM(s, y1 + θ(s)) ds−
∫ x

x0

∂yM(s, y1) ds
∣∣∣∣

je nejvýše ∫ x

x0

|∂yM(s, y1 + θ(s)) ds− ∂yM(s, y1)| ds < (x− x0)ε.

Proto pro každé h splňuj́ıćı 0 < h < η (a y1 + h < δ) máme∣∣∣∣∣g(x, y1 + h)− g(x, y1)

h
−
∫ x

x0

∂M

∂y
(s, y1) ds

∣∣∣∣∣ < (x− x0)ε.

Pro ε → 0 dostáváme ∂yg(x, y1) =
∫ x
x0

∂yM(s, y1) ds. 2

Př́ıklad. Vyřešte rovnici

(y cos x + 2xey) + (sin x + x2ey + 2)y′ = 0.
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Rovnice je na R = R2 exaktńı, protože ∂yM = ∂xN = cos x + 2xey. Z

ϕ(x, y) =
∫ x

x0

M(s, y) ds + f(y) =
∫ x

x0

(y cos s + 2sey) ds + f(y)

máme
ϕ(x, y) = y sin x + x2ey + F (y),

č́ımž je splněna podmı́nka ∂xϕ = M . Ze sin x+x2ey +2 = N = ∂yϕ = sin x+
x2ey +F ′(y) máme F ′(y) = 2. Takže F (y) = 2y, ϕ(x, y) = y sin x+x2ey +2y
a řešeńı y = y(x) je dáno implicitně vztahem

y sin x + x2ey + 2y = c.
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