
10. přednáška 6. prosince 2005

Př́ıklad (z bonifikačńıho testu 25.11.2005). Rozhodněte, zda soustava
rovnic

x + y − sin z = 0 a − x− y3 + ez − 1 = 0

definuje v okoĺı 0 funkce y = y(x) a z = z(x) splňuj́ıćı y(0) = z(0) = 0, které
jsou tř́ıdy C1. Pokud ano, spoč́ıtejte hodnoty derivaćı y′(0) a z′(0).

Pro F1(x, y, z) = x+y−sin z, F2(x, y, z) = −x−y3+ez−1 a F = (F1, F2)
máme skutečně F (0, 0, 0) = (0, 0) a

det(∂yF (0, 0, 0), ∂zF (0, 0, 0)) = det

(
1 , − cos z

−3y2 , ez

)
(0, 0, 0)

= det

(
1 , −1
0 , 1

)
= 1 6= 0.

Předpoklady věty o implicitńıch funkćıch jsou tedy splněny a uvedené funkce

y(x) a z(x) jsou na okoĺı nuly definovány. Protože ∂xF (0, 0, 0) =
(

1
−1

)
,

podle vztah̊u uvedených na konci předešlé přednášky máme

y′(0) = −
det

(
1 , −1

−1 , 1

)
1

= 0 a z′(0) = −
det

(
1 , 1
0 , −1

)
1

= 1.

Důsledek 15. Nechť f : U → Rm, kde U ⊂ Rm je okoĺı bodu x0, je
zobrazeńı z C1(U), které má v x0 nenulový jacobián. Potom existuj́ı okoĺı
U1 ⊂ U a V ⊂ Rm bod̊u x0 a y0 = f(x0) taková, že f : U1 → V je bijekce,
inverzńı zobrazeńı f−1 : V → U1 je z C1(V ) a pro každé x ∈ U1 v bodě
y = f(x) ∈ V máme

Df−1(y) = (Df(x))−1.

Jacobiho matice zobrazeńı f−1 v bodě y je tedy inverzńı k Jacobiho matici
zobrazeńı f v bodě x.

Důkaz. Uvažme zobrazeńı o 2m proměnných

F (x, y) = f(x)− y : U ×Rm → Rm,
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tj. F = (F1, . . . , Fm) a Fi(x, y) = fi(x) − yi. Patrně Fi(x0, y0) = 0, Fi jsou
tř́ıdy C1 a Jacobiho matice zobrazeńı F vzhledem k x-ovým proměnným
x1, x2, . . . , xm v bodě x0 je právě Jacobiho matice f v x0. Podle věty 14 tedy
existuj́ı taková okoĺı U2 ⊂ U a V ⊂ Rm bod̊u x0 a y0 a takové zobrazeńı
g = (g1, . . . , gm) : V → U2, že gi ∈ C1(V ) a

∀ (x, y) ∈ U2 × V : F (x, y) = f(x)− y = 0 ⇐⇒ x = g(y)

(speciálně g(y0) = x0). Takže pro všechny y ∈ V máme f(g(y)) = y a zo-
brazeńı f a g jsou navzájem inverzńı. Označme U1 = g(V ). Pak f : U1 → V
je bijekce s inverzem g. Množina U1 je otevřená, protože je vzorem otevřené
množiny V ve spojitém zobrazeńı f , a je to okoĺı x0. Vzorec pro diferenciál in-
verzńıho zobrazeńı plyne ze vztahu ve větě 14 nebo diferencováńım složeného
zobrazeńı f−1 ◦ f = id (věta 8). 2

Bijektivńı zobrazeńı mezi dvěma otevřenými podmnožinami Rm, které je
tř́ıdy C1 a jeho inverz rovněž, se nazývá difeomorfismus. Důsledek 15 tedy
prav́ı, že zobrazeńı tř́ıdy C1 definované na okoĺı bodu x0, které má v x0

nenulový jacobián, je na okoĺı x0 lokálńı difeomorfismus.

Vázané extrémy. Nechť f, F1, . . . , Fn : U → R, kde U ⊂ Rm je otevřená
množina, jsou funkce z C1(U) a n < m. Budeme hledat lokálńı extrémy
funkce f na množině

H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0}.

Následuj́ıćı d̊usledek věty o implicitńıch funkćıch udává nutnou podmı́nku,
aby v bodě a ∈ H funkce f měla lokálńı vázaný extrém, tj. lokálńı extrém
vzhledem k množině H.

Důsledek 16 (Lagrangeovy multiplikátory). Pokud v popsané situaci
má Jacobiho matice zobrazeńı F = (F1, . . . , Fn) v bodě a ∈ H nejvěťśı možnou
hodnost n (to jest, ∇F1(a), . . . ,∇Fn(a) jsou lineárně nezávislé vektory v
Rm) a v bodě a má funkce f (ostrý nebo neostrý) lokálńı extrém vzhledem
k množině H, potom existuj́ı taková č́ısla λ1, . . . , λn ∈ R (tzv. Lagrangeovy
multiplikátory), že

∇f(a)−
n∑

i=1

λi∇Fi(a) = 0,

to jest, pro 1 ≤ j ≤ m, ∂xj
f(a)− λ1∂xj

F1(a)− · · · − λn∂xj
Fn(a) = 0.
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Důkaz. Že uvedená Jacobiho matice má maximálńı hodnost n také ekviva-
lentně znamená, že pro nějakých n sloupc̊u má odpov́ıdaj́ıćı čtvercová n× n
podmatice nenulový determinant. Můžeme předpokládat, že to nastává pro
posledńıch n sloupc̊u. Označ́ıme-li tedy

x1, x2, . . . , xm = y1, y2, . . . , ym−n, z1, z2, . . . , zn,

pak det(∂z1F (a), . . . , ∂znF (a)) 6= 0. Podle věty o implicitńıch funkćıch exis-
tuj́ı taková okoĺı U1 a V1 bod̊u y0 = (a1, . . . , am−n) a z0 = (am−n+1, . . . , am) a
takové zobrazeńı g = (g1, . . . , gn) : U1 → V1, že pro (y, z) prob́ıhaj́ıćı U1×V1

máme
Fi(y, z) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n ⇐⇒ z = g(y)

(speciálně g(y0) = z0). Uvažme nyńı funkci

h(y) = f(y, g1(y), . . . , gn(y)),

která je definovaná na U1. Protože má v y0 lokálńı extrém (nyńı už bez
vazby), ∇h(y0) = 0. Pro 1 ≤ i ≤ m− n to znamená, že

∂yi
f(y0, g(y0)) +

n∑
j=1

∂zj
f(y0, g(y0)) · ∂yi

gj(y0) = 0.

V zápisu pomoćı Jacobiho matic:

f ′
y + f ′

zg
′ = 0

f ′
y − f ′

z(F
′
z)

−1F ′
y = 0

f ′
y − λF ′

y = 0

(v bodech (y0, g(y0)) = (y0, z0) = a a y0), kde za g′ jsme nejprve dosadili
podle vzorce ve větě 14 a pak jsme označili λ = (λ1, . . . , λn) = f ′

z(y0, g(y0)) ·
F ′

z(y0, g(y0))
−1. Ovšem z λ = f ′

z(F
′
z)

−1 plyne, že stejný vztah plat́ı i v z-ových
proměnných: f ′

z − λF ′
z = 0. Celkem

f ′ − λF ′ = 0,

což jsme chtěli dokázat. 2

Ekvivalentńı formulace podmı́nky Lagrangeových multiplikátor̊u je, že∇f(a)
lež́ı v lineárńım obalu vektor̊u F = {∇F1(a), . . . ,∇Fn(a)}. Všimněme si,

3



že podmı́nka je triviálně splněna pokud ∇f(a) = 0. Uvedeme ještě daľśı
ekvivalentńı formulaci. Uvažme vektorové podprostory Rm složené z vek-
tor̊u kolmých na ∇f(a), resp. z vektor̊u kolmých na všechny vektory v F
(předpokládáme, že ∇f(a) 6= 0 a že vektory v F jsou lineárně nezávislé):

TNa = {x ∈ Rm | 〈∇f(a), x〉 = 0}
THa = {x ∈ Rm | 〈∇F1(a), x〉 = · · · = 〈∇Fn(a), x〉 = 0}.

Podprostor TNa má dimenzi m − 1 a THa má dimenzi m − n. Podmı́nka
Lagrangeových multiplikátor̊u ekvivalentně prav́ı, že THa ⊂ TNa. (Proč
přesně plat́ı ekvivalence ∇f(a) ∈ Lin(F) ⇐⇒ THa ⊂ TNa? Vzpomeňte
si na ortogonálńı doplněk v Lineárńı algebře.) Pomoćı implicitńıch funkćı se
dá ukázat, že a + THa je tečným afinńım podprostorem k ploše H = {x ∈
Rm | F1(x) = · · · = Fn(x) = 0} v bodě a. Podobně a + TNa je tečnou afinńı
nadrovinou k “vrstevnicové” ploše

N = {x ∈ Rm | f(x) = f(a)}

v bodě a. Podprostor̊um TNa a THa ř́ıkáme tečné prostory (k odpov́ıdaj́ıćım
plochám v bodě a). Nutná podmı́nka lokálńıho vázaného extrému funkce f
v bodě a ∈ H se tedy dá zformulovat takto:

Tečný prostor THa k ploše H v bodě a muśı být obsažen v tečném
prostoru TNa k vrstevnicové ploše N funkce f v bodě a, THa ⊂
TNa.

Př́ıklad či sṕı̌se ilustrace. Pod́ıváme se na situaci m = 2 a n = 1. Funkce
f : R2 → R např́ıklad udává nadmořskou výšku, tj. f(x) je nadmořská
výška bodu v terénu se zeměpisnými souřadnicemi x, a křivka H = {x ∈
R2 | F (x) = 0} je třeba silnice. Vrstevnice N = {x ∈ R2 | f(x) = f(a) = b},
kde a ∈ H, je též rovinná křivka. Nechť ∇f(a),∇F (a) 6= 0. Tečné prostory
THa a TNa pak maj́ı dimenzi 1. Předpokládejme, že THa 6⊂ TNa. Křivky
H a N potom lokálně v okoĺı svého pr̊useč́ıku a vypadaj́ı jako dvě r̊uzné
př́ımky pH a pN procházej́ıćı bodem a. Zvětš́ıme-li trochu nadmořskou výšku
na b′ = b + δ, δ > 0, vrstevnice se trochu posune ve směru kolmém na N a
stane se z ńı vrstevnice N ′; lokálně př́ımka pN ′ vznikne z pN malým posunem
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ve směru kolmém na pN a př́ıpadným malým pootočeńım.1 Každopádně se,
pro každé dostatečně malé δ > 0, př́ımky pH a pN ′ a tedy i křivky H a
N ′ opět protnou, jenom se pr̊useč́ık obou křivek trochu posune po H z a
do a′. Totéž nastane, když b trochu zmenš́ıme na b′ = b − δ, k posun̊um
však dojde na opačnou stranu, speciálně nový pr̊useč́ık a′ křivek H a N ′ se
dostane posunut́ım a po H na opačnou stranu. Funkce f tedy lokálně na H
na jedné straně od bodu a nabývá hodnot menš́ıch než b = f(a), zat́ımco
na straně druhé nabývá hodnot větš́ıch. Takže f nemá v a vzhledem k H
lokálńı extrém a pokud na silnici H zastav́ı v bodě a auto, v neutrálu se bez
ručńı brzdy určitě rozjede!

Ještě daľśı ekvivalentńı formulace podmı́nky Lagrangeových multip-
likátor̊u už́ıvá Lagrangeovu funkci. V situaci popsané v d̊usledku 16 tuto
funkci m + n proměnných definujeme jako

L(x, λ) = L(x1, . . . , xm, λ1, . . . , λn) = f(x)−
n∑

i=1

λiFi(x).

Protože

∇L = (∂x1f −
∑n

1 λi∂x1Fi, . . . , ∂xmf −∑n
1 λi∂xmFi, −F1, . . . , −Fn)

(v bodech (x, λ) a x), je ∇L(a, λ) = 0 přesně ekvivalentńı tomu, že
bod a lež́ı na ploše H (posledńıch n souřadnic gradientu) a že koeficienty
λ = (λ1, . . . , λn) jsou Lagrangeovy multiplikátory (prvńıch m souřadnic gra-
dientu). Nutnou podmı́nku lokálńıho extrému funkce f v bodě a vzhledem
k H tedy můžeme zformulovat i takto:

Existuje bod λ ∈ Rn takový, že ∇L(a, λ) = 0.

Zde se o náležeńı a do H nemuśıme starat, protože je v podmı́nce ∇L(a, λ) =
0 automaticky zahrnuto. Závěrem partie o vázaných extrémech uvedeme bez
d̊ukazu větu analogickou větě 13 a pak ji ilustrujeme př́ıkladem.

1Je to ale opravdu tak, že malá změna nadmořské výšky jen málo změńı vrstevnici?
Vždycky to pravda neńı—představte si, že se nacháźıte na rovném horském hřbetu a
vrstevnice je hřbetová čára. Jakkoli malé zvětšeńı nadmořské výšky pak vede k naprosto
radikálńı změně vrstevnice, protože ta úplně zmiźı. Jako cvičeńı vysvětlete, proč se d́ıky
předpokladu ∇f(a) 6= 0 vrstevnice funkce f v okoĺı a takto nechovaj́ı a malá změna b jen
(popsaným zp̊usobem) málo změńı N .
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Věta 17. Nechť f, F1, . . . , Fn ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je otevřená množina a
n < m, H = {x ∈ Rm | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0} a nechť a ∈ H je
bod. Předpokládejme dále, že Jacobiho matice zobrazeńı F = (F1, . . . , Fn) má
v každém bodě x ∈ U nejvěťśı možnou hodnost n (to jest, ∇F1(x), . . . ,∇Fn(x)
jsou lineárně nezávislé vektory v Rm).

1. Pokud pro každé λ ∈ Rn plat́ı ∇L(a, λ) 6= 0, potom f nemá v a vzhle-
dem k H ani neostrý lokálńı extrém.

2. Pokud λ ∈ Rn splňuje ∇L(a, λ) = 0 a kvadratická forma

P (h1, . . . , hm) =
m∑

i,j=1

∂2
xixj

L(a, λ)hihj

je pozitivně (negativně) definitńı na vektorech h ∈ THa, potom má
funkce f v a vzhledem k množině H ostré lokálńı minimum (maximum).

3. Pokud za stejných předpoklad̊u jako ve 2 je P (h1, . . . , hm) indefinitńı
na vektorech h ∈ THa, nemá f v a vzhledem k H ani neostrý lokálńı
extrém.

Podmı́nka 1 je samozřejmě už b̊uhv́ı kolikátou reformulaćı d̊usledku 16.
Nepřehlédněte, že definitnost či indefinitnost kvadratické formy P ve 2 a
3 se požaduje na tečném prostoru THa. To je ale jen malá obt́ıž—relace
h ∈ THa dává pro vektor h n lineárńıch rovnic. Můžeme tedy eliminovat n
závislých proměnných hi a dostaneme kvadratickou formu v m−n nezávislých
proměnných, jej́ıž definitnost či indefinitnost už vyšetřujeme na celém Rm−n.

Př́ıklad (nebyl na přednášce). Chceme nalézt lokálńı a globálńı extrémy
funkce

f : R3 → R, f(x, y, z) = x2 − y2 + z2

na rovině H dané rovnićı

F (x, y, z) = 2x− y − 3 = 0.

Gradient Lagrangeovy funkce L(x, y, z, λ) = x2 − y2 + z2 − λ(2x− y− 3)
je

∇L = (2x− 2λ, −2y + λ, 2z, −2x + y + 3).

6



Soustava lineárńıch rovnic ∇L(x, y, z, λ) = (0, 0, 0, 0) má řešeńı (x, y, z, λ) =
(2, 1, 0, 2). Prozkoumáme tedy (jediný) bod a = (2, 1, 0), který lež́ı na H a
splňuje podmı́nku Lagrangeových multiplikátor̊u. Matice druhých derivaćı
funkce L podle proměnných x, y, z je

(∂2
xx,xy,...,zzL(x, y, z, λ)) =

 2 , 0 , 0
0 , −2 , 0
0 , 0 , 2


(v̊ubec nezáviśı na hodnotách proměnných) a odpov́ıdá j́ı kvadratická forma
P (x, y, z) = 2x2 − 2y2 + 2z2. 2 Tečný prostor THa je dán rovnićı

〈∇F (a), (x, y, z)〉 = 2x− y = 0

(je to pochopitelně opět H, jen posunutá do počátku). Odtud vyjádř́ıme
y = 2x a dosad́ıme do P : P = −6x2 + 2z2. Tato kvadratická forma je
indefinitńı na R2 a bod a = (2, 1, 0) tak podle 3 předchoźı věty neńı bodem
lokálńıho extrému. Funkce f tedy na rovině H nemá žádný lokálńı a tedy
ani žádný globálńı extrém.

Pro úplnost po tomto “profesorském” řešeńı uvedeme ještě řešeńı,
řekněme, “studentské”. Z rovnice definuj́ıćı H vyjádř́ıme y = 2x − 3 a
dosad́ıme do funkce f : f = x2 − (2x − 3)2 + z2 = −3x2 + 12x − 9 + z2 =
−3(x−2)2 +z2 +3, kde x, z už prob́ıhaj́ı bez vazby celé R2. To je indefinitńı
kvadratická forma a proto f vskutku nemá na H ani lokálńı ani globálńı
extrém.

Jako cvičeńı si zkuste metodou Lagrangeovy funkce nalézt lokálńı a globálńı
extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na elipse H dané rovnićı

F (x, y) =
x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0.

2Forma P je sice indefinitńı, ale muśıme poč́ıtat dál, protože jej́ı zúžeńı na THa by
mohlo být definitńı nebo semidefinitńı.
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