Prednaska 9, 30. listopadu 2015

Dusledek. Necht md f(x) =Y~ a,x™ kladny polomér konvergence R > 0.
Pak i mocninné rady

g(z) =>_

n=0

n+1

an® o - n—1

vl © h(z) = ;nanx

magji polomér konvergence R, a na intervalu (—R, R) jimi uréené funkce (1j.
jejich soucty) spliuji, Z2e g= [ f a h = f'.

Driikaz. Ze poloméry obou novych moc. fad zlistavaji rovny R plyne z Hada-
mardova vzorce a z limity imn'/™ = 1. Ze g = [ fah=f plyne z véty o
vyméné sumace a integralu a véty o vyméné sumace a derivace, diky lokalné
stejnomérné konvergenci moc. fady na intervalu konvergence. a

Funkce f dand mocninnou fadou tedy ma na intervalu konvergence primi-
tivni funkci i derivaci (specialné je f spojitd), a tyto funkce jsou opét dané
mocninnymi fadami, které vzniknou z ptivodni mocninné rady integraci po-
ptipadé derivaci ¢len po ¢lenu. TotéZ (tj. derivovéani ¢len po ¢lenu) miZzeme
udélat i s fadou pro f’ a tak dal. Vidime, ze funkce f dand mocninnou fadou
ma na intervalu konvergence derivace vSech radi, opét dané mocninnymi fa-
dami, jez vzniknou postupnou derivaci ¢len po ¢lenu mocninné fady pro f a
maji stejny polomér konvergence. Odtud plyne, ze tieba funkci f definova-
nou jako f(z) =0 pro z <0 a f(x) = 2% pro x > 0, nelze na zadném okoli
nuly vyjadfit mocninnou fadou: f”(0) neexistuje.

Véta (Abelova, o mocninné fad€). Necht md )~ a,z" kladny a ko-
necny polomeér konvergence R a tato mocninnd Tada konverguje v x = R.

Pak

o0 o0 o0

Z a,z" = na [0,R] a lim Z anx" = Z a, R" .

r— R~
n=0 n=0 n=0

Lemma (Abelova nerovnost). Necht a;,b; € R, i =1,2,... . n, kde by >
by > -+ >b, >0, a necht A =maxj<i<y, |as +as + -+ a;|. Pak

n
E a;b;
i=1

1

< Aby .




Diikaz. Uloha 1. 0

Diikaz Abelovy véty. Bez Gjmy na obecnosti R = 1 (pro¢? — tuloha 2).
Pak ¢iselnéd fada ) a,1"™ = > a, konverguje a pro dané ¢ > 0 mame ny,
Ze promn > m > ng je |y + api1 + -+ ay| < e. Pron > m > ngy pak
podle Abelovy nerovnosti (a, jsou a, a b, = x™) i pro kazdé = € [0,1]
je |ama™ 4 App1™t + -+ a,a"| < ex™ < e. Rada funkei Y a,z" tak
na [0, 1] spliuje stejnomérnou B.—C. podminku a stejnomérné konverguje.
Druhé ¢ast plyne hned zaménou sumace a limity funkce v bodé podle véty z
minulé prednasky. a

Priklad. Sec¢teme fadu 1— % + % — }l +. .., kterd neabsolutné konverguje podle
Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty a podle Taylorova rozvoje logaritmu
mame

> —1)r1 0 —1)n—lpn

Z¢: lim ()—x: lim log(1l+ x) =log2.
— n T—1- el n z—1—

Rada méa proto soucet log2. Stejnou metodou lze sedist i spoustu dalsich

nekonecénych éiselnych fad (tlohy 2, 3, 4 a 5).

Fourierovy rady. Trigonometrickou radou rozumime nekonecnou radu
funkeci

% Z an cos(nx) + b, sin(nx)) ,

kde ag, ay,... a by, bs, ... jsourealné koeficienty a proménnéa x probiha R. Pro
danou funkci f : R — R prozkoumame otazku, kdy se da vyjadrit souctem
takové rady funkci a jaké povahy je konvergence. Ve srovnani s mocninnymi
fadami lze trigonometrickymi fadami vyjadrit Sirsi tiidu funkci. Jak jsme
vidéli, soucet mocninné rady s kladnym polomérem konvergence je spojita
funkce, ktera méa na intervalu konvergence derivace vsech radu. Funkce, ktera
v néjakém bodé nemd derivaci vibec nebo ji nemd vlastni (napf. |z| na
intervalu (—1,1)), netkuli nespojitd funkce, se proto neda vyjadiit souc¢tem
mocninné fady. Uvidime, Ze mnoho takovych funkci — t¥eba zminénd |z
na intervalu (—1,1) nebo i rizné nespojité funkce — lze vyjadfit souctem
vhodné trigonometrické rady, tzv. Fourierovy rady dané funkce.



Protoze cos(nx) a sin(nz) jsou 2m-periodické funkce, je jasné, ze kazdy
bodovy soucet trigonometrické fady je také 2m-periodicka funkce. Kazda 2m-
periodickd funkce f je jednoznac¢né urcena svymi hodnotami na intervalu
[—7, m) nebo jakémkoli jiném intervalu tvaru [a,a + 27).

Pro f,g € R[—m, 7], coz jsou funkce s Riemannovym integrdlem na inter-
valu [—m, 7|, definujeme znaceni

(f.9) :Z/_:fg-

Z vlastnosti integralu snadno plyne, Ze pro kazdé fi, f2, g € R[—7, 7] a kazdé
ai,as € R plati:

o (symetrie) (f1, f2) = (f2, f1);

e (bilinearita) (ay f1 + as fa, g) = a1{f1,9) + az(f2, g) a stejné (diky syme-
trii) ve druhé soutadnici;

e (positivni semidefinitnost) (g, g) > 0.

Mame tak skoro vSechny vlastnosti skalarniho sou¢inu, kromé (g,¢) = 0 =
g = 0, ktera neni splnéna, protoze z nulovosti integralu neplyne nulovost
integrandu, i kdyz je nezaporny.

Tvrzeni (ortogonalni systém sini a cosini). Pro kaZdd dvé ¢isla m,n €
Ny mame
(sin(mx), cos(nz)) =0 .

Pro kazdd dvé cisla m,n € Ny, pokud nejsou soucasnée nulovda, mame

: : B 7 prom=n
(sin(mx), sin(nx)) = (cos(mzx), cos(nx)) = { 0 prom+£n.
Prom =n =0 mdme (sin(0z),sin(0z)) = 0 a (cos(0z), cos(0z)) = 2.

Dikaz. Pristé. O

Fourierovy koeficienty ag,ay,... a by, by, ... funkce f € R[—m, | jsou defi-
novany jako

a, = M:%/ﬂf@)ws(nx)dw,n:0,1,2,...
b, = m:%/jﬂx)sin(nx)dw, n=12....
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Pro¢ jsou tak definované? Predpokladejme, Ze funkce f € R[—m, 7| je na
[—7, m] stejnomérnym souctem trigonometrické fady

5 o )

Z vlastnosti soucinu (-, -) plyne, Ze pak a,, a b, museji byt rovny Fourierovym
koeficientim funkce f. Napftiklad, pro k € Ny,

(f,cos(kz)) = <%—i—Z(ancos(nx)—|—bnsin(nx)),cos(kx)>

= (a0/2)(:;s(0x),cos(kx))

+ Z(an<cos(n:z:), cos(kx)) + b, (sin(nz), cos(kx)))
= ay(cos(kx),cos(kz)) pro k > 0

a (ag/2)(cos(0x), cos(0x)) pro k=0

= Tag,

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili stejnomérnou konvergenci (umoziujici za-
ménit potradi integrace a nekoneéné sumace podle véty z minulé prednéasky)
a vlastnosti skaldarniho soucinu a ve tfeti a ¢tvrté rovnosti jsme pouzili pred-
chozi tvrzeni. Takze a, = (f, cos(kz))/m a podobné pro by, k € N.

Fourierovou fadou funkce f € R[—m, 7| rozumime trigonometrickou fadu,
jejiz koeficienty a,, a b, jsou rovny Fourierovym koeficientiim funkce f. Jak
jsme vidéli, pokud néjaka trigonometricka fada stejnomérné konverguje k f,
musi to byt jeji Fourierova fada. Ukazeme postacujici podminky na funkci
f, aby jeji Fourierova fada k ni konvergovala.

Véta (B. nerovnost a R.-L. lemma). Necht [ € R[—m, 7| a disla
ag, A, ...,b1,be, ... jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

1. (Besselova nerovnost). Plati nerovnost

e () _
Eoga+b2_ /f2

Tedy rada ctvercu Fourierovych koeficientu funkce f konverguje.
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2. (Riemannovo—Lebesgueovo lemma). Pro n — oo plati, Ze a, — 0 a

b, — 0, tedy
lim f( Jcos(nx)dr =0 a lim f( )sin(nz)dx =0 .
n—oo n—oo

Diikaz. Je jasné, ze 1 = 2: z konvergence fady ¢isel <2 6y oo (a2 + b2)

plyne, ze a2,02> — 0, tedy a,,b, — 0. Dokazme tedy Besselovu nerovnost.
Jako s, = s,(z), n = 1,2,..., oznacime n-ty ¢astecny soucet Fourierovy

fady funkce f:
Sp = % + Y (apcos(kx) + by sin(kz)) = Z(a§g cos(kz) + b, sin(kx)) ,
k=1 k=0

ar, = 7 H(f,cos(kx)), b = 7 *{f,sin(kx)), k=0,1,2,...,

ap = ag/2, a), = a pro k > 0, by = 0 a b}, = by pro k > 0. Diky linearité
(skoro)skalarniho soucinu (-, -), definici ¢isel a}, b, ax, by, a ortogonalité funkci
sin(kx) a cos(kx) se (s, S,) rovna

n

Z((a%)%cos(kx),cos(k:x))+(b§€)2(sin(kx) sin(kx))) ( +Z (a2+4b3) )
a také

n

5 a2 4 bi)) |

k=1

(8n, [) = Z(a@(cos(kx),ﬁ + b (sin(kx), f)) = 7r(ao

2
k=0

Na druhou stranu mame 0 < (f — s, f — sn) = (f, [) — 2(sn, f) + (Sn, Sn),
tudiz 2(s,, ) — (sp, sn) < {f, f). Takze

B S b = Zon ) = ms) A7)

™ ™

pro kazdé n. Rada ¢tverctt F.-ovych koeficient® funkce f tedy konverguje a
jeji soucet je shora omezen uvedenou hodnotou. a



Ulohy
. Dokazte Abelovu nerovnost.

. Pro¢ mizZeme v dikazu Abelovy véty predpokladat, Ze polomér kon-
vergence dané mocninné fady je 1?7

. Jesté ¢tyfi pifklady ¢i protiptiklady k Abelové vété. Necht S = >~ ja,
je fada redlnych ¢isel a f(z) = > 7, a,2" je odpovidajici mocninnd
fadas R = 1.
(a) Dokazte, ze kdyz S ma soucet +oo, pak i lim, ,;- f(z) = +o0
(totéz s —o0).
(b) Najdéte priklad f(z), Ze existuje vlastni limita lim, ,;- f(x), ale
S nema soucet.

(c) Najdéte priklad f(x), Ze limita lim, ,;- f(z) neexistuje (vlastni
ani nevlastni).

(d) Je pravda, 7Ze z lim, ;- f(z) = +o0 plyne S = +00?

L e =1-2*+at —a%+ . odvodte, e T =1—5+3—1+..

S S B S

1-2 2-3 34 4-5
(Acofg+s5+a3+ts+---7)

1 Lo L,
1-2.3 2-3-4 3-4-5 4-5-6
1 1 1 1
— + — + ... =7

. Pro x v okoli % funkeci

1
flx)=——=14+a+22+2°+ ...
1—2z
stired zo = 0) vyjadrete souc¢tem mocninné fady se stfedem v zg =
yJ y
%. Jaké jsou poloméry konvergence obou mocninnych fad? Na jakém
intervalu plati obé& vyjadfeni funkce f(x)?
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9. Dokazte, Ze funkce ((z) = Y.~ | -L je definovana na (1, +00) a mé tam
derivace vsech radi.

10. Naleznéte polomeér konvergence nésledujici mocninné fady. Jak je to s
konvergenci v krajnich bodech intervalu konvergence? Navod: Stirlin-
gova aproximace faktorialu.

= 1 [2n\ ,
Zn—i—l(n)x'

n=0




