Prednaska 8, 23. listopadu 2015

Po édstech linedrni spojitd funkce g : [a,b] — R je funkce, pro niz existuje
déleni a = ay < a; < -+ < ax = b intervalu [a, b], Ze na kazdém podintervalu
la;, a;11] je g linearni.

Tvrzeni (graf spojité funkce je skoro lomena ¢éara). [ : [a,b] — R,
kde —oo < a < b < 400, bud spojitd funkce. Pak pro kaZdé e > 0 existuje po
¢astech linedrni spojitd funkce g : |a,b] — R, Ze pro kaZdé x € [a,b] je

|[f(x) —g(z)] <.

Diikaz. Uloha 5. a
Véta (Weierstrassova, o aproximaci polynomy). f : [a,b] — R, kde
—00 < a < b < 400, bud spojitd funkce. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje
polynom p(x), Ze pro kazdé x € |a,b] je

[f(2) =p()] <.

Diikaz. Je obtiznéjsi a nebudeme ho délat. O

Dva ptredchozi vysledky lze zformulovat takto: pro kazdou spojitou funkci
f: [a,b] = R na kompaktnim intervalu existuje posloupnost po ¢astech
linearnich spojitych funkei f,, : [a,b] — R i posloupnost polynomui p, :
la,b] = R, Ze f, = fip, = f nala,bl.

Rady funkci. Pro funkce f, : M — R symbol nekone¢né fady (nekonec-

ného souctu)
> I
n=1

chapeme stejné jako v pripadé ¢iselnych fad: jako zplisob zapisu posloupnosti
Casteénych souctu (s,) = (f1, fi + fo, fi + fo+ f35,...). Pak

D> fu=f ma M

n=1



chapeme jako s, = fi +---+ f, = f na M. Podobné pro bodovou a lokalni

loc
konvergenci a pro zapisy typu Y -, fn =
Nasledujici tii véty pro fady funkci plynou snadno z odpovidajicich vét
pro posloupnosti funkci.

Véta (vyména sumy a limity v bodé). Rovnost

Z (3520 g ) = lim (Z Iula )

n=1

plati za téchto predpokladi: pro néjaké § > 0 mdme f, : P(xy,0) —
pro kazdé n € N, pro kazdé n € N ezistuje vlastni limita lim,_,,, f,(x)
> ey fn = na P(x0,0).

R
a

Odtud plyne, ze lokdlné stejnomérny soucet spojitych funkei je spojita funkce.

Véta (vyména sumy a [). Rovnost

>([5)-[ (5)

n=1

plati za téchto predpokladi: pro kazdé n € N mdme f, € Rla,b] ad ", fo =3
na [a,b].

Véta (vyména sumy a d/dzx). Necht f, : (a,b) - R, n = 1,2,...,
je posloupnost funkci definovand na omezeném otevieném intervalu. Predpo-

loc
klddame, Ze kazdd funkce f, md na (a,b) vlastni deriwvaci, Ze Y - | fi = g na
(a,b) a ze fada czsel Yoy [u(zo) konverguje pro alespori jeden bod xy € (a,b).

Potom Y~ | :; f ma (a,b) pro néjakou funkci f: (a,b) > R a f' =g na
(a,b).
Ze silngjsiho predpokladu Y >° | fr =2 g na (a,b) plyne opét i > ° f, = f

a (a,b).

Véta (kritéria stejnomérné konvergence fad).



1. (Weierstrassovo kritérium) Necht f, : M — R, n = 1,2,..., jsou
takové funkce, Ze Tada nezdpornych cisel

konverguje. Potom Y . | f, =% na M.

2. (Dusledek Diniho véty) Jsou-li funkce f, : [a,b] — R na kompaktnim
intervalu [a,b] spojité€ a nezdporné a Y >~ fn — [ na [a,b], kde f je
téz spogitd, potom Y " | fn = f na [a,b].

Diikaz. 1. Bud dano € > 0. Protoze >~ sup ¢y, | f»(2)] konverguje, spliiuje
Cauchyovu podminku pro ¢iselné fady a existuje ng, ze pro kazdé n > m > nyg

mame
n

S sup [fil@)| <.

i=m-+1 zeM

Pak ale pro kazdé n > m > ng a kazdé xr € M mame

[fns1(2) + frnga(@) + -+ (@) < [fonia (@) + [fong2(@)] 4 - - 4 [ful2)]

< Y suplfi(a)
i:m—f—lzeM

< €.

Posloupnost ¢astecnych souctt (f1, fi + fo, fi + f2 + f3,...) tedy spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku a proto y -, f, = na M.

2. Plyne pouzitim Diniho véty (¢ast 2 tvrzeni z pfedminulé prednasky)
na posloupnost ¢astecnych soucti. O

Nésledujici zobecnéni kritérii pro neabsolutni konvergenci ¢iselnych rad na
fady funkci jsem na prednasce pouze zminil a v Gplnosti ho uvadim zde.

Véta (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Budte ddny dvé posloupnosti
funkei fo, g, 0 M — R. Rada >°7 | fagn = na M, kdyZ jsou splnény pod-
minky 1 nebo podminky 2.

1. (Abelovo kritérium) Y ", fn =2 na M; existuje konstanta ¢ > 0 ta-
kovd, Ze pro kazdé n € N a kazdé x € M plati |g,(x)| < ¢ (Tikdme,
Ze posloupnost (g,) je stejné omezena); pro kazdé x € M je ciselnd
posloupnost (g,(x)) monotonni.



2. (Dirichletovo kriterium) ezistuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze pro kaZdé
n €N a kazdé x € M plati [fi(z) + fo(z) + -+ fu(2)] < ¢ (Fikdme, Ze
fada Y7 | fn md stejné omezené cdstecné soucty); g, = 0 na M; pro
kazdé x € M je ciselnd posloupnost (g,(z)) monotonni.

Dikaz. Nebudeme délat. O

Priklady. 1. Odvodime jinym zpusobem Taylortv rozvoj logaritmu. Podle
Weierstrassova kritéria

Zx” = na [—r,r| pro kazdé 0 < r < 1.
n=1

Geometrickou Fadu tedy miizeme (podle véty o vyméné sumy a [) integrovat
¢len po clenu:

log(1/(1—1r)) = /Orld_xx:/;ix”d:c

n=0
= " dr =
n=0 0 n=0 n+ 1
Takze
r2 3
10g(1/(1—r))=7“+5+§+..., re(-1,1).
2. Podle Weierstrassova kritéria
S %= na[-R,R]prokazdé 0 < R .
n!

n=0

Forméalnim zderivovanim c¢len po clenu dostavame stejnou fadu, protoze
(z"/n!) = 2" 1/(n — 1)! pro n € N a (z°/0!) = 0. Podle véty o vyméné
sumy a derivace se tedy funkce, jez je (lokdlné stejnomérnym) souctem této
fady na R, rovna své vlastni derivaci. Tato funkce je ovSsem e”, takze jsme
jinym zptisobem dokézali zakladni vlastnost exponencidly (e*) = e”.

3. Opét podle Weierstrassova kritéria,

24_” cos((32)"rz) = naR.

n=1



Z véty o vymeéné sumy a limity v bodé plyne, Zze souctem fady je funkce
f + R — R, ktera je vSude spojita. Na druhou stranu se da ale dokazat
(nebudeme to zde délat), ze tato funkce pro zadné = € R nemé derivaci.

Mocninné fady. Mocninnou radou rozumime nekonecnou fadu funkci

o

Z an(x —x0)" .

n=0
Cisla a, € R jsou koeficienty a ¢islo zo € R je stred mocninné fady. Pro
jednoduchost znaceni se v dalsim omezime na mocninné rfady se stfedem v

nule, tedy na fady tvaru
oo

Z a,x" .
n=0
Vsechny vysledky se ale jednoduse prenaseji na fady s obecnym stfedem.

Véta (o poloméru konvergence m. fady). >~ a,z" bud mocninnd

fada a R € [0,400) U {+00} (R je nezdporné redlné cislo nebo +00) bud
definovano vztahem

1

- lim sup,, ., |an|'/™

(kde 1/0 =400 a1/ +00=0).

Potom pro kazdé x € R s |z| < R mocninnd Tada absolutné konverguje a pro
kazdé x € R s |z| > R mocninnd tada diverguje.

Diikaz. Necht nejprve 0 < R < +o0. Pak pro kazdé € R méme

lim sup |a,z" Y™ = |z| lim sup |a,|"/" = l2] :

Podle Cauchyova odmocninového kritéria z MA I vidime, ze mocninna fada
pro |z| < R absolutné konverguje a pro |z| > R diverguje. Pokud R = +o0,
je limsup,, ... |a,|*/" = 0 a pro kazdé x € R mame

lim sup |a,z"|"/" = |z|limsup |a,|"/" =0 .

n—0o0 n—oo
Podle Cauchyova odmocninového kritéria mocninné fada absolutné konver-
guje pro kazdé z € R. Pokud R = 0, je limsup,, .., |a,|*/™ = 400 a pro kazdé
x € R\{0} mame

lim sup |a,z"|"/" = || lim sup |a,|"/" = +oo .

n—oo n—oo



Mocninna fada tedy pro kazdé x € R\{0} diverguje O

Cislu R iikdme polomér konvergence mocninné tady a intervalu (—R, R)
interval konvergence. Pro R = 0 je interval konvergence prazdny, ovSem
kazda mocninnd fada konverguje pro x = 0 (k souctu ag). Pro |z| = R, to
jest x = £ R, véta o konvergenci nefika nic (viz tloha 5).

Priklady polomérii konvergence. Mocninné fady >_ 2", > (n®—n?+1)a"
a > x"/n* maji vSechny polomér konvergence rovny 1. Mocninnd rada defi-
nujici exponencialu, Y " /n!, ma polomér konvergence rovny +o0o. Naopak

o
g nlz"
n=0

méa polomér konvergence rovny nule.

Tvrzeni (lok. stejn. konvergence m. fady). Necht >~ a,z" md polo-
mer konvergence R > 0. Potom

oo
loc

Zanx" = na(—R,R).

n=0

Fkvivalentné teceno (viz ¢ast 1 tvrzeni z predminulé predndsky), mocninnd
rada stejnomerné konverguje na kazdém kompaktnim podintervalu intervalu
konvergence.

Diikaz. Staci se omezit na kompaktni podintervaly [—S, S], kde 0 < S < R.
Na [-S, S| mame

o o
Z lanz"[loe = Z |an]S™ .
n=0 n=0

Cauchyovo odmocninové kritérium opét dava konvergenci této ciselné rady
(vzhledem k limsup |a,S"|"/" = S/R < 1), takZe podle Weierstrassova kri-
téria Y a,z™ =3 na [—S, S]. O

Ulohy

1. Ano nebo ne: kdyz >~ | f, = na M, paki) >~ fo, = na M.

6



. Ano nebo ne: kdyz 7 f, = na M podle Weierstrassova kritéria,
pak i Y >°, fo, = na M podle Weierstrassova kritéria.

. Plati nasledujici obraceni Weierstrassova kritéria? Kdyz f, : R — R je
takova posloupnost funkei, ze Y | || fullcc = +00, potom Fada funkei

S>>, [» nekonverguje na R stejnomérné.

. Ano nebo ne: existuji dvé mocninné fady ) a,xz™ a ) b,z lisici se jen v
konecné mnoha koeficientech, které maji rtizné poloméry konvergence.

. Dokazte tvrzeni o aproximaci grafu spojité funkce lomenou carou. Na-
vod: fukce spojitd na kompaktnim intervalu je na ném stejnomérné
spojita.

. Uvedte 4 piiklady mocninnych fad ) a,z" s polomérem konvergence
R, 0 < R < +o00, odpovidajici ¢tyfem moznostem (ne)konvergence ve
dvou bodech x = —R a x = R.

. Necht > a,z™ a ) b,x" jsou mocninné fady s poloméry konvergence R
a S, a ) (a,+ b,)x™ mé polomér konvergence T'. Jaka plati nerovnost
mezi ¢isly R, S a T?

. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad. Jak to
je s konvergenci v krajnich bodech intervalu konvergence?

(a) anl z"/n.
(b) ano Ang2n,
(c) an1<_1)n+l%-



