Prednaska 8, 10. dubna 2015

Dikaz. Omezime se na pfipad dvou proménnych z a y (m = 2) a bod
a=0=(0,0), pro vice proménnych se postupuje podobné. Rovnéz miiZzeme
piedpokladat, Ze U C R? je koule (tedy otevieny kruh) se stiedem v pocatku.
Necht h = (hy, hy) € U a i/ = (hy,0). Prirtstek f(h)— f(0) napiSeme pomoci

prirtistkl ve smérech obou souradnicovych os:

f(h) = f(0) = (f(h) = f(I)) + (f(K) = £(0)) .

Usecky h'h a Oh' obé lezi v U, funkce f je na nich definovani a na prvni
usecce zavisi pouze na proménné y a na druhé jen na x. Pro obé usecky a
funkei f pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté (pro funkce jedné

proménné):
.0 0
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kde (y (resp. (1) je néjaky vnitini bod usecky h'h (resp. 0h'). Body ¢; a (o
lezi v oteviené kouli B(0,||k||). Diky spojitosti obou parcialnich derivaci v
pocatku mame

of
dy

() =50 +alc) o S = 200+ 6(c).

kde a(h) i B(h) je o(1) pro h — 0 (tj. pro kazdé ¢ > 0 mame § > 0, ze
Ih]] < 0 = |a(h)| <e-1=c¢atotéz pro 5(h)). Tedy

F(h) — £(0) = %(6) s+ 2L @) by + (e + B -

Z trojuhelnikové nerovnosti a nerovnosti 0 < ||(1]|, [|C2]| < |2l & |hal, [he] <
|h]] plyne, ze kdyz ||h|| < §, tak

a(G)he + B(C)h] < |a(G)] - Al +[B(C)] - 1R[] < 2e]|A]| -
Tedy a(Ca)hs + 8(¢1)h = o(||k]|) pro h — 0. Podle definice diferenciélu je

funkce f diferencovatelna v pocatku. a

Zobecnime Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych.



Tvrzeni (Lagrange pro funkce nékolika proménnych). Necht U C R™
je otevrenda mnozina obsahujici usecku u = ab s koncovymi body a a b a
f U — R je funkce, jeZ je spojitd v kaZdém bodé u a md v kazZdém vnitrnim
bodeé u diferencidl. Pak pro néjaky vnitini bod { usecky u plati, Ze

f(b) = fla) =Df()(b—a).

Rozdil hodnot funkce v krajnich bodech tusecky se tedy rovnd hodnoté jejiho
diferencidalu v néjakém vnitrnim bode usecky na smérovem vektoru usecky.

Diikaz. Udélejte si jako cvifeni, s pomoci funkee F(t) = f(a+ t(b — a)), kde
realné ¢islo ¢ probiha interval [0, 1]. O

Oteviend mnozina D C R™ je souwisla, kdyz lze kazdé dva jeji body spojit
lomenou carou, jez celd lezi v D. Piiklady souvislych otevienych mnozin:
koule v R™, celé R™ a R3\ L, kde L je sjednoceni koneéné mnoha piimek. Na
druhou stranu ale B\ R, kde B je oteviend koule v R® a R rovina protinajici
B, je oteviena avsak nikoli souvisla mnozina.

Dusledek (0 = 0 = f = const.). Md-li funkce m proménnych f v kaZdém
bodé otevrené a souvisle mnoziny U nulovy diferencidal, je na U konstantni.
Totéz plati, md-li f v kazdém bodé U nulovou kaZdou parcidlni derivaci.

Dikaz. Necht U C R™ je oteviena a souvisla mnozina a funkce f: U — R
mé na U nulovy diferencidl. Vezmeme dva libovolné body a,b € U a spojime
je lomenou c¢arou s = s15s... 8, lezici v U. Pro libovolnou tsecku s; = a;b; z
s mame diky predchozimu tvrzeni a predpokladu o f, ze

flai) = f(b;) = Df(¢)(ai —b;) =0

(¢ je ngjaky vnitini bod s;), tedy f(a;) = f(b;). Hodnoty funkce f na koncich
v8ech tsecek s; se rovnaji a tedy f(a) = f(b).

Ma-li f v kazdém bodé U nulovou kazdou parcidlni derivaci, je podle
tvrzeni z minulé prednéasky v kazdém bodé U diferencovatelna a (podle vyjé-
dfeni diferencidlu pomoci parcidlnich derivaci) jeji diferencial je vzdy nulovy,
¢imz jsme v predchozi situaci. a

Pocéitani s parcialnimi derivacemi a diferencialy. Pro dvé funkce f, g :
U — R, které jsou definované na okoli U C R™ bodu a € U a maji v bodé
a parcialni derivaci podle proménné x;, mame pro parcialni derivaci podle



x; jejich linedrni kombinace, souc¢inu a podilu stejné vzorce jako v pripadé
P T . '
funkei jedné proménné (misto - piSeme strucné 0, f):

Oi(af +Bg)a) = adif(a)+ Boig(a)
9i(fg)(a) = g(a)dif(a)+ f(a)dig(a)
a)0;f(a) — f(a)dig(a
ot/ = MO LRI poad gfa) 20)
Tyto vzorce jsou fakticky vzorce pro funkce jedné proménné, protoze 0; se
pocita z funkce zavisejici jen na x;. Podobné pro diferencialy:

Tvrzeni (poéitani s diferencidly). Necht U C R™ je okoli bodu a a
f,9: U — R jsou dvé funkce, obé diferencovatelné v a.
1. Kdyz o, € R, pak i funkce af + Bg je v a diferencovatelnd a

D(af + Bg)(a) = aDf(a) + SDg(a) .

2. Soucinovad funkce fg je téZ diferencovatelnd v a a

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) .
3. Kdyz g(a) # 0, je i podilovd funkce /g diferencovatelnd v a a

D(f/g)(a) = (g<a>Df<a> - f<a>Dg<a>) |

1
2
9(a)
Vsimnéme si, Ze vysledny diferencial je vZdy linedrni kombinace diferencidli
funkci f a g.
Diikaz. Tyto vzorce plynou z analogickych vzorct pro parcidlni derivace a z
vyjadreni diferencidlu pomoci parcidlnich derivaci. a

Vzorec pro diferencial linedrni kombinace v ¢asti 1 plati obecnéji i pro zob-
razeni f,g: U — R".

Zobecnime vzorec pro derivaci slozené funkce na obecny piipad skladani
zobrazeni. V nasledujici vété budeme skladani funkci a zobrazeni zapisovat
v poradi zprava doleva podle potadi aplikace: (g o f)(z) = g(f(z)).

Véta (diferencial sloZzeného zobrazeni). Necht

f: U=V, g: V>R

3



jsou dvé zobrazeni, kde U C R™ je okoli bodu a a 'V C R"™ je okoli bodu
b= f(a). Je-li zobrazeni f diferencovatelné v a a g je diferencovatelné v b,
je sloZené zobrazeni

gof=g(f): U—=R"
diferencovatelné v a a jeho diferencial se rovna sloZenine diferencidliu zobra-
zeni f a g:

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a) .

Nez se pustime do dikazu, pfipomeneme vyznam symbolti o(h) a O(h) a
explicitné uvedeme jejich jednoduché vlastnosti, které v diikazu vyuzijeme.
Pro zobrazeni z : U — R", kde U C R™ je okoli pocatku, budeme psat
struéné z(x) = o(z) misto ||z(z)| = o(||z]]) a z(z) = O(x) misto ||z(x)| =
O(||z|)), vzdy = — 0. Pfipometime si, Ze znaceni z(x) = o(x) je zkratka pro

Ve>030>0: ||z <d=|lz(x)] <ellz

(to jest ||z(x)||/|lz|| = O pro x — 0) a z(z) = O(z) je zkratka pro
Je>030>0: |z <d=|z(x)] <c|z]

(to jest podil ||z(z)||/||z|| je v prstencovém okoli 0 omezeny).

Lemma. Necht 21,20 : U — R", kde U C R™ je okoli pocdatku, jsou dvé
zobrazeni. Necht u: U =V av: V — RF jsou dvé zobrazeni, pricemz
UCR™aV CR" jsou okoli pocatki souradnic. V ndsledugjicich tvrzenich
r— 0.

1. Kdy3 je 2 linedrni zobrazend, potom z(z) = O(z).
Kdyz 2, (z) = o(z) a z(z) = o(x), potom z1(z) + 2(z) = o(x).
Kdyz 21 (z) = o(z) a 2s(z) = O(x), potom 2, (z) + z(z) = O(x).
Pokud u(z) = o(z) a v = O(z), pak v(u(z)) = o(z).

AT NI

Pokud u(x) = O(x) a v(z) = o(x), pak v(u(x)) = o(x).



Diikaz. Cviceni. a
Dukaz véty. V okoli poc¢atkl souradnic mame aproximace
g(b+h) = g(b) + Dg(b)(h) +~(h) a f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+ B(h),

kde y(h) = o(h) a B(h) = o(h). Rozdil f(a+h)— f(a) si oznac¢ime jako A(h).
Pak f(a+ h) = f(a) + A(h) = b+ A(h) a A(h) = Df(a)(h) + B(h). Takze

(gofla+h)—(gof)la) = g(fla+h))—g(f(a))
(diferencovatelnost f va) = g(b+ A(h)) — g(b)
(diferencovatelnost g v b) = Dg(b)(A(h)) + v(A(h))
(linearita Dg) = Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(8(h)) +v(A(h))
= (Dg(b) o Df(a))(h) + a(h),

kde

a(h) = Dg(b)(5(h)) +7(A(h)) = Dg(b)(5(h)) + (D f(a)(h) + 5(h)) .

Zbyva ukazat, ze pro h — 0 je a(h) = o(h). Prvni s¢itanec ve vyjadteni a(h)
je o(h) podle ¢asti 1 a 4 lemmatu (linearni, tedy O, zobrazeni slozené s o
davé o) a druhy je rovnéz o(h) podle ¢asti 1, 3 a 5 (o zobrazeni sloZené se
souc¢tem O a o je o slozené s O a tedy o). Celkem «(h) = o(h) podle ¢asti 2.
Takze g o f ma v a diferencil rovny linedrnimu zobrazeni Dg(b) o D f(a). O



