Prednaska 8, 20. listopadu 2013

Rady funkci. Pro funkce f, : M — R symbol nekoneéné fady (nekonec-

ného souctu)
>
n=1

chapeme stejné jako v pripadé ¢iselnych fad: jako zptisob zapisu posloupnosti
¢asteénych souctu (s,) = (f1, f1 + fo, fi + fo+ f5,...). Pak

aniif na M
n=1

chapeme jako s, = fi +---+ f, = f na M. Podobné pro bodovou a lokalni

loc
konvergenci a pro zapisy typu Y -, fn =
Néasledujici tii véty pro fady funkci plynou snadno z odpovidajicich vét
pro posloupnosti funkci.

Véta (vyména sumy a limity v bodé). Rovnost

> (o)) =t (i fn<x>>

n=1

plati za téchto predpokladi: pro néjaké § > 0 mdme f, : P(xy,0) —
pro kazdé n € N, pro kazdé n € N ezistuje vlastni limita lim, ., f.(z)
> oy fn = na P(o,0).

R
a

Odtud plyne, ze lokalné stejnomérny soucet spojitych funkei je spojita funkce.
Véta (vyména sumy a [). Rovnost
(9] b b 00
S ([ #) =] (2
n=1 a a n=1

plati za téchto predpokladi: pro kazdé n € N mdme f, € Rla,b] ad> o0 fn =2
na [a,b].



Véta (vyména sumy a d/dz). Necht f, : (a,b) - R, n = 1,2,...,

je posloupnost funkci definovand na omezeném otevieném intervalu. Predpo-
loc

klddame, Ze kazdd funkce f, md na (a,b) vlastni deriwvaci, Ze Y - | fi = g na

(a,b) a Ze fada ¢isel Y | fn(z0) konverguje pro alespori jeden bod xy € (a,b).
loc

Potom Y~ | f,, = f na (a,b) pro néjakou funkci f : (a,b) >R a f' =g na

(a,b).

Ze silngjsiho predpokladu Y >° | fr =2 g na (a,b) plyne opét i >~ f, = f
na (a,b).

Véta (kritéria stejnomérné konvergence rad).

1. (Weierstrassovo kritérium) Necht f, : M — R, n = 1,2,..., jsou
takové funkce, Ze Tada nezdpornych cisel

konverguje. Potom Y " | fn, =% na M.

2. (Dusledek Diniho véty) Jsou-li funkce f, : [a,b] — R na kompaktnim
intervalu [a,b] spojité a nezdporné a .- fn — f na[a,b], kde f je
téz spojitd, potom Y >~ fn = f na [a,b].

Diikaz. 1. Bud dano € > 0. Protoze >~ sup ¢y, | f»(2)| konverguje, spliiuje
Cauchyovu podminku pro ¢iselné fady a existuje ng, Ze pro kazdé n > m > ny

mame
n

S sup [fil)| < <.

i=m+1 7€M

Pak ale pro kazdé n > m > ny a kazdé x € M mame
[frn1(2) + frng2(2) + -+ fu(2)] < [ (@) + [fms2(0)] + - + [fu(2)]

< Y suplfi(a)
i:m+1$eM

< €.

Posloupnost ¢asteénych soucti (f1, f1 + fo, f1 + fo + f3,...) tedy spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku a proto Y, f,, =% na M.
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2. Plyne pouzitim Diniho véty (¢ast 2 tvrzeni z pfedminulé prednasky)
na posloupnost ¢astecnych soucti. O

Nasledujici zobecnéni kritérii pro neabsolutni konvergenci ¢iselnych fad na
fady funkci jsem na pfednésce pouze zminil a v Gplnosti ho uvadim zde.

Véta (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Budte ddny dvé posloupnosti
funket fu, g, : M — R. Rada > 07| fugn = na M, kdyZ jsou splnény pod-
minky 1 nebo podminky 2.

1. (Abelovo kritérium) y ", fn =2 na M; existuje konstanta ¢ > 0 ta-
kovd, Ze pro kazdé n € N a kazdé x € M plati |gn(x)| < ¢ (Tikdme,
Ze posloupnost (g,) je stejné omezena); pro kazdé x € M je ciselnd
posloupnost (g,(x)) monotonni.

2. (Dirichletovo kriterium) existuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze pro kazdé
n € N a kazdé x € M plati | fi(x) + fo(x) +- -+ fu(x)] < ¢ (Fikame, Ze
fada Y7, fn md stejné omezené cdstecné soucty); g, = 0 na M; pro
kazdé x € M je ciselnd posloupnost (g,(x)) monotonni.

Dikaz. Nebudeme délat. O

Priklady. 1. Odvodime jinym zptusobem Taylortv rozvoj logaritmu. Podle
Weierstrassova kritéria

Zx” = na [—r,r| pro kazdé 0 < r < 1.
n=1

Geometrickou Fadu tedy miizeme (podle véty o vyméné sumy a [) integrovat
¢len po c¢lenu:

T dr r
log(1/(1 —1r :/ :/ x"dx
wa-n = 5= 3
n+1

0 Tn oor
= nz:%/oxdx:nzz()n+l.

Takze



2. Podle Weierstrassova kritéria

o0 n

Z % = na [—R,R] pro kazdé 0 < R .

n=0

Formalnim zderivovanim c¢len po ¢lenu dostavame stejnou tadu, protoze
(z"/n!) = 2" 1/(n — 1)! pro n € N a (2°/0!) = 0. Podle véty o vyméné
sumy a derivace se tedy funkce, jez je (lokélné stejnomérnym) souctem této
fady na R, rovné své vlastni derivaci. Tato funkce je ovsem e”, takze jsme
jinym zptisobem dokézali zakladni vlastnost exponencialy (e*) = e”.

3. Opét podle Weierstrassova kritéria,

24_” cos((32)"rz) = naR.

n=1

Z véty o vyméné sumy a limity v bodé plyne, Ze souctem tady je funkce
f + R — R, ktera je vSude spojita. Na druhou stranu se da ale dokazat
(nebudeme to zde délat), ze tato funkce pro zadné x € R nemé derivaci.

Mocninné fady. Mocninnou radou rozumime nekonecnou fadu funkci

oo
Z an(x — x0)" .
n=0

Cisla a, € R jsou koeficienty a ¢islo o € R je stred mocninné fady. Pro
jednoduchost znaceni se v dalSim omezime na mocninné fady se stiedem v

nule, tedy na fady tvaru
oo

g a,x" .
n=0

Vsechny vysledky se ale jednoduse prenaseji na fady s obecnym stiedem.

Véta (o poloméru konvergence m. fady). >~ a,z" bud mocninnd
fada a R € [0,400) U {400} (R je nezdporné redlné cislo nebo +o00) bud
definovano vztahem

1

R = kde 1/0 = 1 =0).
hmsupnﬁoo|an|1/n ( € / +0o0 a /+OO )

Potom pro kazdé v € R s |z| < R mocninnd fada absolutné konverguje a pro
kazdé x € R s |x| > R mocninnd rada diverguje.
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Diikaz. Necht nejprve 0 < R < +o00. Pak pro kazdé x € R mame

lim sup |a,z" |V = |z| lim sup |a,|Y/" = il ,

n—oo n—oo R
Podle Cauchyova odmocninového kritéria z MA I vidime, ze mocninna fada
pro |z| < R absolutné konverguje a pro |z| > R diverguje. Pokud R = +o0,
je limsup,, ... |a,|*/" = 0 a pro kazdé x € R mame

lim sup |a,z" Y™ = |z|lim sup |a,|"/" = 0 .
n—o0 n—oo
Podle Cauchyova odmocninového kritéria mocninnd fada absolutné konver-
guje pro kazdé z € R. Pokud R = 0, je limsup,,_,._ |a,|"/" = +oc a pro kazdé
x € R\{0} mame

lim sup |a,z"|"/" = || lim sup |a,|"/" = +oo .
n—00 n—00
Mocninna fada tedy pro kazdé x € R\{0} diverguje O

Cislu R iikdme polomér konvergence mocninné tady a intervalu (—R, R)
interval konvergence. Pro R = 0 je interval konvergence prazdny, ovSem
kazd4 mocninnd fada konverguje pro x = 0 (k souctu ag). Pro |z| = R, to
jest x = £ R, véta o konvergenci nefika nic (viz tloha 5).

Priklady polomérii konvergence. Mocninné fady > 2", > (n®—n?+1)a"
a > x"/n* maji vSechny polomér konvergence rovny 1. Mocninnd rada defi-
nujici exponencialu, Y " /n!, ma polomér konvergence rovny +o0o. Naopak

o
g nlz"
n=0

ma polomér konvergence rovny nule.

Tvrzeni (lok. stejn. konvergence m. fady). Necht )~ a,z" md polo-
mer konvergence R > (0. Potom

oo
loc

Zanx" = na (—R,R).

n=0



Fkvivalentné teceno (viz ¢dst 1 turzeni z predminulé predndsky), mocninnd
rada stejnomerné konverguje na kazdéem kompaktnim podintervalu intervalu
konvergence.

Diikaz. Staci se omezit na kompaktni podintervaly [—S, S], kde 0 < S < R.

Na [—S, S| mame
Z lanz"||co = Z |an|S™ .
n=0 n=0

Cauchyovo odmocninové kritérium opét dava konvergenci této Ciselné rady
(vzhledem k limsup |a,S"|"/" = S/R < 1), takZe podle Weierstrassova kri-
téria >~ a,z™ = na [—S, S]. O

Ulohy
1. Ano nebo ne: kdyz > | f, = na M, paki >~ fo, = na M.

2. Ano nebo ne: kdyz 7 f, =2 na M podle Weierstrassova kritéria,
pak i) >° fo, = na M podle Weierstrassova kritéria.

3. Plati nasledujici obraceni Weierstrassova kritéria? Kdyz f,, : R — R je
takova posloupnost funkei, ze Y | || fulloc = +00, potom Fada funkei
> > | fn nekonverguje na R stejnomérné.

4. Ano nebo ne: existuji dvé mocninné fady > a,z"™ a ) b,a™ lisici se jen v
kone¢né mnoha koeficientech, které maji rtizné poloméry konvergence.

5. Uvedte 4 pfiklady mocninnych fad > a,2z" s polomérem konvergence
R, 0 < R < +o00, odpovidajici ¢tyfem moznostem (ne)konvergence ve
dvou bodech z = —R a x = R.

6. Necht > a,z™ a ) b,z™ jsou mocninné fady s poloméry konvergence R
a S, a ) (a,+ b,)x™ mé polomér konvergence T'. Jaka plati nerovnost
mezi ¢isly R, S a T?

7. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Jak to
je s konvergenci v krajnich bodech intervalu konvergence?

(@) 2z 2"/n.



(b) ano 4ng2n,
(c) an1<_1>n+l%-



