Prednaska 7, 13. listopadu 2013

Budeme se tedy zabyvat otazkou, kdy plati nasledujici rovnosti.
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Pro prvni dvé rovnosti nasledujici véty tikaji, ze kdyz jsou vnitini vyrazy
(im, 4, fo(x) a lim, o fn(x), resp. ff fn a lim, . f,) definované a kon-
vergence posloupnosti funkci v nich je stejnomérné, jsou i vnéjsi vyrazy de-
finované a maji stejnou hodnotu. Tteti véta o derivovani fika, ze kdyz je
leva strana definovana, konvergence posloupnosti derivaci je stejnomérna a
posloupnost funkci konverguje v alespon jednom bodé, je i prava strana de-
finovana, konvergence posloupnosti funkci je stejnomérna a obé strany se
rovnaji.

Véta (Mooreova—Osgoodova, vyména lim,, ,,, a lim, ., ). Necht jsou
funkce f, a f definované na néjakém prstencovém okoli M = P(xg,d) bodu
xo € R*, ktery muze byt 1 nevlastni, existuji vlastni limity

a, = lim f,(x) a f,=f na P(xo,9).

Tr—rxQ

Potom ezistuji vlastni limity im,,_, a, a lim,_,,, f(x) a rovnaji se.

Diikaz. Protoze f, = f na M, splituje posloupnost funkei (f,,) stejnomérnou
Bolzanovu—Cauchyovu podminku: pro dané ¢ > 0 existuje ng, ze |fn(x) —
fa(z)| < € plati pro kazdé x € M a kazdé m,n > ny. Pro pevné indexy
m,n > ng limitni pfechod x — xy dava nerovnost

|, —a,| < €.

Posloupnost ¢isel (a,) je tedy cauchyovskd a podle véty z MA T mé vlastni
limitu A € R:

lim a, =A.
n—o0



Zbyva ukazat, ze lim, ., f(z) = A. Vzdélenost |f(z) — A| pro z blizké k
odhadneme pomoci trojuhelnikové nerovnosti jako

F(@) = Al < |f(2) = £al@)] + [ £alx) = an] + |an — A,
——

-
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coz plati pro kazdé n € N a kazdé x € M.

Bud nyni ddno € > 0. ProtoZe a,, — A pro n — oo, existuje ng, ze pro
n > ng je V3 < £/3. Protoze f, = f na M, existuje ny, Ze n > ny, v € M =
Vi < €/3. Vezmeme N € N vétsi nez ng i ny. Protoze lim, ., fv(z) = ay,
existuje dg > 0 takové, ze

x € P(xg,00) = |fn(z) —an| <e/3, tojest Vo <e/3.
Pro toto dp a n = N nam hotejsi nerovnost dava
r € P(xo,00) = |f(z) — A <Vi+Vo+Va< S+ 5+ =¢.

Takze lim,_,,, f(z) = A. O

Neni-li konvergence stejnomérnd, nelze obecné limity lim, .o, a lim, .,
vymeénit beze zmény vysledku, jak jsme uz vidéli v prikladu s funkcemi

fulz) = 2™

lim lim 2" = lim 1 =1, ale lim lim 2" = lim 0=0.
n—00 r—1- n—00 r—1" n—oo T—1-

loc

Dusledek. Necht I C R je interval a f, = [ na I, pricemZ funkce f, jsou
na I spojité. Potom i limitni funkce f je na I spojita.

Diikaz. Necht zq € I je libovolny bod intervalu I, feknéme vnitini (pro krajni
body je postup s jednostrannymi limitami prakticky stejny). Podle piedchozi
véty zdmeéna poradi limit neméni vysledek a mame
lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim f,(x) = lim f,(x¢) = f(z0),
T—T0 T—>x0 N—>00 n—00 T—To n—o0o
takze f je spojita v bodé xy. (Rozmyslete si, pro¢ presné plati kazda z pred-
chozich ¢tyf rovnosti — tloha 3.) a

Lokélné stejnomérné (a tim spiSe stejnomérnd) konvergence tedy zachovava
spojitost funkce.



Véta (vyména lim, ., a [). Necht funkce f, : [a,b] = R, n=1,2,...,
magji na kompaktnim intervalu [a,b] Riemaniv integrdl a f, = f na [a,b].

Pak i f € Rla,b] a
/ f = lim fn :
n—oo
Diikaz. Bud déno € > 0. Protoze f,, = f na [a, b], existuje ny, Ze pro kazdé
n > ng a kazdé x € [a, b] mame

fo(x) —e < f(x) < ful2) +¢

Necht D = (ag,a1,...,a;), a = ag < a; < --- < ax = b, je libovolné déleni
intervalu [a, b] a n > ng je pevné. Pak

k—1
s(f.D) = ) (aiy—a;) inf f(x)
i=0 z€[as,ai41]
k—1 1
> Qg1 — Q4 inf () — ¢ a1 — a;) (tiloha 4
B ;( i >x6[ai,ai+1]f( ) ;( +1 )( )

= $(fu,D)—c(b—a).

Stejné se dokaze nerovnost S(f, D) < S(f,, D) + (b — a) pro horni soucty.
Pro kazdé ¢ > 0 tedy existuje ng, ze pro kazdé n > ng a kazdé déleni D
intervalu [a, b] je

s(fn, D) —e < s(f,D) < S(f,D) < S(fn,D)+e¢.

Bud dédno ¢ > 0. Vezmeme odpovidajici ng. Necht n > ng je libovolné, ale
pevné. Protoze f, mé na [a, b] Riemanntiv integrél, mizeme vzit takové déleni
DO, ze 0 < S(fn, D()) — S(fn7 DQ) < e. Pak

0 < S(f, Do) —s(f, Do) < S(fn, Do)+~ (5(fn, Do) —€)
= S(fn,Dg)—S(fn,Do)+28
< 3e.

Podle véty z MA II méa proto funkce f na [a,b] Riemanniv integral. Protoze
fabf lezi v intervalu [s(f, Dy), S(f, Do)] obsazeném v intervalu [s(f,, Do) —



£,5(fn; Do) + €] o délce 3¢ a fab fn lezi v intervalu [s(f,, Do), S(fn, Do)] také
obsazeném v [s(f,, Do) — €, S(fn, Do) + €], méme

< 3e.

b
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Dokazali jsme tedy, ze pro kazdé € > 0 existuje ng tak, ze pro kazdé n > nyg
je

b
fn| <€
a

Tudiz
/ f = lim fn :
n—oo
([

Nez se pustime do zamény lim,, ., a derivovani, podivame se na tii priklady.
Priklad 1. Pro posloupnost funkci

sin(nz)

falz) = n
a M = R méme f, = 0 na M. Posloupnost derivaci f/ (x) = cos(nz) v8ak
nekonverguje na M ani bodové, napiiklad pro z = (2k + 1)7 je posloupnost
jejich hodnot (—1,1,—1,1,...).
Priklad 2. Posloupnost funkci

/ 1
fn(l') = x2 + ﬁ

na mnoziné M = R konverguje stejnomérné k funkei f(z) = va? = |z|: pro
kazdé = € R plati nerovnost

Jﬁgfn(x)gx/PJr%.

Kazda funkce f, ma na M vlastni derivaci (rovnou x(x? 4+ 1/n?)~/2), ale
limitni funkce f(x) = |z| nem4 derivaci v bodé nula.

Priklad 3. Necht f,(x) = na M = R. Pak f, =0 =2 0 na M, ale
posloupnost (f,,) nekonverguje bodové pro zadné z € M.



Vidime, Ze stejnomérnd konvergence posloupnosti (f,,) nefika nic o kon-
vergenci derivaci (f)) ani o moznosti zamény potadi lim,,_,., a derivovani
— posloupnost derivaci nemusi konvergovat ani bodové nebo limitni funkce
f nemusi mit vibec derivaci. Naopak, treti priklad ukazuje, Zze stejno-
mérna konvergence derivaci také nezarucuje konvergenci ptivodni posloup-
nosti funkci (to se vSak spravi, kdyz (f,,) konverguje alespon v jednom bodé).
Dtikaz nasledujici véty jsem na prednasce nestihl prednést, ale pro taplnost
ho uvadim.

Véta (vymeéna lim,,_,., a d/dx). Necht f,, : (a,b) — R, n € N, jsou funkce,

loc
—00 < a < b< +o0, kazdd f, md na (a,b) vlastni derivaci, f) = g na (a,b)
a posloupnost cisel (f,(xo)) konverguje pro alespori jeden bod zq € (a,b).

loc
Potom f, = f na (a,b) pro néjakou funkci f : (a,b) - R a f' = g na
(a,b).

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze f, lozci na (a,b). Pak pomoci Mooreovy—
Osgoodovy véty spocCteme, ze limitni funkce f ma derivaci a ta se rovna
g. Nakonec ovérime predpoklady uziti této véty.

Necht x; € (a,b) je libovolny bod. Mame nalézt jeho okoli U takové, ze
fn = na (a,b) NU. Staci dokazat, ze f, =% na [c, d] pro libovolny kompaktni
interval [c,d] C (a,b) obsahujici ,zachytny“ bod xy — takovy interval lze
totiz zvolit tak, Ze oba body zg a x; lezi v (¢, d), a pak U = (¢, d).

Necht tedy interval [c,d] C (a,b) spliiuje, Ze xg,z1 € (c,d). Ovéfime,
ze posloupnost (f,,) spliiuje na [c, d] Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Pro
kazdé m,n € N a x € [c, d] mame nerovnost

[fm () = fu(@)| < [fn(2) = ful) = (fn(20) = fn(20))] + | fm(20) — fn(20)] -

~~ v~
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Bud déno € > 0. Protoze posloupnost ¢isel (f,,(xg)) konverguje, existuje ny,
ze m,n > nyg = Vo < €. Vyraz V; odhadneme Lagrangeovou vétou o stiedni
hodnoté, pouzitou na funkci f,, — f, na intervalu s krajnimi body z¢ a x:

Vi= (@ —z0) (fm = fa) (O = |z = zo| - [/1,(O) = £ (O],

kde ¢ lezi mezi body z¢ a = (bod ( obecné zavisi na m,n i na x, ale diky
loc loc
/!’ = nam to nevadi). Protoze f/ = na (a,b), méame (podle ¢asti 1 tvrzeni z



minulé pfednasky) f/, = na [c,d]. Existuje tedy n,, ze pro kazdé m,n > n;
a kazdé = € [c,d] plati | f! (z) — fl(x)| < e. Tedy
m,n>ny, € [c,d =V, <(d—cle < (b—a)e.
Celkem pro m,n > max(ng,n;) a kazdé = € [c, d] mame
[fn(z) = fu(@)| <Vi+ Vo< (b—a)e+e=(b—a+1)e.
Posloupnost (f,) tak na [c,d] spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku a
fn = na [c,d]. Limitni funkci ozna¢ime jako f, mame f, == f na [¢,d] a

loc
fn = f na (a,b).

Nyni spo¢teme derivaci funkce f v libovolném bodé x; € (a,b) a ukdzeme,
ze f'(x1) = g(x1). Vskutku, podle M.—O. véty mame

Tr—x] r — T T—T1 N—00 T — 1
= lim lim Jnl@) = Jul1) = lim f (1)
n—00 T—T1 T — T oo

= g(z1) .
M.-O. vétu jsme pouzili pfi zdméné poradi limit ve tfeti rovnosti. Je ale
treba ovérit, ze jeji predpoklady jsou splnény. Vétu jsme pouzili pro bod z;
a posloupnost funkci
fn(m) B fn(‘rl)

r — T

hp(x) ==

Funkce h,, jsou definované na néjakém prstencovém okoli P(xq,6) bodu z; a
vlastni limity lim,_,,, h,(z) existuji podle pfedpokladu a rovnaji se f/(z1).
Zbyvé ukazat, Ze pro néjaké 6y > 0 mame h, = h na P(z1,d), kde

) o L0 =G

r — I
Je jasné, ze h, — h na P(x1,0) (protoze f, — f na U(xy,d)). Staci ukazat,
ze na néjakém P(x1,0q) posloupnost (h,) spliiuje B.—C. podminku.
Zvolme ¢y > 0 tak malé, Ze 6y < J a Ze f), = na U(xy, ) (coz lze podle
predpokladu). Podle L. véty o stfedni hodnoté pro kazdé = € P(x1,d) a
kazdé m,n € N existuje takovy bod A lezici mezi x; a x, Ze

— ho(z)| = Jm(@) = ful®) = (fm(21) = ful21))

r — I

= [fa(d) = £

6




Bud déano € > 0. Protoze f; = na U(xy,dy), existuje ng, Ze
m,n > ng, € P(x1,00) = |hm(z) — ho(x)] = |fL.(N) = fLN)] < e.

B.—C. podminka je tedy pro posloupnost (h,,) na prstencovém okoli P(x1, &)
splnéna. O

Pfi silnéjsim predpokladu f/ = g na (a,b) miZeme misto na [c, d] pracovat
na celém intervalu (a,b) a dostaneme silnéjsi zavér, ze i f,, = f na (a,b).

Po édstech linedarni spojitd funkce g : [a,b] — R je funkce, pro niz existuje
déleni a = ay < a; < -+ < ax = b intervalu [a, b], Ze na kazdém podintervalu
la;, a;11] je g linearni.

Tvrzeni (graf spojité funkce je skoro lomena ¢ara). f: [a,b] — R,
kde —oo < a < b < +00, bud spojitd funkce. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje po
¢astech linedrni spojitd funkce g : [a,b] — R, Ze pro kaZdé = € [a,b] je

|[f(z) —g(z)] <.

Diikaz. Uloha 5. O

Véta (Weierstrassova, o aproximaci polynomy). f : [a,b] — R, kde
—00 < a < b < 400, bud spojitd funkce. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje
polynom p(x), Ze pro kazdé x € |a,b] je

[f(2) = p(x)] <.

Diikaz. Je obtiznéjsi a nebudeme ho délat. a

Dva predchozi vysledky lze zformulovat takto: pro kazdou spojitou funkci
f: [a,b] = R na kompaktnim intervalu existuje posloupnost po ¢astech
linearnich spojitych funkei f,, : [a,b] — R i posloupnost polynomu p, :
la,b] = R, Ze f, = fip, = f nala,bl.

Ulohy



10.

. Necht f, — f na M, ptficemz kazda funkce f, je na M omezend. Je f

omezena?
Téaz otazka v pripadé stejnomérné konvergence.

Zdtvodnéte podrobné platnost kazdé ze ¢tyt rovnosti ve vypoctu do-
kazujicim spojitost stejnomérné limity spojitych funkeci.

Proc¢ plati vyznacena nerovnost v ditkazu zamény limity a integralu?

. Dokazte tvrzeni o aproximaci grafu spojité funkce lomenou carou. Na-

vod: fukce spojitd na kompaktnim intervalu je na ném stejnomérné
spojita.

. Ano nebo ne: kdyz f, = fna A a f, = f na B, potom f, = f na

AUB.

Necht f, — f na M, ale f, 2 f na M. Existuje maximalni (tj. déle v
inkluzi nezvétsitelnd) podmnozina A C M, ze f, = f na A?

Je pravda, ze
1 1
lim [ fu.(z) dz = / lim f,(z) dz ,
kdyz f.(x) = nx(l —z)"?
Spoctéte
w/2

lim (sin”
n—oo 0

oy —sin"z) dr .

Spoctéte



