Prednaska 6, 6. listopadu 2013
Kapitola 2. Posloupnosti a fady funkci.

V dalsim jsou f,f, : M — R, n = 1,2,..., redlné funkce jedné realné
proménné definované na (neprazdné) mnoziné M C R. Co to znamena, ze

1 _ Fipads _f9
lim f, = f, popfipads Zlfn f

Zavedeme tii druhy konvergence posloupnosti a fad funkci. Za¢neme posloup-
nostmi a k fadam se dostaneme pozdéji.

e bodova konvergence. Rekneme, %e posloupnost funkei (f,) bodové
konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

fon— fna M,
kdyZ pro kazdé x € M mame rovnost lim,, o, f,(z) = f(x). Explicitné,

Ve >0Vex € M 3ng e N: n>ng=|f.(z)— flz) <e.

e stejnomérnd konvergence. Rekneme, %e posloupnost funkci (f,)
stejnomerné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

Jon = fna M,
kdyz

Ve>03dnoeN: n>ng, v €M=|f,(r)— f(z)] <e.

e lokalné stejnomérna konvergence. Rekneme, Ze posloupnost funkci
(fn) lokdlné stejnomérné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbo-
licky

loc
fn =3 fna M,
kdyz kazdé x € M ma okoli U = (x — §, 2+ 0), kde § > 0 mize zaviset
nax,ze f, = fnaMNU.



Je podstatny rozdil mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci. V bodové
konvergenci pro dané € > 0 mize ngy zaviset na bodu x, v némz konvergenci
posloupnosti funkénich hodnot (f,(z)) uvazujeme. Ve stejnomérné konver-
genci vSak pro dané ¢ > 0 index ng na x zaviset nesmi, jediné ny musi
fungovat pro vsechny body z € M.

Nejsiln€jsi z téchto pojmu je stejnomérna konvergence, lokalné stejno-
mérna konvergence je prostfedni a bodova konvergence je nejslabsi: z definic
plyne, ze

loc

fm=fnaM = f,=fnaM = f,— fnalM.

Stejnomérna konvergence je viceméné konvergence v supremové metrice:
fo = fna M <= limd(f,,f) = 0, kde d(-,-) je supremova metrika
na mnoziné funkce redlnych funkei definovanych na mnoziné M. ,Viceméné*
proto, Ze ted, narozdil od definice metriky, povolujeme i neomezené funkce a
tedy mizme dostat i vzdalenost +oo.

Piiklady. 1. Necht M = [0, 1] a f,, = 2". Posloupnost funkeci ( f,,) konverguje
na intervalu [0, 1] bodové k funkei f dané predpisem

[0 proxel0,1),
f(x)_{l prox=1.

Je to stejnomérna konvergence? Neni. Polozime a,, =1 —1/n € M. Pak

fn(an) = (1 — %)n — 1/6, n— 0.

Pro kazdé n jsme nalezli v mnoziné M ,Spatny“ bod a, spliiujici pro kazdé
n > ng, Ze

|fnlan) = flan)| = fulan) > 1/2¢ > 1/6,

coz vylucuje stejnomérnou konvergenci. Konvergence neni ani lokalné stejno-
mérna. Body a, zleva limiti k 1, a tento bod tak nema okoli U, na némz by
fo= f.

Jiné zdtvodnéni, pro¢ zde konvergence neni stejnomeérnd, je nasledujici.
Na minulé pfednasce jsme fakticky dokazali, ze stejnomérna limita spojitych
funkci je opét spojita funkce. Zde ovSsem limitni funkce f neni na M spojita
(neni spojitd v bodé 1), ackoli kazd4a funkce f,, spojita je. Takze konvergence
neni stejnomeérna.



Jak se konvergence této posloupnosti funkci zméni, kdyz interval M =
0, 1] zmensime, tieba na M = [0,1 — d] pro pevné § > 07 Pro kazdé x €
0,1 —¢] médme 0 < f,(z) = 2™ < (1—6)". Protoze (1—4§)" — 0 pro n — oo,
dostéavame horni odhad | f,,(x) — f(x)|, ktery jde k nule pro n — oo a nezavisi
na x € [0,1 — ¢]. Takze

fno=2f na M=10,1-9].

Pro M = [0, 1) konvergence stejnomérna neni, kvili bodim a,, ale je lokalné
stejnomérnd, protoze kazdy bod a € [0,1) je obsazen v intervalu typu M =
(0,1 —6] s 6 >0, totiz v [0, al.
2. Posloupnost funkeci
nx

o) = T
na mnoziné M = R bodové konverguje k identicky nulové funkci f = 0.
Spatné body a,, = 1/n, v nichZ f,(a,) = f.(1/n) = 1/2, jdou v limité k nule.
Konvergence neni proto ani lokaln€é stejnomérna. Je lokalné stejnomérnd na
kazdé mnoziné M, ktera neobsahuje nulu. Rozmyslete si, zZe na kazdé mnoziné
M C R, kterd neobsahuje néjaké okoli nuly, je konvergence stejnomérné.

3. Plati, ze

_ s o e =R

()
protoze |f,(z)| < 1/n pro kazdé x € R.
Pro funkci f: M — R definujeme oznaceni

[flloo := ESE\J"(%)I

— ,el-nekonecno norma“. Hodnota normy miize byt i +oc. Z definice plyne,
ze ||cflloo = || - || f]loo Pro kazdou konstantu ¢ € R a zZe plati trojuhelnikova
nerovnost || f + glleo < |[flloc + [|glloc- Z definice stejnomérné spojitosti a z
predchozich prikladd by mélo byt jasné, ze

fn=f na M <~ le | fr— flloo =0
Tvrzeni (stejnomérna Bolzanova—Cauchyova podminka). Posloup-

nost funkci (f,) konverguje na mnoziné M stejnomérné k néjaké funkci f,
praveé kdyz je splnéna podminka

Ve>03ng: mn>ng, v €M=|fn(x)— fulz) <e.
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Rikdme ji (stejnomérnd) Bolzanova—Cauchyova podminka.

Diikaz. Implikace =. Necht f,, = f na M. Pro dané ¢ > 0 tedy mame ng, Ze
|fu(z) — f(x)| < € pro kazdé n > ngy a kazdé x € M. Pro kazdé m,n > ng a
x € M tak (diky trojuhelnikové nerovnosti) mame

(@) = [ul@)] < |fml@) — f(@)] + | f(2) = fu(z)] <e4+e=2¢.

Je tedy splnéna B.—C. podminka.

Opacnou implikaci < jsme dokazali jiZz na minulé prednésce. Necht po-
sloupnost funkci (f,,) splituje B.—C. podminku. To znamen4, Ze je cauchyov-
ska v supremové metrice, a v tvrzeni na predchozi prednasce jsme dokazali,
ze (fn) v supremové metrice konverguje k néjaké funkei f, tedy f, = f na
M. O

Bolzanova—Cauchyova podminka ndm umoziiuje testovat stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti ( f,,) bez pfitomnosti (a znalosti) limitni funkce f. Kdyz

je splnéna, miizeme a budeme psat f, = na M, resp. f, lo:ci na M. Pozname-
nejme jesté, ze limitni funkce je samoziejmé urcena jednoznacné. Kdyz tedy
odnékud vime, ze f, — f na M a soucasné podle Bolzanovy—Cauchyovy
podminky vime, ze f, = na M, automaticky dostavame f, = f na M, a
podobné pro lokalné stejnomérnou konvergenci.

Rekneme, Ze bodova konvergence f,, — f na M je monotonni, kdyz pro
kazdy bod a € M je posloupnost ¢isel (f,,(a)) neklesajici nebo kdyz pro kazdy
bod a € M je tato posloupnost nerostouci.

loc
Tvrzeni (situace, kdy = = = a — = =). Plati ndsledujici.

loc
1. Kdyz f,, = [ na M, potom f, = [ na kaZdé kompaktni podmnoZiné
N C M.

2. (Diniho véta) Necht f, — f na kompaktni mnoziné M, funkce f, i f
jsou spojité a konvergence je monotonni. Pak f, = f na M.

Dikaz. 1. Pro x € M oznacime jako U, C M okoli bodu z, na némz f, =
f. Protoze N je kompaktni, je pokryta konecné mnoha okolimi U,: N C
Uy, UUg, U---UU,, . Pro dané € pak pro kazdé 7 = 1,2,..., k mame index
n;, ze pro kazdé n > n; a v € U, je |fu(z) — f(z)| < e. Je jasné, ze



pro ng = max(ny,...,n,) mame |f,(x) — f(x)| < € pro kazdé n > ng a
re U, UU,U---UU, DN.Tedy f,, = f na N.
2. Bud dano € > 0. Mnozina

Iy ={x e M |[fu(x) - f(z)| <e}

je oteviend (v M) diky spojitosti fukei f, i f. Déle Iy C I, C I3 C ... diky
monotonii konvergence f, — f na M. A také pro kazdy bod a € M existuje
index n, ze a € I,, vzhledem k f, — f na M. Mnoziny {I, | n € N} tedy
tvoii oteviené pokryti M. To méa diky kompaktnosti M konecné podpokryti:
Mcl,Ul,,U---Ul,. Ale I, C M a I, tvofi monoténni systém, takze

M = I,, pro ng = max(ny,...,ny), a vlastné M = I, pro kazdé n > ngy. To
jest |fn(z) — f(x)| < € pro kazdy index n > ng a kazdy bod = € M. Tedy
fn= fna M. a

V nésledujicich tfech vétach zjistime, v jakych situacich miizeme zaméno-
vat potradi operace limity posloupnosti funkci s operaci limity funkce v bodé,
respektive integrovani, respektive derivovani, to jest, kdy plati rovnosti

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)
n—00 T—To T—xQ N—00
b b
lim fn = / lim f,
n—oo a a n—o0
!/
lim f)(z) = < lim fn(:p)) :
n—oo n—oo
Ulohy

1. Dokazte, ze kdyz f,, — f na konecné mnoziné M, pak f, = f na M.

2. Uvedte piiklad takové posloupnosti funkei f,, : [0, 1] — R spojitych na
0,1], ze f, — fna[0,1], f, 2 f na [0,1] a f je na [0, 1] spojita.

3. Necht f, = f, 9, = g na M. Rozhodnéte, zda f, + g, = f + g na M.
4. Necht f, = f,9, = g na M. Rozhodnéte, zda f,g, = fg na M.



5. Urcete, na jakych intervalech (¢ podmnozinach) defini¢nich obori kon-
verguji bodové, stejnomérné, lokalné stejnomérné nasledujici posloup-
nosti funkei. Jaké jsou limitni funkce?

(a) fo(z) = ﬁ, defini¢ni obor je R.

(b) fn(x) = 2™ — 23", defini¢ni obor je [0, 1].

(c) fulz) = 2™ — 2"~ defini¢ni obor je [0, 1].
(d) fu(z) = 2™ — 2", defini¢ni obor je R.

(e) fu(x) =nz(l —x)", defini¢ni obor je [0, 1].
(f) fn(z) = exp(—n?z?), defini¢ni obor je R.
(g) fo(x) = exp(—2?/n), defini¢ni obor je R.



