Prednaska 5, 30. rijna 2013
(23. fijna prednéaska odpadla kvili dékanskému dni)

Uplné metrické prostory. Metricky prostor (M,d) je tplny, kdyz kazda
cauchyovska posloupnost bodt v M konverguje. Explicitné, pro kazdou po-
sloupnost bodu (a,) C M plati implikace: kdyz

Ve > 03ng: m,n >ng = d(an,a,) < e,

pak
JaeM Ve >03ng: n>ng= dlay,a) <e.

Podmnozina X C M je uplnd, kdyz je podprostor (X, d) Gplny.
Kompaktni metricky prostor uz je automaticky uplny (tloha 1). Vztah
mezi uplnosti mnoziny a jeji uzavienosti popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni (Gplnost versus uzavienost). Necht (M,d) je metricky prostor
a X C M je jeho podmnozina. Pak a) je-li X tplnd, je X uzaviend a b) je-li
cely prostor M uplny a X je uzavrend, je X uplna.

Diikaz. a) Dokézeme kontrapozici implikace a proto predpokladame, ze X
neni uzaviend: existuje posloupnost (a,) C X s lima, = a ¢ X. Protoze je
(a,,) konvergentni (v celém prostoru M), je i cauchyovska. V podprostoru X
v8ak (a,) konvergentni neni (kdyby lima, = b € X, méla by (a,) dvé rtzné
limity, coz nelze). Takze X neni iplnd podmnozina.

b) Predpoklddame, ze (M,d) je tplny metricky prostor a X C M je
uzaviené. Necht (a,) C X je cauchyovskd posloupnost. Pak, diky tplnosti
M, existuje lima,, = a € M. Protoze je X uzaviena, je a € X. Tedy X je
Uplnd podmnozina. O

Strucné: podmnozina tplného metrického prostoru je uplna, pravé kdyz je
uzaviena. Implikace = plati v kazdém metrickém prostoru.

Priklady. 1. Euklidovsky prostor R je tplny, kazda cauchyovské posloupnost
realnych ¢isel m4 limitu. Uplné jsou i podprostory [2, 3] a [—5, +-00), protoze
jsou uzaviené. Naopak podprostory Q a (0, 1] nejsou uzaviené a proto nejsou
uplné. Obecnéji i euklidovské prostory R™ jsou tiplné. Podmnozina X = (0, 1)
v euklidovském prostoru M = (0,1) U (2, 3) neni Gplna (posloupnost (1/n) je
cauchyovska, ale nema (v X) limitu), i kdyZ je X uzaviend podmnozina M.



2. Mnozina Cla,b] redlnych funkci spojitych na intervalu [a,b] spolu s
integralni metrikou tvori metricky prostor, ktery neni tplny. Sestrojime cau-
chyovskou posloupnost bez limity. Polozime a = —1,b = 1 a uvazime funkce

—1 pro—-1<z<-—nt

fo(x)=< nx pro-—nt<z<n!
1 pront<z<1.

Pak (f,) C C[—1,1] a (f,) je cauchyovska, protoze pro m < n mame

1 1/m
£ = | @)~ e < [ 1o =2fm.
Hledejme f € C[—1,1], Ze lim f,, = f. Pro kazdé x € [—1,0) je nutné f(z) =
lim f,,(z) = —1 (jinak bychom méli d(f, f,) > ¢ > 0 pro kazdé velké n) a
podobné pro kazdé x € (0,1] je f(z) = lim f,,(z) = 1. OvSem takova funkce
f neni spojita v 0, at uz je hodnota f(0) jakékoli, a nelezi tedy v C[—1,1].
Posloupnost (f,) tedy nema (v mnoziné funkeci C[—1, 1]) limitu.
3. Uvazme euklidovské metrické prostory R a (—m/2,7/2). Bijekce

f(z) = arctan(z) : R — (—7/2,7/2)

je homeomorfismus, fi f~(z) = tan(z) : (—7/2,7/2) — R jsou spojita zob-
razeni. Ovéem R je tplny metricky prostor, ale (—/2,7/2) nikoli. Uplnost
metrického prostoru neni, na rozdil od kompaktnosti, topologické vlastnost,
neni urcena pouze otevienymi mnozinami, zavisi i na metrice. Nicméné se
uplnost zachovava homeomorfismem, ktery je v obou smérech stejnomérné
spojity (funkce tanz neni na (—m/2,7/2) stejnomérné spojita).

V kontrastu s piikladem 2 nyni dokdzeme, Ze mnozina C|a, b] se supremo-
vou metrikou uplny metricky prostor tvori.

Tvrzeni (tplny prostor omezenych funkci). Je-li M libovolnd mnoZina,
pak metricky prostor omezenych funkci f : M — R se supremovou metrikou
je uplny.

Diikaz. Necht (f,), fn: M — R, je posloupnost funkei, ktera je cauchyovska
(vzhledem k supremové metrice): pro kazdé ¢ > 0 existuje ng, ze pro kazdé
m,n > ngy a kazdé a € M mame nerovnost |f,,(a) — f.(a)| < . Specidlné je
pro kazdy pevny bod a € M posloupnost redlnych ¢isel (f,,(a)) cauchyovska.
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Ma tedy limitu (euklidovsky prostor R je, jak jiz z MAI vime, tplny), jiz
ozna¢ime f(a). Tak dostavame funkci f : M — R, kterd je v popsaném
smyslu bodovou limitou posloupnosti funkei (f,). Ukdzeme, ze f = lim f,, v
supremové metrice (z toho uz snadno plyne, Ze f je omezend funkce). Pro
dané ¢ > 0 vezmeme index ng, pro ktery nerovnost z cauchyovskosti (f,)
plati s /2. Neptitel ndm nyni jesté dal prvek a € M. My vezmeme tak velky
index m, Ze m > ng a navic |f(a) — f(a)| < /2 (coz lze, protoze (f,(a))
konverguje k f(a)). Pro kazdé n > ng pak je

[F(@) = fula)l < 1f(a) = fmla)] + [fm(a) = fula)| < e/2+e/2=¢

(prvni |...| < ¢/2 diky volbé m a druhd |...| < ¢/2 diky cauchyovskosti
(fn)). Zdiraznéme, Ze index ng zavisi jen na € a ne na prvku a, takze pro
kazdé n > ny a kazdy prvek a € M méame |f(a) — f.(a)] < €. Tedy pro
kazdé n > ng mame d(f, f,) < € v supremové metrice a f je v ni limitou
posloupnosti (f},). O

Véta (Gplny prostor omezenych spojitych funkci). Je-li (M,d) libo-
volny metricky prostor, pak metricky prostor omezenych a spojitych funkci
f+ M — R se supremovou metrikou je uplny.

Diikaz. Necht (f,,) je posloupnost spojitych a omezenych realnych funkei defi-
novanych na M, ktera je cauchyovska v supremové metrice. Podle predeslého
tvrzeni existuje omezena funkce f : M — R, ze lim f,, = f. Zbyva jen do-
kézat, ze f je spojitd. Bud ddno ¢ > 0 a bod a € M. Vezmeme tak velky
index m, ze pro kazdé x € M je |f(x) — fi(x)| < &/2 (coz lze, protoze f, v
supremové metrice limiti k f). Protoze je f,, spojité, existuje 6 > 0 tak, ze
x € B(a,d) = |fm(x) — fm(a)| < e/2. Pro kazdy bod = € B(a,d) pak méame

[f(2) = f(a)] < |f(2) = fm(@)] + [fm(@) — fm(a)| < /24 /2 =¢

(prvni | ...| < &/2 diky blizkosti f,, a f v supremové metrice a druhd |...| <
/2 diky spojitosti f,, v bodé a). Ukazali jsme, Ze f je v bodé a spojité, coz
plati pro kazdy bod prostoru M. O

Dusledek ((Cla,b],sup) je tplny). Metricky prostor Cla,b] funkci spojitijch
na [a,b] se supremovou metrikou je uplny.

Diikaz. Je to specidlni pripad predeslé véty, kdyz si uvédomime, ze funkce
spojité na intervalu [a, b] uz je na ném automaticky omezena. 0



Banachova véta o pevném bodu. Pomoci tplnosti Ize pro mnoho typi
rovnic dokazat existenci feseni. Uvedeme si vétu, ktera takovou metodu di-
kazu popisuje. Nejprve ale par definic.

Zobrazeni f: M — M metrického prostoru (M, d) do sebe je kontrahu-
jict, kdyz existuje takové realné ¢islo g s 0 < ¢ < 1, Ze pro kazdé dva body
x,y € M plati nerovnost

d(f(x), f(y)) < qd(z,y) .

Kontrahujici zobrazeni tedy zkracuje vzdalenost kazdych dvou bodi alespon
o pevny faktor ¢ mensi nez 1. Je jasné, ze kontrahujici zobrazeni je stejno-
mérné spojité. Pevnygm bodem zobrazeni f mnoziny X do sebe rozumime
bod a z X spliujici f(a) = a. Posloupnost (x,) C X je posloupnosti iteract
zobrazeni f: X — X, kdyz pron =1,2,... plati z,.1 = f(z,) (71 € X je
libovolny startovaci bod této posloupnosti). Nasledujici vétu vymyslel polsky
matematik Stefan Banach (1892-1945).

Véta (Banachova véta o pevném bodu). Kontrahujici zobrazeni f upl-
ného metrického prostoru (M,d) do sebe md prdvé jeden pevny bod a kaZdd
posloupnost iteraci (x,) C M zobrazeni f k nému konverguge.

Diikaz. Nechf a a b jsou dva pevné body f. Pak

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b)

a to je, vzhledem ke ¢ < 1, mozné pouze pro hodnotu d(a,b) = 0. Tedy
a = b a vidime, Ze f ma bud jediny pevny bod nebo zadny. Z cauchyovskosti
posloupnosti iteraci (x,) zobrazeni f existence pevného bodu hned plyne, je
to totiz limita a = lim z,, (jeZ existuje, nebot jsme v uplném prostoru):

a=limz, =limz, =lim f(z,) = f(limz,) = f(a)

(viz tlohu 6). Dokazeme cauchyovskost posloupnosti iteraci (z,). Protoze
x, = f(rn—1) a f je kontrahujici s konstantou ¢, pro kazdé n € N mame
odhad

d(xn—l—la xn) S qd(xna'rn—l) S qu(xn—h In—Q) S e S qnild(l’%xl) .

Necht m > n jsou dva indexy. Podle trojihelnikové nerovnosti a vzorce pro



soucet geometrické rady je

d(xma xn) S d(l’m, xmfl) + d(xmfla :Eme) +-+ d(anrla xn)
< d(we,m)(@" AT A T
< d(zo,x) (" T+ ¢+ "+ ) = d(me,21)g" /(1 — q)
— 0 pron — oo (nebot 0 < ¢ <1).
Takze (x,) je cauchyovska. O

D4 se ukézat (aloha 7), Ze véta plati i za zdanlivé slabsitho ptredpokladu,
7e kontrahujici je jen né&jaka iterace f(x) = f(f(...(f(x)))) (n aplikaci)
zobrazeni f.

Ukazeme pouziti Banachovy véty pfi feseni diferencialnich rovnic, coz jsou
rovnice svazujici ptivodni funkci s jejimi derivacemi. Zacneme jednoduchou
rovnici ¢/(z) = y(z), kdy chceme najit funkci rovnou své derivaci. Resenfm
je exponencidla y(z) = exp(x) a rizné odvozeniny, jako tfeba —3exp(x +
10). Pro kazdou dvojici realnych ¢isel a, b dokonce existuje takové feSeni, zZe
y(a) = b, totiz y(x) = bexp(r — a). Jak uvidime, s timto pozadavkem je
feseni (lokalné) jednoznac¢né. Pomoci Banachovy véty se da lokalni existence
a jednoznacnost feseni dokazat pro sirokou tfidu diferencialnich rovnic

o v@ =t
(*) { J(z) = flaya).

Zde f: R? — R je zadana funkce (pravd strana rovnice) a a,b € R jsou
zadana ¢isla. Hleddme redlnou funkci y(x) a otevieny interval I obsahujici
a, 7ze y(z) je na I definovana, y(a) = b (fikdme, ze y(z) spliiuje pocdtecni
podminku y(a) = b) a y(x) ma na I derivaci, jez na I spliiuje druhy vztah
v uloze (*), tj. vlastni diferencidlni rovnici. Dikaz néasledujici véty, jez je
piipsana francouzskému matematikovi Emilu Picardovi (1865-1941), jsem
na prednasce nestihl uvést, a je zde.

Véta (Picardova o FeSeni dif. rovnic). Pokud je f : R?> — R spojitd a
existuje konstanta M > 0, Ze pro kazdd tri cisla u,v,w € R platt

| (w,0) = fu,w)| < Mv —w|,

pak pro kazdé a,b € R md a okoli I = (a — 0,a + 0), na némz md uloha (*)
jednoznacné tesent y(x).



Diikaz. Budeme pracovat na intervalech [ = (a —d,a+46) a J = [a— I, a+ J]
pro néjaké § > 0. Z vlastnosti Riemannova integralu (vypocet Riemannova
integralu Newtonovym integralem, Riemanntv integrél jako funkce horni in-
tegracni meze) plyne, Ze pro spojitou funkci f je loha (*) ekvivalentni rovnici

() @) =b+ [ ey aer

— je-li y(x) na I FeSenim ulohy (*), je FeSenim i rovnice (**) a naopak
(dloha 8). Ukazeme, ze pro dostatecné malé 0 ma na intervalu I rovnice (**)
— a tedy i tloha (*) — jednozna¢né feSeni y(z). Prava strana (**) definuje
zobrazeni A, které funkei y(x) spojité na J ptifadi funkei z(x),

2(a) = Aly(x) = b+ / " f(t,y(e)) de

Integral je spojitou funkci své horni integracni meze, takze z(x) je na J rovnéz
spojita (dokonce mé na J spojitou prvni derivaci: 2'(z) = f(z,y(z))). Mame
zobrazeni (¢i spiSe funkcional, protoze jeho argumenty i hodnoty jsou funkce)

A: Cla—d,a+ 0] = Cla—d,a+49].

Ukézeme, Ze pro dostateéné malé § mé A jednoznaény pevny bod y(x).
Ovsem pevny bod A je pfesné FeSeni rovnice (**), takZe budeme hotovi

Uvézime Cla — 0, a + d] se supremovou metrikou d(-,-), coz je uplny me-
tricky prostor (podle hofejsiho disledku), a pouzijeme Banachovu vétu o
pevném bodu. Uvidime, Ze pro dostateéné malé ¢ je A kontrahujici. Necht
y(x) a z(x) jsou dvé funkce z Cla — §, a + J]. Pak (viz tlohu 9)

/fty dt—/ftz dt‘,

/x(f(t,y(t)) — f(t, 2(1))) dt‘ .

JETORE >|dt',

d(A(y), A(z)) = sup

zeJ

COZ se rovna

sup
zeJ

A to je nejvyse

[ 15ste) - sie.st0 |dt‘<sup

zeJ

sup
zeJ



tedy nejvyse
M sup y(t) — =(t)| dt

a teJ

sup
zeJ

Coz se rovna

sup
zeJ

/J:M-d(y,z) dt‘ =sup|(x —a)M -d(y,z)| = Md - d(y, z) .

zeJ

Zvolime-li 6 < 517, méme d(A(y), A(z)) < 1d(y, z) pro libovolné dvé funkce

y,z € Cla — d,a+ §] — zobrazeni A je kontrahujici. Podle Banachovy véty o
pevném bodu méa A jednozna¢ny pevny bod a véta je dokazana. a

Kdyz realné funkce dvou proménnych f(u,v) spliiuje pro néjakou konstantu
M > 0 na mnoziné D C R? podminku véty, to jest

V (u,v), (u,w) € D: |f(u,v) — f(u,w)| < Mlv—w|,

fekneme, ze f je na D lipschitzovskd (v druhé proménné). Funkece f(u,v) = v
z tivodniho piikladu (rovnice 3 = y) je lipschitzovskd na celém R?, tfeba s
konstantou M = 1. Funkce bexp(z — a) je proto pro kazdé dvé ¢isla a,b € R
jednozna¢nym lokalnim feSenim tlohy y(a) = b, ¥/(x) = y(x). Podminka
lipschitzovskosti na celém R? je zbytecné silnd a Picardova véta plati i za
slabsiho predpokladu lokélni lipschitzovskosti (tiloha 10).

Ulohy
1. Dokazte, ze kompaktni metricky prostor je uplny.

2. Rozhodnéte, zda je prinik a rozdil dvou tplnych podmnozin v metric-
kém prostoru opét tplnad mnozina.

3. Totéz pro sjednoceni.
4. Jaké jsou uplné a oteviené podmnoziny euklidovského prostoru R?

5. Lze v definici kontrahujiciho zobrazeni nahradit neostrou nerovnost
ostrou, tj. psat d(f(z), f(y)) < qd(z,y)?

6. Zdivodnéte podrobné platnost kazdé z péti rovnosti ve vypoctu a =
-++ = f(a) v dtikazu Banachovy véty o pevném bodu.
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10.

Ukazte, ze zobrazeni iiplného metrického prostoru do sebe, jehoz néjaka
iterace je kontrahujici, ma jediny pevny bod.

Dokazte podrobné ekvivalenci tlohy (*) s rovnici (**).

Rozmyslete si, pro¢ presné plati kazda rovnost ¢i nerovnost ve vypoctu
odhadu d(A(y), A(z)) < M¢ - d(y, z) v dikazu Picardovy véty.

Necht D C R? je oteviend mnozina, (a,b) € D a f: D — R je spojita
funkce, ktera je na D lipschitzovska ve druhé proménné. Pak ma tloha
(*) lokalné jednoznacné feseni. Jak se to dokéaze?



