Prednaska 3, 16. rijna 2013

Implikace <. Predpokladame, ze M je topologicky kompaktni a v dané po-
sloupnosti bodi A = (a,) nalezneme konvergentni podposloupnost. Pfed-
pokladejme, ze pro kazdy bod b € M existuje takovy polomér r(b) > 0, ze
mnozina indext S, = {n € N | a,, € B(b,7(b))} je kone¢na. To vede ke sporu:
oteviené pokryti M = J,c,, B(b,7(b)) ma konecéné podpokryti dané konec-
nou mnozinou N C M, M = |J,cy B(b,r(b)), a protoze mnozina indext
S = Upen Sb je konecna (je to koneéné sjednoceni konecnych mnozin), exis-
tuje (dokonce nekone¢né mnoho) m € N, ze m ¢ S a tedy a,, € B(b, (b)) pro
kazdé b € N — spor, nebot tyto koule pokryvaji M a v nékteré z nich a,,, musi
lezet. Tedy existuje bod b € M, Ze mnozina indext {n € N | a,, € B(b,r)}
je nekonecénd pro kazdy polomér r > 0. Ted uz lehce sestrojime podposloup-
nost s limitou b: vezmeme libovolné ny € N, Ze a,, € B(b, 1), pak vybereme
ny € N, Ze an, € B(b,1/2) a soucasné ny > ny (coz diky vlastnosti bodu b
1ze), pak vybereme n3 € N, Ze a,,, € B(b,1/3) a soucasné nz > ns a tak dle.
Ziejmé (ay, ) je podposloupnost A a limy_, @, = b. a

Vztah bodu ke mnoziné. Necht a € M je bod a X C M je mnoZina.
Okolim bodu a rozumime jakoukoli otevienou mnozinu obsahujici bod a. V
nésledujicich definicich U oznacuje okoli bodu a. Rekneme, Ze

e a je vnitrnim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C X

e a je vnéjsim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C M\ X

e a je hranicénim bodem X, kdyz kazdé U protind X i M\ X

e a je limitnim bodem X, kdyz je pro kazdé U prinik U N X nekonecny;
e a je izolovanym bodem X, kdyz existuje U tak, ze U N X = {a}.

Vnitini a izolované body X nutné lezi v X a vnéjsi body lezi mimo X.
Hranic¢ni a limitni body X mohou lezet v X i mimo X.
Jako piiklad vezmeme v euklidovské roviné R? mnozinu

X={zecR*|0<|z| <1}U{(0,2)},

jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, z néhoz jsme pocatek odstranili a
k némuz jsme pridali bod (0,2). Pak vnitfni body X tvofi mnoZinu {z €
R? | 0 < ||z]] < 1}, vné&jsi body mnozinu {z € R? | ||z|| > 1,z # (0,2)},
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hrani¢ni body mnozinu {z € R? | ||z| = 1} U {(0,0), (0,2)}, limitni body
mnozinu {z € R? | ||z|| < 1} a izolované body mnozinu {(0,2)}.

Homeomorfismus. Bijekce f : M; — M, mezi dvéma metrickymi pro-
story je homeomorfismus, kdyz zobrazeni f i inverzni zobrazeni f~! je spojité.
Existuje-li takova bijekce mezi M; a Ms, jsou oba metrické prostory home-
omorfni. Homeomorfismus je druh izomorfismu metrickych prostort, ktery
je slabsi nez izometrie. Kazda izometrie je homeomorfismem, ale obecné ne
naopak. Homeomorfismus je izomorfismus struktur otevienych mnozin obou
prostorti. Homeomorfni metrické prostory se nedaji odlisit jen pomoci ote-
vienych mnozin.

Jako priklad uvazme zobrazeni xz — tanx mezi euklidovskymi prostory
(—m/2,7/2) a R. Toto zobrazeni je homeomorfismus (je bijektivni a tanx i
inverz arctan x je spojité zobrazeni). Tyto prostory zjevné nejsou izometrické,
protoze prvni je omezeny, ale druhy ne.

Na druhou stranu zobrazeni f(¢) = (cosp,sing) mezi euklidovskymi

prostory
0,27) a K ={zeR*||z| =1},

coZ je interval v R a jednotkova kruznice v R?, homeomorfismem neni. Je sice
bijektivni a spojité, ale inverzni zobrazeni spojité neni (neni spojité v bodu
(1,0)). Jak ted dokazeme, metrické prostory [0,27) a K ani homeomorfni
nejsou.

Tvrzeni (interval a kruZnice nejsou homeomorfni). Euklidovské pro-
story I a K, kde I C R je libovolny interval na redlné ose a K C R? je
libovolnd kruznice v roviné (s kladngm polomérem), nejsou homeomorfni.

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze I neni prazdny a nesestava pouze z jednoho
bodu (pro¢? — tloha 1). Zvolime bod ¢ € I libovolné, ale tak, aby se nerovnal
krajnimu bodu I. Pak mame vyjadieni I'\{c} = I; U I3, kde I; jsou prvky
z I mensi nez ¢ a I, jsou ty vétsi. Patrné I, 1, # 0, 1 NI, = () a obé
mnoziny I; a Is jsou v prostoru I oteviené. I jsme tak vyjadrili jako disjunktni
sjednoceni bodu a dvou otevienych neprazdnych mnozin. Kdyby I a K byly
homeomorfni, kruznice K by musela jit rozlozit stejnym zptusobem (vzali
bychom prosté obrazy bodu ¢ a mnozin [; a I v homeomorfismu z I do
K). Ukézeme ale, ze pro zadny bod b € K neni K\{b} sjednocenim dvou
neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin. To je vidét diky tomu, Ze (pro
kazdy bod b € K) je K\{b} homeomorfni intervalu (0,1) (jak? — tloha 2).



Kdyby K\{b} méla popsany rozklad, mél by ho i interval (0,1). Necht, pro
spor, (0,1) = AUB, kde A a B jsou neprazdné oteviené mnoziny a ANB = ).
Vezmeme dva body 0 < ¢ < d < 1, ze c € A ad € B (nebo naopak). Nechf e
je supremum téch x € [¢,d], Ze x € A. Pak e € [¢, d]. Z aproximaéni vlastnosti
suprema plyne, Ze pro kazdé ¢ > 0 obsahuje interval (e — ¢, e] prvek mnoZiny
A. Na druhou stranu, protoze e < d, d € B a e je horni mezi prvkua A lezicich
v [¢, d], obsahuje pro kazdé € > 0 interval [e, e + ¢) prvek mnoziny B. (Nebo
je role obou mnozin prohozena.) Zadné okoli bodu e tedy nelezi celé v A nebo
celé v B. To je spor, protoze obé mnoziny jsou oteviené a e lezi v nékteré z
nich. a

Souvislost prostorii. Rekneme, 7e metricky prostor (M, d) je souvisly, po-
kud jeho jediné podmnoziny, které jsou soucasné oteviené i uzaviené — ta-
kové mnoziny se nazyvaji obojetné, jsou () a M. Kratce feceno, prostor je
souvisly, pokud neobsahuje netrivialni obojetnou podmnozinu. Ekvivalentneé,
prostor je souvisly, pokud ho nelze napsat jako disjunktni sjednoceni dvou ne-
prazdnych otevienych (¢i uzavienych) mnozin. V opa¢ném piipadé je prostor
nesouvisly. Podobné nazveme podmnozinu X C M v metrickém prostoru sou-
vislou resp. nesouvislou, je-li jako podprostor s indukovanou metrikou (X, d)
souvisla resp. nesouvisla. Souvislost prostoru intuitivné znamena, Ze se ne-
rozpada na dva oddélené kusy. Diikaz predchoziho tvrzeni je zalozen na tom,
ze prostor I\{c} je nesouvisly, ale prostor K\{b} je vzdy souvisly (a Ze se
souvislost spojitym zobrazenim zachovava).

Tvrzeni (intervaly jsou souvislé). Kazdy interval I C R (jako euklidovsky
prostor) je souvisly.
Diikaz. Viz zavér predchoziho dikazu. Uvedeny argument se z I = (0, 1) beze

zmény pfenese na obecny interval I. a

Tvrzeni (souvislost se zachovava spojitym zobrazenim). Je-li
f: M—N

spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory a M je souvisly, pak je obraz
f(M) souvisla podmnoZina v N.

Dikaz. loha 3. O

Jiné intuitivni uchopeni pojmu souvislosti je, ze souvislost mnoziny M
znamena, ze z kazdého jejiho bodu lze do kazdého jiného pfejit po nepreru-
Sované cesté lezici v M. Rekneme, Ze metricky prostor (M, d) je obloukové
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souvisly, kdyz pro kazdé dva jeho body a,b € M existuje spojité zobrazeni
f:00,1] = M, f(0)=a, f(1)=0;

interval [0,1] C R je zde euklidovsky prostor. Podobné se definuje, Ze pod-
mnozina X C M je obloukové souvislé, kdyz je podprostor (X, d) obloukové
souvisly.

Tvrzeni (vztah souvislosti a obloukové souvislosti). Necht (M,d) je
metricky prostor.

1. Je-li podmnozina X C M obloukové souvisla, je i souvisld.

2. Existuje priklad metrického prostoru a jeho souvislé podmnoziny X, jez
neni obloukové souvisld.

3. Je-li kazda koule B(a,r) v M obloukové souvisld, potom je kaZdd ote-
vrend souvisla podmnozina X C M i obloukové souvisla.

Diikaz. 1. Predpokladejme pro spor nesouvislost X: existuji mnoziny A, B
oteviené v X, ze A,B # 0, ANB =0 a AU B = X. Zvolime dva body
a € Aabe B. Protoze X je obloukové souvisla, mame spojité zobrazeni
f: 00,1 = X, ze f(0) =aa f(1) = b. Vzory f~}(A) a f~1(B) jsou dv¢
disjunktni oteviené mnoziny v [0, 1], jejichz sjednocenim je [0, 1] a které jsou
neprazdné (0 € f~1(A) a1l € f~1(B)). Takze interval [0,1] je nesouvisly, ve
sporu s hofejsim tvrzenim.

2. Klasicky ptiklad je euklidovsky podprostor X C R?, jenZ se sklada z
grafu funkce sin(1/z) na intervalu (0,1) C R a z bodu (0,1) € R?. Detaily
doplnte v tloze 4.

3. Uloha 5. a

Cést 3 posledniho tvrzeni plati pro euklidovské prostory R™, v nichZ jsou
koule jisté obloukové souvislé (tloha 6). Setkali jsme se s tim v 8. pfednésce
MAII v minulém semestru. V R" tedy souvislost a obloukova souvislost pro
oteviené mnoziny splyvaji (pro obecné mnoziny ne, podle ¢asti 2).

Ptrednasku zakonc¢ime protiintuitivnim prikladem, jenz ukazuje, ze dvé
souvislé mnoziny v euklidovském prostoru se mohou prostupovat, aniz by se
protly. To pro obloukové souvislé mnoziny mozné neni.



Piiklad (dvé prostupujici se souvislé mnoziny). Necht M = [0,1] x
0,1] C R? je jednotkovy ctverec v roving, s euklidovskou metrikou. Uvazme
jeho rozklad na dve mnoZiny

A=(Qn[0,1]) x {0} U ([0,1\Q) x (0,1] « B=M\A.

A se sklada z bodi na dolni strané ctverce s raciondlni x-ovou souradnici
a ze suvislych usecek U, délky 1 s iraciondlnimi x-ovymi souradnicemi a a
vygmutymi dolnimi konci. B je doplnék A do ctverce. Obé mnoZiny A a B
protinaji kaZdou ze ctyr stran ctverce, jsou disjunktni a ob€ jsou souvisle.

Diikaz. Kromé souvislosti jsou vlastnosti mnozin A a B jasné. Pro spor bud
A = C U D rozklad na disjunktni, neprazdné mnoziny, jez jsou (v A) uza-
viené. Kazda tsecka U, je souvisla (dokonce obloukové), musi tedy cela lezet
v C nebo v D. Predpokladejme nejprve, ze néjaka U, lezi v C' a jina Uy,
feknéme s a < b, zase v D. Necht o € [0,1] je supremum téch x € [a, ],
ze U, C C. Kdyz je « iracionélni, lezi U, (podle uzavienosti C'i D a vlast-
nosti suprema) soucasné v C' i D, coz nelze. KdyZ je « raciondlni, lezi ze
stejného divodu soucasné v C'i D bod (a,0), coz téz nelze. Tedy vSechny
tsecky U, lezi v C nebo v D. Reknéme, 7e C obsahuje vSechny tsecky U,.
Pak C' nemiize obsahovat vSechny body (b,0), b € QN [0, 1]. Vezméme proto
takovy bod (b,0) € D. Je jasné, Ze je limitou posloupnosti bodt z C' (totiz
bodt (a,,1/n), n = 1,2,..., kde (a,) jsou iraciondlni ¢isla z [0, 1] limitici
k b). Opét mame bod, jenz by mél lezet souc¢asné v C' i D, coZ nelze. Z
predpokladu nesouvislosti A jsme odvodili spor, procez je A souvisla.
Mnozina B se sklada z bodi na dolni strané ¢tverce s iracionalni xz-ovou
soufadnici a ze svislych tsecek V, délky 1 s racionalnimi z-ovymi souradni-
cemi a a vyjmutymi dolnimi konci. Vznikne z A zdménou mnozin Q N [0, 1]
a [0, 1]\Q v z-ovych soutadnicich. TyZ argument jako pro A ukazuje, ze B je
souvisla. O

Takzvanad Jordanova véta o kruznici — dobfe znamé z kresleni rovinnych
grafii v diskrétni matematice — ¥ika, Ze kdyz f : [0,1] — R? je spojité
zobrazeni, které je navic az na rovnost f(0) = f(1) prosté — obraz C' =
f£([0,1]) je tak tzv. topologickd kruznice v roviné — potom pro doplnék C'
plati, ze

R*\C =R*\f([0,1]) = AUB, ANB=10,

kde A a B jsou dvé neprazdné oteviené souvislé mnoziny, jedna omezend
(vnitrek C') a druha neomezena (vnéjsek C'). Dokazat tuto vétu je dosti tézké,
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nicméné jeji dikaz jiz byl formalné verifikovan na pocitac¢i — zajimavy ¢lanek
o tom je T.C. Hales, The Jordan curve theorem, formally and informally,
Amer. Math. Monthly 114 (2007), 882-894. Plyne z ni, Ze kdyz A a B jsou
obloukové souvislé podmnoziny ¢tverce v roviné, pricemz A protina jeho levou
i pravou stranu a B dolni i horni, potom nutné A N B # (). TakZe piedchozi
priklad nelze vyrobit s obloukové souvislymi mnozinami.

10.

Ulohy

. Pro¢ mizeme v dikazu nehomeomorfnosti I a K predpokladat, ze in-

terval I neni ani prazdny ani jednobodovy?

. Popiste homeomorfismus mezi kruznici s jednim vyhozenym bodem a

intervalem (0, 1).

. Dokazte, Ze obraz souvislé mnoziny spojitym zobrazenim je souvisla

mnozina. Navod: pouzijte topologickou definici spojitosti.

Dokazte souvislost mnoziny X popsané v dikazu c¢asti 2 posledniho
tvrzeni. Dokazte, Ze neni obloukové souvisla.

Dokazte ¢ast 3 tohoto tvrzeni. Navod: Relace ~ na X, kde a ~ b
znamena, ze body a a b lze v X spojit cestou z definice obloukové sou-
vislosti, je relace ekvivalence a kazda jeji tiida ekvivalence je oteviena
mnozina.

Dokazte, ze koule v R" je obloukové souvisla.
Dokazte, Ze euklidovské prostory R a R? nejsou homeomorfni.

Je interval (0,1) disjunktni sjednoceni dvou neprézdnych souvislych
mnozin?

Necht kazdy bod prostoru M je (vzhledem ke svému doplitku) izolo-
vany. Jaké jsou oteviené mnoziny v M?

Naleznéte vnitini, vnéjsi, hrani¢ni, limitni a izolované body mnoziny
2 7 o N4 . ’ ’ . 1
é( 5 R? popsané v diikazu ¢asti 2 posledniho tvrzeni (graf sin - plus
od).



11. Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvislda mnozina? A co prunik?

12. A co sjednoceni dvou souvislych protinajicich se mnozin?



