Prednaska 2, 27. tinora 2015

Obracenim vzorct pro derivace elementarnich funkci dostaneme tabulku
zékladnich primitivnich funkci (vynechavame integracni konstantu c).
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Tabulka nezahrnuje hyperbolické funkce (napf. sinhz = ani

dalsi goniometrické funkce (napf. sekans secz = ——, oblibeny v USA).

Uloha. Formdinim zderivovinim mdme (logz) = 1/x, ale i (log(—x)) =
(1) —xz)(—1) = 1/x. Alelogx alog(—x) se nelisi jen posunem o konstantu,
takze funkce 1/x md dvé podstatné odlisné primitioni funkce, v rozporu s
prislusnym tvrzenim. Jak je to mozné?

Invertovani pravidla pro derivaci soucinu dava vzorec pro integraci per
partes a invertovanim pravidla pro derivaci slozené funkce dostaneme vzorec
pro integraci substituci. Ma dva tvary, podle sméru ¢teni rovnosti f(p) =

f'lp)e.

Véta (integrace substituci). Necht ¢ : (o, 3) — (a,b) a f: (a,b) > R
jsou dvé funkce, pricemz existuje vlastni ¢’ na («, 5).

1. Kdyz F = [ f na (a,b), potom [ f(o)¢ = F(¢)+ ¢ na (a, 3).
2. Predpoklddejme o ¢ navic, Ze ¢((a, f)) = (a,b) a ¢ # 0 na (a, B).
Kdyz G = [ f(p)¢' na (o, B), potom [ f=G(p""V) + ¢ na (a,b).

Diikaz. Prvni ¢ast plyne ihned zderivovanim:

Fp) = Fl(p)¢' = f(o)¥

na (o, 8), podle predpokladu o F' a derivace slozené funkce. Ve druhé ¢asti
predpoklady o ¢ zarucuji, Ze to je ostfe rostouci nebo ostte klesajici bijekce
z (o, f) na (a,b). Skuteéné, musi byt ¢ > 0 nebo ¢’ < 0 na (a, ), jinak
by podle véty z minulé prednasky musela funkce ¢’ nabyt mezihodnotu 0.



Podle vysledku ze ZS tedy ¢ na (o, 3) ostfe roste nebo ostie klesa. TakzZe to
je prosta funkce a existuje k ni inverzni funkce

A (a,b) = (o, B)

jiz lze navic derivovat podle pravidla pro derivaci inverzni funkce. Zderivo-
vani dava, podle predpokladu o G, derivace slozené funce a derivace inverzni
funkce, ze G(© ™) je na (a,b) primitivni k f:

Gl =G (") - (@Y = Flple™ ")) () ———= = .

Uvedeme si dva ptiklady, na oba tvary substitu¢niho pravidla. 1. Kdyz
F(z) = [ f(x) dz na n&jakém intervalu I a a,b € R, a # 0, pak podle
prvniho tvaru spocitame, ze

/f(aa:—l—b)dx:a_l/f(aa:+b)-(aa:—l—b)'dx:a_lF(ax—l—b)—i—c,

na intervalu J = a (I —b) = {a ' (z—b) | = € I}. Snadno se to zp&tné ovéii
zderivovanim. Vzali jsme ¢(z) =ax +b: J — I.

2. Chceme spocitat primitivni funkei k /1 — ¢ na (—1,1). Protoze to
pripomina posledni polozku v hofejsi tabulce, zkusime substituci ¢ = sin z,
tj. t = p(r) =sinx: (—5,%) — (—1,1). Pfedpoklady druhého tvaru substi-
tuéniho pravidla jsou splnéné a [ v/1 — ¢? dt nalezneme, kdyZ spocteme, na
intervalu (—7%, %),

G(x):/\/l—sin2x~(sina:)’ dx:/\/cos2x-cosxdx:/cos2xdx.

Pomohli jsme si? Pomohli, protoze posledni primitivni funkci snadno spoc-
teme integraci per partes:

/cos2x = /cosx(sinx)’ = cosxsinx+/sin2x

= cosxsinx—i—/(l—cos%c)

= sina:cos:v+x—/c082:r,
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takze

Sinz cosx + x sinzv/1 —sin’z + x

_ 2 _ _
G(x)—/cos xr = 5 +c 5 +c.

Po dosazeni © = ¢!~ (t) = arcsint dostavame kyzeny vysledek

tv1 — 2 int
/\/1 — t? = G(arcsint) + ¢ = 2—i—arcsm +e¢, na(—1,1).

Derivac¢ni kontrolou se snadno ujistime o jeho spravnosti.

Obrat, ze funkci f lze vyjadrit pomoct elementdrnich funkci znamena, ze
f 1ze vyjadtit ze zékladnich funkci a € R (konstantni funkce), x (identicka
funkce), exp(x) (exponenciéla), logz, sinx, arcsinz, cosz, arccosz, tanx
a arctan xr opakovanym pouzitim aritmetickych operaci 4+, —, X, : a operace
skladani funkci. Mnohé primitivni funkce ,,jdou spocitat®, to jest lze je takto
vyjadrit, ale stejné tak mnohé primitivni funkce spocitat nelze. Nasledujici
vétu dokazovat nebudeme.

Véta (ne vSe lze spocitat). Napriklad primitivni funkce

Fi(z) :/eXp(SBQ), Fy(x) :/sh;x a Fi(x) :/1051;:5

(proni dvé jsou na R, posledni na (0, 400)) nelze vyjddrit pomoci elementdr-
nich funkci.

Relativné sSirokou tfidou funkci, k nimz lze primitivni funkce spocitat,
jsou raciondlni funkce, coz jsou podily polynomi. Uvedeme to jednoduchym
prikladem. Necht I C R je libovolny otevieny interval neobsahujici ani —1
ani 1. Pak na [ plati, ze

[ = (=) =[5 -25)
- /1+ /m—l__/xil

log\:c — 1] —log |z + 1|
2
= m+10g(\/|(:p— /(x+1)])+¢




Ukazuje se, ze podobné lze spocitat primitivni funkeci k libovolné racionalni
funkci. Klicovy je ziejmé rozklad na soucet jednodussich racionalnich funkci
na prvnim fadku vypoctu, jemuz se tika rozklad na parcidlni zlomky. V di-
kazu nasledujici véty pouzijeme nékteré vysledky z algebry, které zde nebu-
deme dokazovat. (A ani jsem tento ditkaz na prednésce neuvadél pro ¢asovou
naroc¢nost. )

Véta (primitivni funkci k racionalni funkci lze vzdy spocitat). Necht
P(z) a Q(x) # 0 jsou polynomy s redlnymi koeficienty a I C R je otevieny
interval neobsahugici Zadny z kotend polynomu Q(x). Primitivni funkci

x
(na I)

Q(x)

lze vyjadrit pomoci elementdrnich funkci, konkrétne pomoci raciondlnich

funkct, logaritmi a arcustangent.

Diikaz. Bno je Q(x) monicky (mé vedouci koeficient rovny 1). Po vydéleni
P(z) polynomem Q(x) se zbytkem mame rozklad

P(x) R(x)
=pr) + 55
aw " Q)
kde p(z), R(x) jsou realné polynomy a R(z) méa stupen mensi nez Q(z).
Algebra nam déavéa jednoznaény rozklad Q(z) na soucin ireducibilnich (tj
déle souc¢inové nerozlozitelnych) redlnych polynomii:

k

I
Q(x) :H T — ) H 2+ Bix 4+ v)™
1=1

i=1

kde k,1 > 0 jsou cela ¢isla, oy, B;, v € R, m;,n; > 1 jsou celd ¢isla, ¢isla o
jsou vzajemné rtiznd, dvojice (3;,;) jsou vzajemné riizné a vzdy 32 —4v; < 0
(coz znamena, Ze x* + (;x +7; nem4 reélné kofeny a je opravdu ireducibilni).
V algebfe se dale da dokézat, ze R(x)/Q(x) pak ma jednozna¢né vyjadieni
jako soucet parcialnich zlomkt

k. my; l n;
x : : € ;% + 0;
Q(x) ;; (r — ;) +;;(a:2+ﬂx—l—%)9

kde d; ;, € 4,0;; € R. V predeslém piikladu tieba mame P(z) = 22, Q(z) =
2 =1, p(x) =1, R(x) =1,k =2, m; =my =1, =0 (Zaddny kvadraticky
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trojclen se v rozkladu Q(z) nevyskytuje), o = 1, ay = —1, §1; = % a
P(x)
Q(z)

021 = —%. Takze primitivni funkce f se rovna souctu koneé¢né mnoha

primitivnich funkci tii typt:

/p(x)’ /ﬁ ! /(ijxBZiv)j’

kde p(z) je redlny polynom, j € N a kromé = jsou ostatni symboly realné
konstanty, pficemz 32 — 4y < 0. Kdyz takovéto primitivni funkce dokdzeme
vyjadrit elementarnimi funkcemi, budeme mit vyjadienu i f P(I

Je snadné spocitat primitivni funkce prvnich dvou typi:

anx™t a2
(apx" 4+ -+ a1x + ag) = 1 —I—---—i— 5 + apx

naR a

: ° ‘ 0 == og|Tr —«
/(:C—a)j:(l_j)(x_a)j_l (322>a/x_&—51g| ‘

na ( 00, @) i (a +oo) (pominuli jsme integracni konstanty). Posledni tfeti

vvvvvv

+40 2z + 1
/ _a .:E/ . .+(9—65/z)/ : y
(@2 + B +7) 2] (22 + o +7) (22 + B + 7))
a predposledni f je po substituci y = 22 + Bz + v druhého typu: na R mame

(2% + Bz + v nemé redlny kotfen)

2z + f3 B 1 |
/(w2+ﬁx+7)j T (1= )@+ Br+ )t (1>2)

2z +
/x2+ﬁxi = log |¢* + Sz + 9| = log(v” + fz +7) .

Zbyvéa tedy spocitat primitivni funkei [1/(z* 4+ Sz + v)’. Oznacime n =

V7 — ?/4 (nezapomeiime, Ze v — B%/4 > 0) a pouZijeme substituci y =
y(x) = x/n+ B/2n. Doplnénim na ¢tverec dostaneme

/ 1 1 / 1/n
(% + Bz + 7)) n# -1 ) ((z/n+ B/2n)* + 1)/

B v

&=t ) ((x/n+B/2n)? + 1))
_ 1 / 1

U A UEE
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Zbyva tak na R spocitat primitivni funkci

Pro j =1 je, jak podle Gvodni tabulky vime, /; = arctanz. Pro 7 =2,3,...
vyjadiime /; pomoci rekurence, kterou ziskdme integraci per partes:

I _/ x’ B x +/ 2512
T (14 22)7 (1 +22)i (14 22)7+1

_ T +2,/ 2+ 1 2,/ 1
o (1+ 22)i J (1 + x2)i+1 J (1 + x2)i+

xXr . .
= 2L 2

(1+ 22?)
¢ili .
Ly =1(1-1/2)) + ————— .
Jj+1 .7( /]>+2J(1+$2)j
Napriklad
I arctan x n x Jarctanx . 3w n x
2 2 2(14a2) = ° 8 8(1+22)  4(1+a2)?
Celkem rekurence ukazuje, Ze pro kazdé j = 1,2,... je I; tvaru [; =

karctanz + r(z), kde x je zlomek a r(z) je raciondlni funkce. Tim jsme
dokonéili vypocet primitivni funkce t¥etiho typu z vyjadieni R(z)/Q(x) souc-
tem parcidlnich zlomki a vyjadien{ primitivni funkce [ % elementarnimi
funkcemi je tiplné. a

Riemannuv integral

Nyni definujeme piesné pojem plochy, zejména pojem plochy utvaru
Ul(a,b, f) pod grafem funkce f. Nechf —co < a < b < +oo jsou dvé re-
alné c¢isla a f : [a,b] — R je libovolné funkce, jez nemusi byt ani spojita ani
omezena. Konetnd k + 1-tice bodi D = (ag,ay,...,a;) z intervalu [a,b] je
jeho délenim, pokud

a=aqy<ar<ay<---<ap=>=.



Tyto body déli interval [a,b] na intervaly I; = |a;,a;11]. Délku intervalu
ozna¢ime pomoci absolutni hodnoty: |I;| = a;41 — a; a |[a, b]| = b— a. Zfejmé

k—1
S| = (a1 — ag) + (az — ar) + -+ (g — ag_1) = b—a = [[a, ]
=0

Normou déleni A rozumime nejvétsi délku intervali déleni:

A=AD)= max |[].
0<i<k—1
Délenim intervalu [a,b] s body rozumime dvojici (D,C), kde D =
(ag,ai,...,ax) je déleni tohoto intervalu a k-tice C' = (cg,cq,...,Cr_1) se
sklada z néjakych bodu ¢; € I; (tj. a; < ¢; < a;41). Riemannovu sumu odpo-
vidajici funkci f a déleni s body (D, C') definujeme jako

k—1 k—1
R(f,D,C) =Y _|LIf(e:) = > (a1 — a:) f(e:)
=0 =0

Pokud f > 0 na [a, b], je to soucet ploch k obdélnika I; x [0, f(c;)], jejichz
sjednoceni aproximuje ttvar U(a, b, f). Tato suma je ovéem definovand pro
kazdou funkci f, bez ohledu na jeji znaménko na [a, b]. Nasledujici definici
zavedl Bernhard Riemann (1826-1866).

Definice (prvni definice Riemannova integralu, Riemannova). Rek-
neme, Ze funkce f : |a,b] — R md na intervalu [a,b] Riemanniv integral
I € R, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazZdé déleni
intervalu [a,b] s body (D, C) plati, Ze

AD)<d=1|I-R(f,D,C) <e¢.

Pozadujeme tedy I € R, nevlastni hodnoty 0o nejsou povoleny (lze samo-
ziejmé zavést 1 nevlastni integraly, podobné jako nevlastni limity). Pokud
takové cislo I existuje, piSeme

I:/abf(x)da::/abf



a fekneme, ze f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a,b]. Budeme
pracovat s tfidou vSech riemannovsky integrovatelnych funkci

R(a,b) :={f | f je definovana a riemannovsky integrovatelna na |a, b} .

Prvni definici Riemannova integralu tedy mtzeme shrnout vzorcem

b
Aszg%R@DxneR.

Limitu zde chapeme ve smyslu uvedeném v definici; jako symbol jsme defi-
novali pouze limitu posloupnosti a limitu funkce v bodé.

Pro druhou, ekvivalentni, definici integralu budeme potiebovat par dal-
sich pojmu. Pro funkci f: [a,b] — R a déleni D = (ag, ai, . ..,ax) intervalu
la, b] definujeme dolni, respektive horni, Riemannovu sumu (budeme jim tak
fikat, i kdyz by se mély jmenovat po Darbouxovi) jako

k—1 k—1
s(f.D) = |L|mi, respektive S(f, D)= |L|M,,
i=0 =0

kde
m; = inf f(z) a M; =sup f(x) (L; = [a;, ai1]) -

z€l; xzel;

Tyto soucty jsou vzdy definované, s(f,D) € RU {—o0} a S(f,D) € RU
{+o0}. Dolni, respektive horni, Riemanniv integrdl funkce f na intervalu
[a, b] definujeme jako

b b
/ f= / f(z) de =sup({s(f, D) : D je déleni [a,b]}) ,
respektive
/ f= / f(&) dz = inf({S(f, D) : D je délen [a,b]}) .

Tyto vyrazy jsou opét vidy definované a mame fab 1, fab f e R =RU
{—00,+00}.



Definice (druh& definice Riemannova integralu, Darbouxova). Rek-
neme, Ze funkce f : [a,b] — R md na intervalu [a,b] Riemanniv integrdl,
pokud

£f(x) dz = Zf(:p) dr €R .

Tuto spolecnou konecnou hodnotu, kdyz existuje, znacime

/abﬂ:c) dxzfabf

a nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a,b].

Za chvili dokazeme, ze vzdy

b b
[r=]s
a a
Dokazeme také, ze obé definice jsou ekvivalentni: davaji stejné t¥idy rie-

mannovsky integrovatelnych funkci a davaji stejnou hodnotu Riemannova
integralu, je-li definovan.

Tvrzeni (neomezené funkce nemaji integral). KdyZ funkce f : [a,b] —
R neni omezend, potom nemd na |a,b] Riemanniv integrdl, ani podle jedné
z obou definic.

Diikaz. Dokazte si to jako cviceni. a
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