Prednaska 1, 5. Fijna 2015
Kapitola 1. Metrické prostory.

Definice metrického prostoru, izometrie. Metricky prostor je struktura
formalizujici jev vzdalenosti. Je to dvojice (M, d) mnoziny M a zobrazeni se
dvéma proménnymi

d: Mx M =R,

zvaného metrika (nebo vzddlenost), ktera splituje tyto tii axiomy (pro kazdé
tii prvky x,y,z € M):

a) d(z,y) =0 <= z =y,
b) d(x,y) = d(y,x) (symetrie) a
c) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (trojihelnikova nerovnost).

Z axiomu snadno plyne (tloha 3), Ze vzdy d(z,y) > 0 — hodnoty vzdalenosti
jsou nezaporna cisla.

Izometrie metrickych prostort (M, d) a (N, e) je bijekce f: M — N za-
chovévajici vzdalenosti: d(z,y) = e(f(x), f(y)) pro kazdé x,y € M. Existuje-
li takova bijekce, jsou prostory (M,d) a (N,e) izometrické, coz znamend
prakticky nerozlisitelné.

Piiklady metrickych prostoru. V nésledujicich pfikladech se axiomy a)
a b) ovéii obvykle snadno (nicméné viz tlohu 9). Dokazat trojihelnikovou
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Priklad 1. M = R" a p > 1 je realné ¢islo. Na M definujeme metriky
dy(z,y) vztahem

n 1/p
P
i=1

(x = (z1,29,...,%n),y = (Y1,Y2,..-,Yn)). Pro n = 1 dostavame klasickou
metriku |z — y| na R a pro p = 2,n > 2 euklidovskou metriku

dy(z,y) = |lz —yll = V(21 — y1)? + (w2 — y2)2 + -+ + (30 — Yn)? -

Euklidovskymi prostory rozumime metrické prostory (R™,ds) s euklidovskou
metrikou. Pro p = 1,n > 2 dostavame postdckou metriku

di(z,y) = Z |z — yil
i=1
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a prop — o0 maximovou metriku
doo T = max |r; — Y;| .
( ) y) 1<i<n ‘ ) yz’

Priklad 2. Za M vezmeme mnozinu vSsech omezenych funkci f: X — R
definovanych na mnoziné X. Na M pak mame supremovou metriku

d(f,9) = sup | f(x) = g(a)| .

Pokud M = Cla,b] (mnoZina redlnych funkci definovanych a spojitych na
intervalu [a, b]), supremum se nabyva a mame mazimovou metriku
d(f,9) = max |f(x) = g(x)|

Priklad 3. Vezmeme M = Cla,b] a realné ¢islo p > 1. Podobné jako v
prvnim pfikladu mame na M metriky

(0= ([ 156~ o) i) "

Hodnota p = 1 dava integralni metriku a p — oo dava maximovou metriku
z druhého piikladu (tloha 8). Dilezity je opét ptipad p = 2. Co je na expo-
nentu p = 2 zvlastniho? Ukazuje se, ze metrika dy(-,-), v prvnim i ve tfetim
prikladu, je odvozena ze skalarniho soucinu na vektorovém prostoru, a proto
mé fadu péknych a dilezitych vlastnosti.

Vezmeme-li 8irsi tiidu funkei M = R]a, b] (funce majici na [a, b] Rieman-
niv integral), je d,(f, g) definovana, ale nespliiuje axiom a) a nedostavame
metriku. Zménime-li totiz hodnotu funkce f € R[a, b] v jediném bodé, dosta-
neme odlisnou funkci fy € Rla,b], ale d,(f, fo) = 0. (Tato potiz se odstrani
tak, ze misto s R]a, b] se pracuje s R[a, b]/~ pro vhodnou relaci ekvivalence
~)

Piiklad 4. Na souvislém grafu G = (M, E) s mnozinou vrcholtt M mame
metriku

d(u,v) = pocet hran na nejkratsi cesté v G spojujici u a v .

Piiklad 5. Je-li A mnozina (abeceda), mame na mnoziné M = A™
slov délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u =
alag...am,v:ble...bm)

d(u,v) = pocet soufadnic i, pro néz a; # b; .
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Meéfti miru odlisnosti obou slov—mnejmensi pocet zmén v pismenech postacu-
jici k pfeméné u ve v.
Priklad 6. Na dvourozmérné sfére

M - SZ - {(LUhI'Q,x?,) € R3 | ZU% +x§ +ZL'§ = 1}
mame metriku
d(x,y) = délka nejkratsi kiivky lezici v Sy a spojujici x a y .

Konkrétné je d(x,y) rovna délce kratsiho z obou oblouk, na néz body z a y
déli hlavni kruznici K (z,y) jimi prochézejici. K(x,y) je prinik Sy s rovinou
urcenou pocatkem soutadnic a body z a y. Lezi-li tyto tfi body na pfimce (x
a y jsou antipodalni), neni K (x,y) uréena jednozna¢né, ale to nic neméni na
tom, Ze pak d(z,y) = 7. Tuto metriku nazveme sférickou metrikou. MuZeme
ji uvazovat i na podmnozinach S,, napriklad na horni polosfére

Sy = {(1, 22, 73) eR? | x%+x§+x§ =1,23 >0} .

Dokézeme, 7e Sy se sférickou metrikou neni izometrickd Zadné mnozing
X C R" s euklidovskou metrikou. Totéz tedy plati i pro celou sféru. Sféra
ani polosféra se tedy nedaji ,splacnout” do roviny ani zadného jiného eukli-
dovského prostotu se zachovanim vzdalenosti.

Tvrzeni (sféra neni plochd). Kdy? (S5 ,d) je sférickd metrika na horni
polosfére a (X,e), kde X C R", je euklidovskda metrika, potom neexistuje
1zometrie

f: 85 —=X.

Dikaz. PopiSeme vlastnost ¢tveric bodu ¢, u,v,w € R" euklidovského pro-
storu, kterd neni splnéna ve sférické metrice. Je vyjadiena implikaci:

t
e(t,u) = e(t,v) = e(u,v) & e(t,w) = e(w,u) = @
V3 - e(t,v)
5 .
Predpoklad implikace fika, ze body ¢, u, v tvori rovnostranny trojuhelnik se
stranou délky = a ze w mé od t i u vzdalenost rovnou x/2. Pro body t, u,w

= e(w,v) =
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tak trojuhelnikova nerovnost plati jako rovnost: e(t,u) = e(t,w) + e(w, u).
Podle geometrie euklidovského prostoru to znamena, ze w lezi na primce
prochézejici body t a u. Soucasné w lezi v nadroviné téch bodi, které maji od
t i u stejnou vzdalenost. Bod w je tedy stiedem tsecky tu. Cela konfigurace
je rovinnd (vSechny ¢étyfi body lezi v jedné roving) a tsecka vw je vyska
spusténd z vrcholu v na stranu tu. Jeji délka, e(v, w), je (podle Pythagorovy
véty) /3/2 krat x, coz presné tvrdi zavér implikace.

KdyZ na horni polosféfe nalezneme ¢tyti body ¢, u,v,w € S spliiujici
predpoklad predchozi implikace, ale ne uz jeji zaver, budeme hotovi: izometrie
mezi sférickou a euklidovskou metrikou neexistuje, nebot kazdé izometrie ze
své definice implikaci zachovava. Pro to staci vzit body

t=(1,0,0), u=(0,1,0), v =(0,0,1), w = (1/v/2,1//2,0) .

Lehce se vidi, ze skuteéné d(t,u) = d(t,v) = d(u,v) = 7/2 a d(t,w) =
d(w,u) = @ = 7. Bod v je ,severni pdl“ a t,u,w lezi na ,rovniku“, w
uprostied mezi ¢t a u. Ale vSechny body na ,rovniku“ (s z3 = 0) maji od v
tutéz vzdalenost /2. Tedy d(w,v) = d(t,v) = /2 > (v/3/2)d(t,v), a zavér

implikace skutecné neni splnén. O

V kostce Tfeceno, na horni polosféie jsme nalezli ¢tyti body, jejichz Sest vza-
jemnych sférickych vzdalenosti nelze realizovat jako euklidovské vzdalenosti.
Nestacily by na to uz t¥i body (aloha 12)? A co kdyz misto polosféry vez-
meme jen malou sférickou oblast, kam se nase konfigurace ¢tyi bodt nevejde
(dloha 11)7

Piiklad 7. Polozme M = 7 (mnozZina celych ¢isel) a vezméme néjaké prvo-
¢islo p, naptiklad p = 3. Pro z € Z jako ord,(z) ozna¢ime nejvétsi celé ¢islo
e > 0 takové, ze p® déli z; ord,(0) := +o00. Na M definujeme tzv. p-adickou
metriku ((1/2)7° = 0)

dy(,y) = (1/2) 70
Napriklad, kdyz p = 3, tak d,(1, —161) = (1/2)* = 1/16, protoze 162 = 2-3*.

Da se ukazat, ze p-adickd metrika je nejen metrika, ale spliuje dokonce
toto zesileni trojuhelnikové nerovnosti:

dy(,y) < max(dy(z, 2), dp(2,y)) -



Metrikam spliujicim tuto siln€jsi verzi trojuhelnikové nerovnosti se fiké ultra-
metriky (nebo téz nearchimedovské metriky). Pro jednu vlastnost ultrametrik
viz ulohu 14.

Kdyz polozime ||z||, = d,(z,0), dostaneme tzv. p-adickou normu. Protoze
ord,(z122) = ord,(z1) + ord,(z2) pro kazda dvé cela ¢isla z; a 2o, je p-adicka
norma multiplikativni: |21 22|, = ||21]|p - || 22]/p- Trojthelnikova nerovnost pfe-
chézi na nerovnost ||z + 22|, < [|21]lp + || 22]]p-

Obecné nazveme zobrazeni

l-: Z—R

normou na okruhu celych cisel, kdyz (i) vzdy ||z|| > 0, ||z]| =0 <= 2 =0
a ||z]] # 0 pro n&jaké z, (ii) ||z1 - 2z2|| = ||z1]| - ||22]| (multiplikativita) a (iii)
|21 + 22|| < ||z1]] + [|22]] (trojuhelnikova nerovnost). Kromé p-adické normy
je prikladem normy na celych ¢islech obycejna absolutni hodnota || - || = |- |.
A. Ostrowski (1893-1986) dokézal, Ze jiné (netrividlni) normy na Z nejsou.
Ptesné jeho véta tiké nasledujici.

Véta (Ostrowski, 1916). Normy na celych cislech Z jsou prdvé a jen jed-
noho z nasledugicich tri druhi.

1. Trividlni norma: ||0]| =0 a ||z|| =1 pro z # 0.
2. Absolutni hodnota: ||z|| = |z|¢, kde ¢ € (0, 1] je konstanta.

ordy(z

3. p-adickd norma: ||z|| = ¢ ), kde p je prvocislo a c € (0,1) je kon-

stanta.

Tuto vétu dokazovat nebudeme.

Ulohy

1. Dokazte trojuhelnikovou nerovnost pro Hammingovu metriku.
2. Dokazte trojuhelnikovou nerovnost pro grafovou metriku.
3. Ukazte, ze z axiomil metrického prostoru plyne nezapornost metriky.

4. Plyne symetrie z ostatnich axiom® metriky?



10.

11.

12.

13.
14.

Dokazte vzorec pro maximovou metriku: lim, . d,(z,y) = doo (2, y).

Odvodte z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti (a;,b; € R)
(arby + -+ + anbp)® < (af + - +ad) (b7 4 - 4+ b2)

trojuhelnikovou nerovnost pro euklidovskou metriku. Cauchyovu-—
Schwarzovu nerovnost dokazte téz.

Ovérte trojuhelnikovou nerovnost pro supremovou metriku.

Dokazte vzorec pro maximovou metriku pro funkce: je-li f spojita na
[a, b], pak

b 1/p
].. p d = .
i ([ 1r@p ) = ma (o)

Ovéite v piikladu 3 pro M = C|a, b] axiom a) metrického prostoru.
Dokazte pro sférickou metriku trojihelnikovou nerovnost.

Dokazte, ze zadny sféricky vrchlik (¢ast sféry odseknutd rovinou) se
sférickou metrikou neni izometricky mnoziné v R"™ s euklidovskou me-
trikou.

D4 se libovolny sféricky trojihelnik izometricky realizovat v roviné (s
euklidovskou metrikou)?

Ovértte, ze p-adicka metrika je opravdu ultrametrika.

Dokazte tuto neintuitivni vlastnost ultrametrického prostoru: kazdy
trojihelnik je rovnoramenny.



