Prednaska 13, 8. ledna 2014

Budeme dokazovat analyti¢nost holomorfnich funkci. Pro jednoduchost se
omezime na celistvé funkce, tj. funkce holomorfni na celém C. Dokéazeme
nasledujici.

Véta (celistva funkce je globalné analyticka). Necht f : C — C je
celistvd funkce. Pak pro kaZdé n = 0,1,2,... ezistuje f(0) a pro kaZdé
z € C plati, Ze

> f(n)
=S 100

n!

— f je souctem své Taylorovy Tady se stredem v pocatku.

Pro ditkkaz budeme potfebovat komplexni integraci. Pfipominame M L
odhady: kdyz v : [a,b] — D je kiivka, f : D — C je spojita funkce (D je
oteviend mnozina), pak

/4SAM,
v

kde M je maximum |f(z)| pro z probihajici k¥ivku (tj. jeji obraz {y(¢) | a <
t <b}) a L jejeji délka. Déle, kdyz f mé na D primitivni funkci, ¢ili existuje
holomorfni funkce F : D — C, ze F' = f na D, pak (stejné jako pro redlny
Riemanntv integral)

/fz/ F'(y(t) - ~'(1) dt:/ (F(v(1))" dt = F(y(b)) — F(~(a))

— integral se rovna rozdilu hodnot primitivni funkce v koncovém a pocatec-
nim bodu kfivky. Je-li navic v uzaviend, je v této situaci f7 f=0.

Obdélnikem R budeme rozumét mnozinu R = {a +bi € C | a3 < a <
az,by < b < by}, kde a;,b; € R (takze R mé strany rovnobézné s osami).
Hranici obdélniku (coz je uzaviend kiivka, dokonce lomend ¢ara) budeme
vzdy orientovat proti sméru hodinovych rucicek.

Véta (o obdélniku). Necht f : C — C je celistva funkce, R C C je
libovolny obdélnik a v = OR je jeho hranice. Pak

/Vf:c).
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Dikaz. (Na prednasce jsem ho podrobné nevykladal.) Mame rovnost

4
1= = ,
=2

kde 7; jsou (proti sméru hodinovych ruci¢ek orientované) hranice ¢tyf po-
loviénich obdélnikd R;, na néz je R rozdélen dvéma tseckami spojujicimi
stredy protilehlych stran. To plyne z toho, Ze integraly pies spole¢né tisecky
kiivek v; se diky opacné orientaci rusi. Z trojthelnikové nerovnosti vyplyva,
ze pro néjaké jo € {1,2,3,4} je
[
Vo 4

vil=1/2, 7=1,...,4.

Co se tyce délek krivek, mame

Obdélnik R;, stejnym zpiisobem rozdélime na ¢tyti poloviéni obdélniky. Mezi

nimi je opét (alespon) jeden takovy, ze integral f pfes jeho hranici je v

absolutni hodnoté alespon 1| f%_ f| = {5|I]. Toto opakujeme a dostaneme
0

takovou nekonecnou posloupnost do sebe vnorenych obdélniki R = Ry D
Ry D ..., Zze R,,1 méa polovi¢ni velikost oproti R, a jejich hranice v, = 0R,

splnuji 1 o
v
> 21 =7

Diky kompaktnosti existuje (jediny) bod zq € C, Ze

ﬂ R, = {ZO}

(dloha 1). Protoze f'(zo) existuje a 7, — zp pro n — oo, pro dané € > 0
existuje n € N, Ze pro kazdé z lezici na (obrazu) v, je

f(2) = f(z0) = f'(20)(z = 20) = 6(2) - (2 — 20), [6(2)] < €.



Pak

- ‘/%f’S‘ln(f(20)+f’(20)(2—20))dz

< 04 elval - Il = e(7]/2")?,

_|_

[m d(2) - (2 — 20) dz

diky nulovosti pfedposledniho integralu (f(zo) + f'(20)(z — 2z0) mé na C pri-
mitivni funkei f(20)z + f'(20)(2 — 20)?/2) a diky ML odhadu posledniho
integralu (jisté |z — 29| < |v,| pro kazdy bod z na v, a délka kiivky =, je
>|7]). Takze ;

1] < =]

pro kazdé € > 0, a proto I = 0. O

Dikaz funguje beze zmény a véta plati i v obecnéjsi situaci, kdy je f holo-
morfni jen na oteviené podmnoziné D C Ca R C D.

Tvrzeni (o primitivni funkci). KaZdd celistvd funkce f: C — C md na
C primitiont funkci F'.

Diikaz. Pro u,v € C zavedeme znaceni

[=1.
u ¥(u,v)

kde y(u,v) je (viceméné) jednoznaéné urcend kiivka spojujici (v tomto po-
fadi) body u a v, jez sestava z vodorovné (tj. rovnobéiné s redlnou osou)
tsecky zacinajici v u a na ni navazujici svislé (tj. rovnobézné s imaginarni
osou) tsecky koncici ve v. Pro libovolné tfi body u,v,w € C mame rovnost

[ L=1r

kde o je kiivka vy(u,v) + v(v,w) — y(u,w) (tj. z u jdu po y(u,v) do v, pak
z v po Y(v,w) do w a pak z w v opacném sméru po vy(u,w) zpét do u).
Kfivka o (pfesnéji, jeji obraz) je tedy wzaviend pravoiuhld lomend ¢dra. Tim
rozumime uzavienou lomenou ¢aru v C, jejiz kazda tsecka je vodorovna nebo
svisla. Navic nase o ma nejvyse Sest bodl zlomu. Neni tézké ukazat, ze kazda
uzaviend pravouhla lomena ¢ara (s jakymkoli po¢tem zlomu) se d4 napsat
jako soucet hranic obdélniki (tloha 2). Napfiklad, kdyz u =0, v =1+1i a
w = —1 — 4, pak ma o body zlomu —1, 1, v, —1 4+ a w (u lezi na Gsecce
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(—1,1) C ~v a neni zlomem) a 0 = 01 + 0y, kde o7 je hranice obdélniku s
vrcholy —1,1,v a —1 44 a 05 je hranice degenerovaného obdélniku s vrcholy
—1 aw (anulovou sitkou). (Nakreslete si obrazek, ja jsem na to liny.) Posledni
integrél je tedy diky pfedchozi vété (a tloze 2) vzdy nulovy a méme rovnost

I

Po této tvaze definujeme funkci F'. Pro z € C polozime

o= /o B /w(o,z) "

Pro kazdé h € C podle pfedchozi tvahy (pouzité pro v = 0,v = z+ h a
w = z) plati rovnost

z+h
F(z+h)—F(z):/ :/( "
z Y(z,2

Ziejmé f;+h 1 = h (pomoci primitivni funkce). Tedy (h # 0)

F(Z - h})l - F(Z) B f(Z) B % [/(Z,z—l—h)(f(t) i f(Z)) "

Protoze |y(z,z+h)| < 2|h| a f je v bodé z spojita (mé tam dokonce derivaci),
ML odhad dava, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0, ze pro 0 < |h| < 4 je
posledni integral v absolutni hodnoté nejvyse 2|hle. Pro h — 0 tedy jde vyraz
na pravé strané k 0, tedy i ten na levé a F'(z) = f(z), coz jsme potfebovali
dokazat. a

Konstrukci primitivni funkce pomoci integralu jsme vidéli jiz v MAII v ka-
pitole o Riemannové integralu.

Tvrzeni (integril pfes uzavienou ktivku je 0). Pro kaZdou celistvou
funkci f: C — C a kaZdou uzavienou krivku v je

/szo.



Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni méa f na C primitivni funkci. Podle po-
znamky vyse tedy f7 f=0. O

Obé pfedchozi tvrzeni a vétu nyni rozsifime na t¥idu funkei mirné zo-
becnujici celistvé funkce. Pro celistvou funkci f : C — C a bod a € C
definujeme novou funkci g : C — C jako

f(z) = f(a)

Z—a

9(2) = proz#a a g(a) = f(a)

Funkce g je zjevné spojita na C a holomorfni na C\{a}, ale zda existuje ¢'(a)
neni jasné. (Pomoci vlastnosti holomorfnich funkei lze dokazat, Ze existuje
— tloha 3.)

Véta (o obdélniku II). Je-li R C C libovolny obdélnik a v je jeho hranice,
pak predchozi funkce g také spliuje, Ze

/gzO.
.

V dusledku mad g na C primitivni funkci a f,y g = 0 ¢ pro kaZdou uzavrenou
krivku .

Dikaz. Lezi-li a mimo R, je fﬁ/ g = 0 podle véty o obdélniku a poznamky za
ni. Uvazme piipad, Ze bod a = a; + asi lezi uvniti R. Necht 6 > 0 je malé
¢islo. Dvéma svislymi a dvéma vodorovnymi pfimkami danymi rovnicemi
Re(z) = a1—4d, Re(2) = a1+6, Im(z) = ay—d aIm(z) = ay+0 rozdélime R na
devét mensich obdélniki, které ocislujeme jako Ry, Rs, ..., Ry zleva doprava
a shora dolii. Tedy a lezi uvniti Rs a vné ostatnich. Jejich hranice oznac¢ime
jako v; = OR;, j = 1,2,...,9. Mame |y5| = 8J. Necht M = max.cp |g(2)|
(g je na R spojita). Jako v dikazu véty o obdélniku vyjadiime f7 g soucCtem
integralti pfes hranice deviti mensich obdélnik:

9
/g Z/g‘§8-0+M-86:8M§,
Y j=1“7

diky ML odhadu f% g a nulovosti ostatnich osmi integrali. To plati pro
kazdé & > 0, takze fvg = 0.

Pokud a lezi na v, postupujeme podobné pomoci rozdéleni R na Sest men-
sich obdélnikd nebo na ¢tyii, podle toho zda a lezi uvniti strany obdélniku
R nebo se rovna jeho rohu.




Diitkazy toho, ze ¢ ma na C primitivni funkci a ze fA/ g = 0 pro kazdou
uzavienou kfivku v uz probihaji beze zmény. O

Necht z,t € C a |t| > |z|. Pak geometrickd fada déva

1 1 71+z+z2+
t—z t l—z/t t 2 3 7

Pro pevné z a § > 0 je konvergence této fady stejnomérnd v parametru t,
pokud [t| > |z| + 6.

Ptipomenme si, ze kruznice C' s polomérem R > 0 a stfedem 0 je dana
jako C': [0,27] — C, C(t) = Re" = R(cost + isint) — je tedy orientovana
proti sméru hodinovych rucicek — a ze jsme v minulé prednésce (skoro)

spocetli, ze
dz ,
— =2 .
c <

Vzorecek ted zobecnime.

Lemma. Necht z € C a C je kruznice se stredem v 0 a polomérem vétsim
nez |z|. Pak

Diikaz. (Neuveden na piednéasce.) Zlomek 1/(t — z) v integrandu nahradime
predchozi fadou. Diky stejnomérné konvergenci ji mtzeme integrovat ¢len po
¢lenu (odpovidajici vétu jsme si dokazali jen pro realné funkce, ale plati i pro
komplexni) a dostaneme

/t_z_z /thrl: __27”

protoZe integraly s n > 1 jsou vSechny nulové (jejich integrand ¢t~ ma na
C\{0} primitivni funkei —t="/n). O

Véta (Cauchyho [-ni vzorec). Necht z € C, C je kruZnice se stredem v
0 a polomérem vétsim nez |z| a f: C — C je celistva funkce. Pak

f) =5 [ 102
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Diikaz. Podle véty o obdélniku II a lemmatu mame
/ O =T gy o aze [ L0 g = pe) / WU orif(z),
C t— 2 C t— 2 cl—%

coz je Cauchyiv vzorec a

S pomoci Cauchyho vzorce ted snadno dokézeme tivodni vétu prednasky.
Funkce f: C — C bud celistva a z € C bud libovolny bod. Vezmeme jakou-
koli kruznici C' se stfedem v 0 a polomérem vétsim nez |z| a zlomek 1/(t — z)
v Cauchyho vzorci nahradime hotejsi fadou. Diky stejnomérné konvergenci
ji mizeme integrovat ¢len po ¢lenu a dostaneme

1 fO)dt\ , ~—~ . 1 [ ft)at
f(Z)—nZ:OQ—m(/C e+l )Z —Zanz ’a”_%/c Al

n=0

Tato rovnost plati pro kazdé z lezici uvniti C'. Podle tvrzeni o jednoznacnosti
koeficienti mocninné fady z minulé pfednasky jsou tyto koeficienty nezavislé
na C' a proto rovnost plati pro kazdé z € C. Dale, jak vime, funkce dana
mocninnou fadou mé (na disku konvergence) derivace vSech fadu, jez jsou
dany mocninnymi fadami vznikljymi derivaci ¢len po ¢lenu. Tedy

fM(z) = i k(k—1)...(k—n+1)az*" a f™(0) =nla,
k>n

— a, je nevyhnuteln& n-ty Taylortiv koeficient £ (0)/n! funkce f. Tim je
dtikaz dokoncen.

Ulohy
1. Dokazte pomoci véty o vnorenych intervalech, ze prinik vSech obdél-
nikd R, je jediny bod.
2. Dokazte, ze kazda uzaviena pravouhla lomena ¢ara v C je soucet hranic

obdélnik.

3. Necht f: C — C je spojitd na C a holomorfni na C\{a}. Dokazte, ze
i f'(a) existuje. (Navod: pomoci nésledujici tlohy.)

4. Dokazte, ze kdyz je f : C — C spojita a fv f = 0 pro hranici v kazdého
obdélnika, potom je f na C holomorfni. (tzv. Morerova véta.)



