Prednaska 12, 21. prosince 2015

Vysledky o mocninnych fadach s readlnymi koeficienty rozsirime na mocninné
fady s koeficienty komplexnimi. Diikazy jsou pfimocara zobecnéni realného
pfipadu a nebudeme je uvadét. Polomeér konvergence R € [0, +00) U {400}
mocninné fady

o0
M = Zan(z —z)"
n=0
se stfedem zy € C, proménnou z a koeficienty a,, € C je ddn Hadamardovym

vzorcem 1

N hm Supn%oo |an|1/n ‘

Pro kazdé z € B(zo, R), kde B(z9,R) = {z € C | |z — 20| < R} je disk
konvergence (mocninné fady M ), fada M absolutné konverguje a pro kazdé
z € Cs |z — 2| > R fada M diverguje. Pro z z hrani¢ni kruznice muze
M konvergovat ¢i divergovat. Je tak definovana funkce M : B(z, R) — C,
M (z) € C je soucet moc. fady M v bodé z. Konvergence mocninné fady M
na disku konvergence je lokalné stejnomérna, jinymi slovy: pro kazdy polomér

Ss0< S <R,

M = na B(z,5) .

Diky tomu lze zaménit sumu a derivaci a derivovat M c¢len po Clenu; totéz
pro integraci. Vznikl4d mocninné rada

N = Znan(z )
n=1

mé tyZz polomér konvergence jako M a ji odpovidajici funkce N(z) je na
disku konvergence derivaci funkce M (z): na B(z, R) je M'(z) = N(z). To
1ze opakovat a dostavame, Ze funkce M (z) mé na disku konvergence derivace
vSech tadt a tyto funkce jsou dané mocninnymi fadami vzniklymi z fady M
opakovanym derivovanim ¢len po ¢lenu.

Diilezité je, ze funkce dand mocninnou fadou ji jednozna¢né urcuje. Staci
k tomu znat hodnoty funkce na jakékoli mnoziné argumentti, jez obsahuje
limitni bod zy. Pro jednoduchost se omezime na pripad zy = 0 a obecné
29 € C ponechame jako tlohu 1.



Tvrzeni (jednoznacnost koeficientti mocninné fady). Necht

M = ianz"

n=0

ma polomér konvergence R > 0, (zx) C B(0, R) je posloupnost nenulovyjch
bodi konvergujici k0 a M(z;) = 0 pro kazdé k € N. Pak a,, = 0 pro kaZdé
n € Ng — M ma vsechny koeficienty nulové.

Diikaz. Protoze funkce M(z) je spojitd na B(0,R), je ag = M(0) =
limy 0o M (25) = limg_,00 0 = 0. Necht uz jsme dokazali, ze ag = a1 = -+ =
a,—1 =0, n > 1. Pak pro z € B(0, R) mame rovnost funkci

M(z) = 2™(an+ ani1z + Gpoz® +...)
= 2"N(2), N = ap + ni12 + Qpio?® + ...

(N ma tyz polomér konvergence jako M). Protoze M(z;) = 0 a z}! # 0 pro
kazdé k, je N(z) = 0 pro kazdé k. Ale N m4 jako konstantni ¢len a,, a tak
podle argumentu na zacatku dikazu je i a, = 0. a

Dusledek. Necht f,g: U — C, kde U C C je okoli 0, jsou dvé funkce dané
na U soucty dvou mocninnych tad se stredem v 0. Pokud

fz) =9(z), k=1,2,...,

na néjaké posloupnosti (zx) C U nenulovych bodi jdouci k 0, potom se ko-
eficienty téchto mocninngch fad rovnaji a f(z) = g(z) pro kazdé z € U.

Diikaz. Necht f je dand moc. fadou M = > " ja,z" a g moc. fadou N =
00 n . sy
Y o bnz™. Mocninna fada

P=M-N=> (a,—b,)"
n=0

konverguje na U a P(z;) = 0 pro kazdé k. Tedy a,, — b, = 0 pro kazdé n a
f=gnalU. a

Totéz se da dokazat, pokud z, — 29, 2, # 2o, pro libovolny jiny bod zy € U.
Rekneme, 7e funkce f : D — C je (lokdiné) analytickd na oteviené
mnoziné D C C, pokud pro kazdé zy € D existuje r > 0, Ze B(zp,7) C D
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a f je na B(zp,r) ddna souftem mocninné fady se stfedem v z. Funkci
f: D — C nazveme globdlné analytickou na D, kdyz pro kazdé zyp € D a
kazdé r > 0, ze B(zo,7) C D, je f na B(z,r) ddna sou¢tem mocninné fady
se stfedem v zy. Zakladni véta o holomorfnich funkcich, jiz jsme vyslovili na
minulé prednasce, ma nasledujici ekvivalentni formulaci.

Véta (zakladni véta o holomorfnich funkcich). Ndsledujici vlastnosti
funkce f: D — C, D C C je otevrend mnozina, jsou ekvivalentns.

1. f je na D holomorfni.
2. f je na D analytickd.

3. f jena D globdlné analytickad.

Implikace 3 = 2 je trivialni a implikace 2 = 1 plyne jednoduse z vlastnosti
funkci danych mocninnou fadou. Obtiznd a hluboké je implikace 1 = 3 a
jejl specialni piipad dokazeme v pfisti (posledni) pfednasce, pro tzv. celistvé
funkce: celistva funkce je funkce f: C — C, holomorfni na celém C. Ted si
ve dvou prikladech ukaZzeme, ze realné funkce takové vlastnosti nemaji.

Piiklad 1. Funkce f: R — R definovand jako f(z) = 0 proz <0 a
f(z) = z? pro z > 0 mé na celém R derivaci f'(z) = 0prox < 0a f'(z) = 2z
pro x > 0. Ale f”(0) = 0 a f7(0) = 2, takze uz f”(0) neexistuje. (Pro
komplexni funkce existence prvni derivace implikuje existenci derivaci vSech
fada.) Tedy, podle zdkladni véty, neexistuje holomorfni funkce g : U — C
definovand na okoli 0, jejiZ zizeni na realnou osu by se rovnalo funkci f (pak
by f musela mit derivace vSech ¥adi). Dalo by se to dokazat néjak jednoduse
pfimo, bez pouziti zakladni véty (loha 2)7

Piiklad 2. O funkci f : R — R definované jako f(0) = 0 a f(z) =
exp(—1/x?) pro z # 0 se d4 dokdzat (loha 3), Ze ma na celém R derivace
viech fadt a f(™(0) = 0 pro kazdé n € Ny. V okoli 0 tedy f nemiize byt
souctem své Taylorovy fady, protoze ta ma vSechny koeficienty nulové, ale f
zdaleka neni identicky nulova funkce.

Integraly v komplexnim oboru. Pro dikaz zékladni véty je klicova kom-
plexni integrace. Roli intervalt u redlnych integralt ptrebiraji v komplexnim
oboru kfivky, a proto zacneme s nimi. Kvivkou budeme rozumét zobrazeni
v : [a,b] = C definované na realném intervalu, které je spojité, po ¢astech
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hladké (to znamena, Ze existuje déleni a = ay < a; < --- < ax = b, Ze ¥ ma
na kazdém intevalu (a;, a;+1) spojitou prvni derivaci a ta ma v kazdém bodé
déleni a; jednostrannou limitu) a pro které 4/(¢) = 0 jen pro koneéné mnoho
t € [a,b]. Kiivka je uzaviend, pokud

v(a) = ~(b)

— pocatecni a koncovy bod splyvaji.

Definice (kfivkovy integral). Necht D C C je oteviend mnoZina, v :
la,b] — D je kiivka a f: D — C je spojitd funkce. Definujeme

/ f= / f(2)dz = / FO/(0)) A (8) dt
= [ Re(sG) @) di i [ m(r60) ) di

— oba posledni integraly jsou obvyklé Riemannovy integrdly redlnych funkci
redalné promenne.

Uvedeme bez dtikazi nékolik vlastnosti kiivkovych integralti a nékolik pfti-
klad.

Typicky priklad kiivky je jednotkova kruznice C' (se stfedem v pocatku),
C: [0,27] = C, C(t) = exp(it) = €" = cost + isint. Spocitejme [, f pro
dvé funkce f(2) = 2% a f(z) =1/z:

2
/C,z2 dz = /0 e*tie dt = i[e*/3i] 5” =i(1/3i — 1/3i) =0

27 21
/ 2 Vdz :/ e el dt = z/ 1dt =2mi .
C 0 0

Prvni rovnost je zvlastni pripad obecného dulezitého faktu, ktery dokazeme v
pristi prednasce: fw f = 0 pro kazdou celistvou funkci f a kazdou uzavienou
kiivku 7 (tloha 4). Druhé rovnost ukazuje, Ze nestaéi, aby f byla holomorfni
jen na néjaké oteviené nadmnoziné D (obrazu) kifivky v: 1/z je holomorfni
na D = C\{0}, jez obsahuje jednotkovou kruznici C, ale integral neni 0.

Probéhneme-li kiivku v opa¢nym smérem — ~ nahradime kiivkou A :
la,b] = D, A(t) := v(a + b —t) — integral zméni znaménko (uloha 5):

fo=-)
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(to zname i pro Riemanntv integral). Jinak je vSak hodnota integralu jedno-
znafné dana jiz pouze obrazem kiivky, tj. mnozinou {y(¢t) | a <t <b} C C
(je-li v prostd), a orientact, tj. smérem probihani (ktery krajni bod 7 je
pocateéni a ktery je koncovy), a nezdvisi na vlastni parametrizaci kiivky.
Zformulujeme tuto nezavislost presné v nasledujicim tvrzeni bez dikazu.

Tvrzeni ([ nezavisi na parametrizaci k¥ivky). Necht
v: [a,b) = D, A: [e,d] =D a f: D—C, DCC je oteviend ,
jsou dvé krivky a spojitd funkce. Predpoklddejme, Ze existuje (redlnd) funkce
po e, d] = fa,b]

ktera je bijekce, md na [c, d] spojitou a nezdpornou pruni derivaci (tedy p(c) =
a ap(d) =0b) apro kazdé t € [c,d] spliuje N(t) = ~v(u(t)) (v tomto smyslu
magi krivky v a \ stejné obrazy). Pak

Af=£f-

Napriklad, pokud si nékdo vyvzpomene, Ze jednotkovou kruznici C' pa-
rametrizuje jinym zptsobem jako A; : [0,1007] — C, \(t) = e®/%
nebo jako Xy : [0,1] — C, M\y(t) = €™, ukazuje tvrzeni diky funkeim
py: [0,1007] — [0, 27, pui(t) = t/50, a g : [0,1] — [0, 27], pa(t) = 27t2, Ze
integral vyjde stejné jako s pivodni parametrizaci: [, f = f/\l f= fAQ f.

Jesté poznamka o orientaci uzavienych kiivek ~y, které krajni body ne-
maji, resp. maji pouze jeden. Uvazme jen piipad, Ze obraz 7 je kruznice nebo
hranice obdélnika, kdy je definice ,vnittku* ~ jasna. Orientace proti sméru
hodinovijch rucicek je parametrizace, kdy vnitfek v lezi vzdy po levé strané
tecného vektoru /().

Jina dilezita nezavislost integralu na kfivce je uvedena v nasledujicim
tvrzeni, jez je ovsem snadnym disledkem nulovosti integralu pies uzavienou

kiivku (tloha 6).

] —

), a

Tvrzeni (| skoro nezévisi na k¥ivce). Nechty: [a,b] - CaX: [,
C jsou dvé krivky spojugici tytéZ body, to jest v(a) = M) a y(b) = A(
f: C— C je celistvd funkce. Pak

-1
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O f nestaci predpokladat pouze, ze je holomorfni na néjaké oteviené mnoziné
obsahujici obrazy obou kiivek (tloha 7).

Podobné jako kazdy Riemanntiv integral f: f mame v absolutni hodnoté
shora odhadnut veli¢inou sup,.,-, |f(x)| krat b — a (délka intervalu), mame
pro kazdy kiivkovy integrél tzv. ML odhad

f‘ ‘/f dt‘<rg§<>§,!f |/|7t|dt

(aloha 8). Zde L je délka kiivky ~ (dlohy 9 a 10).

Ulohy

1. Jak se tvrzeni o jednoznacnosti koeficientt mocninné rady dokaze, kdyz
se limitni bod 0 nahradi nenulovym komplexnim ¢islem?

2. Dokazte primo, bez pouziti zakladni véty, ze funkce f z prikladu 1 nema
holomorfni rozsifeni na okoli 0.

3. Dokazte uvedené tvrzeni o derivacich funkce f.

4. Necht kiivka o je hranice ¢tverce s vrcholy 144. Napiste parametrizaci
o a pfimo z definice komplexniho integralu dokazte, ze pro f(z) = 22

je [ f=0.

5. Ukazte, ze zménou orientace kiivky se zméni znaménko kiivkového in-
tegralu.

6. Odvodte posledni tvrzeni predndsky z nulovosti integralu celistvé
funkce pres uzavienou kiivku.

7. Uvedte priklad dvou kiivek v a A spojujicich tytéz body a lezicich v
oteviené mnoziné D C C a funkce f holomorfni na D, Ze fv f# [ f

8. Proc je veli¢ina M definovana a konecna?
9. Proc¢ je L délka kiivky a pro¢ L < +oo?

10. Je mozno fici, ze L je délka obrazu kiivky ~?



