Prednaska 10, 7. prosince 2015

Nejprve dokézeme ortogonalitu sinti a cosini. Pak uvedeme postacujici pod-
minku pro konvergenci Fourierovy fady funkce a nakonec dokazeme slavny

vzorec L. Eulera
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Diikaz. (Ortogonalita sinti a cosind.) Pro dikaz redlnou integraci viz zapis
z prednasky pred 2 lety. Nyni pouzijeme integraci komplexni. Pro ¢ € Z
bud I. = [7_exp(icz)dz. Pro ¢ = 0 ziejmé Iy = 27 a pro ¢ # 0 je I, =
lexp(icz)/ic]™ . = 0, protoze exp(iz) = cosz+isinz je 2m-periodicka funkce.
Prom,n € Z se I,, ., na jednu stranu rovna 0 pro m—+n # 0 a 27 pro m+n =
0, a na druhou stranu to jei [”_(cos mx +isin ma)(cos ne+isinnx) dz, tedy

™ ™
/ (cos mx - cos nz — sinmz - sin nx) —H'/ (cosmx - sin nx 4 sin ma - cos nx)
—Tr —T
(dx vynechano, aby se to veslo). Imaginirni ¢ast je vzdy 0, takze druhy
[ se vzdy rovna 0. Zaména m za —m zméni ve druhém | znaménko +
na — a sec¢tenim obou rovnic mame f_ﬂﬂ cosmz - sinnx dr = 0 pro kazdé
. ’ 7 ’ ’ s s ™
m,n € Z. Stejnd Gvaha pro prvni [ dava i f—7r cosmx - cosnr dr = 0 a
s . . v v
[* sinmaz - sinnz de = 0, kdyz m # £n. Kdyz m = £n # 0, dosta-
—T
neme z prvniho [ dvé rovnice, v nichZ na levych stranich jsou znaménka
— a + a na pravych 0 a 27 (nebo naopak). Jejich secteni a odeCteni dava
™ s . z / o’ 7 N
[T cos>max dx = [T _sin® mx dx = 7 pro nenulové m € Z. Zbyvajici piipad
—Tr —Tr
. ey ’ ™ s .
m =n =0 je trivialni (7 cos?0x dz =2 a ["_sin® 0z dz = 0). a
—T —T

Rekneme, Ze funkee f : [a,b] — R je na intervalu [a, b] po édstech hladkd,
kdyz existuje takové déleni

a=qy<ar<ay<---<a,=>

tohoto intervalu, ze f ma na kazdém intervalu (a;, a;11) spojitou prvni deri-
vaci (sama f je tedy na tomto intervalu také spojitd) a v délicich bodech méa
f vlastni jednostranné limity f(a; + 0), f(a; — 0), f'(a; + 0), f'(a; — 0). Zde
zavadime oznaceni

fla; = 0):= lim f(x)

T—a



a podobné pro ostatni jednostranné limity. (Staci predpokladat existenci
vlastnich limit f'(a;+0), f'(a; —0), existence vlastnich limit f(a;+0), f(a;—0)
uz plyne Lagrangeovou vétou o stfedni hodnoté.) Snadno se vidi pomoci Le-
besgueovy véty, ze po ¢astech hladka funkce je riemannnovsky integrovatelna
(aloha 1). Pro po ¢astech hladké funkce Fourierova fada bodové konverguje:
v bodech spojitosti k funkéni hodnoté a v délicich bodech k aritmetickému
pruméru jednostrannych limit.

Véta (Dirichletova, o bodové konvergenci F. fady). Necht f : R — R
je 2m-periodickd funkce, jejiz zuZeni na interval [—m, 7| je po cdstech hladké.
Pak Fourierova tada funkce f(x) na R bodové konverguje k funkci

flz+0)+ fx-0)
: :

V kazZdém bodu spojitosti x funkce f tedy jeji Fourierova Tada konverguje k

hodnoté f(x).
Dikaz. Priste. O

Jen bodova konvergence Fourierovy rady je slaba vlastnost, protoze, jak vime,
obecné neumoznuje limiténi, derivovani a integrovani rady clen po ¢lenu. Je-
li f na [—7, 7] po ¢astech hladkd avSak nespojité v alespori jednom bodé, jeji
Fourierova fada nekonverguje k (f(x+0)+ f(z—0))/2 na [—n, 7| stejnomérné
— jinak by funkce (f(x+0)+ f(z —0))/2 jako stejnomérny soucet spojitych
funkci musela byt spojita, ale to neni (tloha 2). Pro po ¢astech hladkou a
spojitou funkci jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné.

Véta (o stejnomérné konvergenci F. fady). Necht funkce f: R — R je
2m-periodickd a spojitd a jeji zuZeni na [—m, 7| je po cdstech hladké. Pak je
f na R stejnomernym souctem své Fourierovy rady.

Dikaz. Nebudeme délat. O

Néasledujici dva piiklady jsem na prednasce nestihl pfednést, ale ponechavam
je tu.

Piiklad 1. Rozvineme funkci f(x), definovanou na intervalu [—m, )
jako f(x) = 2% a 2m-periodicky rozsifenou na R, do Fourierovy fady. Je to
sudé funkce, sinové Fourierovy koeficienty b,, jsou proto nulové (integrél liché



funkce pres [—m, 7] je nula). Cosinové Fourierovy koeficienty jsou (integral
sudé funkce pfes [—7, 7] je dvojnasobek integralu pfes [0, 7])

2 [7 272
ao——/ 2dr =
0

7 3
a, pron € N,
(sin(nz)/n)’ (—cos(nz)/n)’
2 [T 9 —_—— 2 9 . ﬂ. 4 4 —
a, = = [ 2* cos(nz) do=— [z sm(n:p)}o—— x sin(nz) dx
™ Jo ™M ae——— TN Jy
0
4 4 T 4
_ —[xcos(nx)]g——/ cos(nz) dz = (—1)" %
™2 eee— —— 7?2 J, n?

m(=1)" —0/_/

ProtoZe f(z) (= z? na [—m,7]) je spojitd a po ¢astech hladka funkce, podle
predeslé véty

—+4Z nCOs(n :3f() na R .

Dosazenim z = 7 dostavame
2 o0 n 0 2
5 T L (=1) 1 7
= — 44 -1 ted e

Podobné pro x = 0 mame

00 n+1 2
>3

n=1

>1

(viz tlohu 9).

Priklad 2. Rozvineme funkci f(z), definovanou na intervalu [—m, 7) jako
f(x) = m — x a 2m-periodicky rozsifenou na R, do Fourierovy fady. Nulty
cosinovy F. koeficient je

ag = l/‘W(W—l‘) dx = % (271'2 — [x2/2]7_r7r) —

™ —Tr
Dalsi cosinové koeficinty uz jsou nulové, protoze pro n € N mame

(f(x),cos(nz)) = (1, cos(nx)) — (x,cos(nx)) =0—-0=0
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(prvni nulu mame podle tvrzeni o ortogonalité sint a cosinti a druhou protoze
integrujeme lichou funkeci pfes [—, 7). Sinové F. koeficienty pro n € N jsou

by — % /_ :(w _ o) sin(nz) da
_ %(W — ) (/) cosna)]” %/i cos(na) dm)
2r(=1)"/n ‘—\Of—"
:(—w%.

Dana funkce je po ¢astech hladka, ale v bodech (2k+1)7, k € Z, je nespojita.
Podle Dirichletovy véty

T+ Qi%sin(nx) — f(z) naR\{...,=3m, —7m,m,3m,...}.
n=1

V bodech z = (2k + 1)7, k € Z, tato Fourierova fada konverguje k hod-
noté (0 + 27)/2 = 7, zatimco f((2k + 1)m) = 2m. Dosazenim x = /2 po
jednoduchych upravach dostaneme rovnost

) 1+1 1+ o
3 5 7 4

Eulertv vzorec, ktery jsme v prvnim piikladu odvodili Fourierovym roz-
vojem, nyni dokdzeme elementarné, bez pouziti Fourierovych fad.

Véta (Eulertv vzorec).
2

2 — 4
— k 6
protoze

"1 21 (7 sin((n + 3)z)

= dr — 0, n — oo .
27 Jo 4 2sin(z/2) * e



Diikaz. Nejprve odvodime identitu pro zbytek fady a pak dokézeme kon-

vergenci k 0. Z exp(iz) = cosz + isinz, x € R, a vlastnosti exponencialy

mame

exp(i(2n+1)x) — 1
exp(iz) — 1

1+ ZZcos(kx) = Z exp(ikr) = exp(—inz)

exp(i(n + 3)z) — exp(—i(n + 3)z)
exp(iz/2) — exp(—iz/2)
2isin((n + %)x)

2isin(z/2)
a tak )
1« in((n + 5
-+ Cos(k:x)zsm((,n—Q)x),xER,
2 2sin(z/2)

kde pro x = 2mm, m € Z, je zlomek % definovan svou limitni hodnotou.
Spocteme integraly I, = [ wcos(kz)dx a J, = [ a*cos(kx)dx, k € N
(druhy jsme uz pocitali). Integrace per partes dava

I, = [zsin(kz)/k]y — %/OW sin(kz) dr = [cos(k;x)/kQ]g

(=" -1
2

Jp = [:p2sin(k‘x)/k}g—%/ zsin(kz) dz
0

a

or 2 [
= [2zcos(kz)/k }0 - ﬁ/o cos(kx) dx
2m(—1)*
k2

Integral ze znéni véty se proto rovna

T 1/7r ) n n
oo = = | (@ =2mx)dzx+ ) Jp—2m) I
o= el L

= —7T—3—i-27rii

2
3 — k

and identita je dokazana.



Ze pro n — oo integral jde k 0 je vidét z

/wa(x_%)% /f sin((n +1/2)x) du

kde funkce f(z) = x(z —2m)/2sin(z/2) je spojita na [0, 7] (v 0 ma konecnou
limitu). TakZe konvergence k 0 plyne z

modifikace Riemannova—Lebesgueova lemmatu. Kdyz je f : |a,b] — R spojitd

funkce, pak
b

lim [ f(z)sin((n+1/2)x)dx=0.

n—o0
a

Dokazme to. Je-li f = ¢ konstantni, je

[l ]

Obecna f je dokonce stejnomérné spojita, protoze |a,b] je kompaktni. Pro
dané € > 0 tak existuje § > 0, ze z,y € [a,b], |z —y| < d = |f(z)— f(y)| < e.
Interval [a,b] rozdélime body ¢ = ap < a3 < --- < ax = b na intervalky
I, = [a;,a;41] s délkami |I;| = a;41 — a; < 6. Potom pro = € I; mame
f(z) = f(a;) + Ai(x), kde |A;(x)| < e. Takze

b
[
a

2]c|
“n+1/2°

k—

fla;) + Ay(z)) sin((n + 1/2)z) dz

I;

Z / f(ai)sin((n +1/2)x) dz| +

IN

)sin((n + 1/2)x) dx

k—1

< Zz'f ‘1“/2 Z 1= g L @)l + (b=

=0

< e(b—a+1), n>n0.

Integral tedy pro n — oo jde k 0 a Eulertiv vzorec je dokazany. a



Na pfednasce jsem to vykladal zbytecéné slozité — rozklad sin((n+1/2)z) =
sin(nx) cos(x/2) + cos(nz)sin(z/2) neni zapotfebi. Tento dikaz Eulerova
vzorce jsem si precetl v preprintu S. G. Moreno, A one-sentence and truly
elementary proof of the Basel problem, ArXiw:1502.07667v1, 2015, 7 stran
(trochu jsem ho upravil a rozepsal). Obsahuje pies 80 odkazti na dalsi dikazy
Eulerova vzorce.

Ulohy

1. Dokazte, ze po ¢astech hladka funkce je omezena a jeji body nespoji-
tosti tvori mnozinu miry 0 — podle Lebesgueovy véty ma Riemanntv
integral.

2. Dokazte, ze kdyz je f : [a,b] — R po ¢astech hladka a nespojitd, je i
(f(z —0) + f(z +0))/ nespojita.

3. Rozvinte funkci sin(2x) do Fourierovy fady.

4. Vypoctéte

/ sin(3z)? du .

5. Necht f: R — R mé Riemanntv integral na kazdém intervalu [a, ] a
je p-periodickd (p > 0), tj. pro kazdé = € R plati, ze f(x) = f(x + p).
Dokazte, ze integral faa+p f ma jedinou hodnotu, nezavislou na a.

6. Necht f(z) = |z| pro —7 < z < 7 a na zbytek R je funkce f rozsifena,
aby byla 27-periodicka. Naleznéte jeji Fourierovu fadu a zjistéte, k
jakym hodnotam konverguje.

7. f(x) = 0pro —m <z < 0, f(x) = 1 pro 0 < 2 < 7 a na zbytek
R je funkce f rozsitena, aby byla 27-periodicka. Naleznéte jeji Fourie-
rovu fadu a zjistéte, k jakym hodnotam konverguje. Konverguje stej-

nomérné?
8. . .
1
S, L,
n n
n=1 5 n=1 n5

9. Odvodte > (—1)""'n"2? = 72/12 z > n"? = 72/6 jednoduchou mani-
pulaci s nekoneénymi fadami.



