Prednaska 10, 24. dubna 2015

Vzpomenme si na klasickou postacujici podminku pro existenci lokalniho
extrému funkce f(z) jedné proménné v bodé a € R: z jejiho Taylorova poly-
nomu stupné 2 (se stfedem v a)

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + %f”(a)h2 +o(h?), h =0,
ihned vidime, ze

1. pokud f/(

a) # 0, funkce f neméa v a lokalni extrém;
2. pokud f'(a) =0a f"(a) > 0, funkce f ma v a ostré lokdlni minimum a
a)

3. pokud f’(a) =0 a f"(a) <0, funkce f ma v a ostré lokilni maximum.

Pokud f’(a) = f”(a) = 0, nelze bez dalsi analyzy o existenci extrému v a Fici
nic. Pokud f’'(a) =0 (a je ,podezfely“ bod), nemizeme tedy jen ze samotné
hodnoty druhé derivace f”(a) nikdy vydedukovat neezistenci lokalniho ex-
trému. Jak uvidime, pro funkce vice proménnych je situace jina. Uvedenou
postacujici podminku nyni zobecnime na tyto funkce.

Nejprve ale zavedeme znaceni a ozivime si par véci z linearni algebry.
Necht A = (a;;) € R™" je symetrickd (a;; = a;;) redlnd n x n matice.
Prifadime ji kvadratickou formu (= homogenni polynom stupné 2) o n pro-
ménnych

n
T . n
Pa(zy,x9,...,2,) = vAx" = E a;jr;x; s R" =R,
ij=1

kde x oznacuje fadkovy vektor (x1, s, ..., 2,) ax?l je tyZ vektor psany trans-
ponované ve sloupci. Ziejmé P4(0) = 0 a Pa(tz) = t* Pa(z) (diky homogenité
P) pro kazdou matici A, vektor x € R™ a skalar ¢t € R. Matice A se nazyva

e pozitivné (resp. negativné) definitni, kdyz Pa(x) > 0 (resp. Pa(z) < 0)
pro kazdy bod z € R™\{0};

e pozitivné (resp. negativné) semidefinitni, kdyz Pa(z) > 0 (resp.
P4(z) <0) pro kazdy bod = € R" a

e indefinitni, neni-li ani pozitivné ani negativné semidefinitni, to jest
Pi(x) >0 a Pa(y) < 0 pro n&jaké dva body z,y € R™.
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Vzhledem ke zminéné rovnosti Pa(tz) = t?Ps(x) uréuji definitnost A uz
hodnoty P4 na jednotkové sfére

S={zr cR"[|z]| =1}

(proc?). Jak poznat definitnost A se o néco podrobnéji zminime pozdéji.

Pripomeneme nomenklaturu extrémii. Funkce f: U — R, kde U C R™
je okoli bodu a, méa v a ostré lokdlni minimum, existuje-li takové § > 0, ze
0<|lz—al <= f(z) > f(a). (Neostré) lokdlni minimum v a znamena,
ze ||z —al < 0 = f(z) > f(a). Podobné pro ostré lokalni maximum a
(neostré) lokalni maximum. Funkce f nemd v a lokdlni extrém, nema-li v a
ani lokalni minimum ani lokdlni maximum, to jest pro kazdé 6 > 0 existuji
takové dva body z,y, Ze ||z — al|, ||y —a|| < a f(y) < f(a) < f(x). Funkce
f: M — R, kde M C R™, nabyvd na mnozine M maximum v bodé a € M,
kdyz f(a) > f(b) pro kazdy bod b € M. Podobné pro nabyvani minima.

V ZS jsme dokéazali vétu pro funkce jedné proménné: kazda funkce f :
I — R, spojitd na kompaktnim intervalu I (tj. I = [a,b], —c0 < a < b <
+00), nabyva na I maximum i minimum. Budeme potiebovat ji zobecnit
na vice proménnych. Mnozina M C R™ je omezend, kdyz existuje takovy
polomér R > 0, ze M C B(0, R), a je uzaviend, kdyz jeji doplnek R™\ M je
oteviend mnozZina (to jest kazdy bod b mimo M lezi mimo M i s né&jakou
celou kouli se stfedem v b). Mnozina M C R™ je kompaktni, kdyz je soucasné
omezena a uzaviena.

Véta (nabyvani extrému na kompaktu). Necht je funkce f: M — R,
kde M C R™ je neprdazdnd kompaktni mnozina, na M spojita. Pak f nabyvd
na M mintmumm i mazimum.

Dikaz. Zatim bez dikazu. Podame ho pravdépodobné pozdéji v partii o
metrickych prostorech. O

Napriklad vyse definovana jednotkova sféra S je kompaktni podmnozina R",
a proto kazda spojita funkce f : S — R nabyva na S minimum i maximum.

Posledni definice pred vétou o lokdlnich extrémech: Hessova matice Hy(a)
funkce f v bodé a, kde f: U — R a U C R™ je okoli bodu a a f mé na

U vsechny derivace druhého fadu, je matice zaznamenavajici hodnoty téchto

derivaci: o -
o) = (0@

ij=1




Podle tvrzeni o 9,0, = 9,0, je pro funkci z C*(U) (tj. se spojitymi druhymi
derivacemi na U) jeji Hessova matice symetricka.

Vé&ta (o lokalnich extrémech). Necht f € C*(U), kde U C R™ je okoli
bodu a. Pripomerime, Ze (gradient) V f(a) je vektor hodnot prunich derivaci
a (Hessova matice) H¢(a) je matice hodnot druhych derivact.

1. Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém. (Zde staci
predpoklddat pouze ezistenci gradientu V f(a).)

2. Pokud Vf(a) =0 a H¢(a) je pozitivné (resp. negativné) definitni, po-
tom md f v a ostré lokdlni minimum (resp. maximum).

3. Pokud Vf(a) =0 a Hy(a) je indefinitni, nemd f v a lokdlni extrém.

Diikaz. 1. Pokud Vf(a) # 0, pak napt. &Elf( ) > 0 (pro 0., f(a) < 0
postupujeme obdobné), a f(a1 + h,ag,...,a,) = f(a) + Oy, f(a)h + o(h)
pro h — 0. Existuje tedy takové § > O, ze pro h € (—94,0) mame
fla1 + h,as,....an) — f(a) < 30, f(a)h < 0 a pro h € (0,6) mame
flar + h,ag, ... an) — f(a) > 30, f(a)h > 0. Proto funkce f nemd v a
ani neostry lokalni extrém.
2. Nyni Vf(a) = 0. Kvadratickou formu zH;(a)z” oznac¢ime jako P(z) a

f aproximujeme v okoli a Taylorovym polynomem stupné n = 2 (podle véty
o Taylorové polynomu). Séitanec f(a) odpovidajici i = 0 pfevedeme vlevo,
s¢itanec s i = 1 zmizi, protoze V f(a) = 0. Déle je P(z) homogenni polynom
stupné 2. Pro ||| — 0 tak mame vyjadieni

fla+h) = fla) = 7 (M1 + hads + -+ hn0n)' (@) + o([|]]*)
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kde vektor e(h) = (h1/|| R, he/||Pll, - - ., hm/||R]|) lezi na jednotkové sféfe S.
Jak jsme se jiz zminili, S je kompaktni podmnozina R™ a funkce P(x) :
R™ — R, ktera je jisté spojita na celém R™, na S nabyva minimum a maxi-
mum:
p=Pla)= Hrgﬂ|ir11 P(z) a M =P(B)= HI:?HaXI P(z)

pro néjaké dva vektory «, f € S. Pozitivni (resp. negativni) definitnost H(a)
je ekvivalentni nerovnostem 0 < pu < M (resp. u < M < 0) a indefinitnost
je ekvivalentni nerovnostem p < 0 < M.

Je-li H¢(a) pozitivné definitni, mame P(e) > p > 0 pro kazdy vektor
e € S, a tak existuje takové § > 0, Ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h|| < 0 plati
A2

= >0.
2 2

1
fla+h) = f(a) = SIBIF(P(e) + o(1)) >
Takze f ma v a ostré lokdlni minimum. Podobné pro negativné definitni
H¢(a) dostavame v a ostré lokalni maximum.
3. Kdyz je Hf(a) indefinitni, pak existuje takové 6 > 0, ze pro kazdé
t € (0,9) méme

t2 2
fla+ta)— f(a) = E(P(a)+o(1))<§-§<0 a
t? 2 M
fla+tB)— f(a) = E(P(5)+0(1))>§'7>0
Takze f nema v a lokalni extrém. O

Poznamky. Podle této véty funkce, ktera ma v kazdém bodu oteviené mno-
ziny U gradient, mize mit lokélni extrém pouze v bodech, v nichz je gradient
nulovy. Témto bodtm se fika staciondrni body. Dostaneme je jako feseni rov-
nice V f(a) = 0. Kdyz je matice Hy(a) semidefinitni, nefiké véta nic, funkce
miize mit v a extrém a nemusi. Konec¢né zdiraznéme, ze se véta tyka otevie-
nych mnozin U, respektive vnitinich bodi mnozin. Pokud f: M — R, kde
M C R™, a bod a € M neni vnitinim bodem M, to jest nelezi v M spolu
s néjakym svym okolim, pak stale muze f mit v a lokalni extrém vzhledem
k M, i kdyZz je gradient V f(a) nenulovy vektor. Lokalnimi extrémy v hra-
ni¢nich bodech mnozin se budeme zabyvat pozdéji, v partii o Lagrangeovych
multiplikatorech.

Poznamky o definitnosti matic. Nechf A = (a;;) € R™*" je syme-
trickd matice a P = P(z1,%,...,2,) = Y7, ; aijviz; je ji odpovidajici
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kvadraticka forma. Z linearni algebry vime, Ze existuje takova regularni ma-
tice B = (b;j) € R™" Ze po zméné proménnych =7 = By’ prejde P do
tvaru

P(xy,m9,...,0,) = P(biayi+- - +b1n¥n, - bnayi+- - - +bnnln) = Z diy?
i=1
kde d; € {—1,0,1}. Ekvivalentné,

n
P(x1,22,...,2,) = Zdi(ci,ﬂh + CiaTo 4+ F CinTn)?

i=1
kde C' = (¢;;) € R™™ je inverzni k B. Pocty koeficientt d; rovnych —1,0 a
1 v tomto vyjadfeni jsou uréené jednozna¢né matici A (nezaviseji na zméné
proménnych B) a udéavaji tzv. signaturu kvadratické formy P. Jsou-li vSechny
d; rovny 1 (resp. —1), je A pozitivné (resp. negativné) definitni. Je-li nékteré
d; rovno 1 a jiné —1, je A indefinitni. Jsou-li vSechny d; rovny 1 nebo 0, je
A pozitivné semidefinitni, a ve zbyvajicim ptipadé —1 a 0 je A negativné
semidefinitni. Do tohoto tvaru P = soucet + ¢tverctl lze P pri malém poctu
proménnych n = 2 ¢i n = 3 transformovat snadno ruc¢né, viz pocitani v
nasledujicim ptikladu.

Piipomenme jesté Sylvestrovo kritérium definitnosti z linearni algebry:
pokud jsou vSechny subdeterminanty d,,, = det(a;;){—;, 1 < m < n, nenu-
lové, pak, jsou-li vSechny kladné, je matice A pozitivné definitni, nastava-li
(—1)"d,, > 0,1 < m < n, je A negativné definitni, a jinak je indefinitni; o
pripadu, kdy d,, = 0 pro alespon jedno m, Sylvestrovo kritérium netika nic.

Priklad. Naleznéte lokalni a globalni extrémy funkce
f: R* =R, f(z,y) =y*+ycosz —sinxz — 2.
ReSeni (nebylo uvedeno na piednasce). Defini¢ni obor R? je oteviend

mnozina, a pro hledani lokalnich extrému tak miizeme bez problému pouzit
vétu o lokalnich extrémech. Mame

Vi(z,y) = (0:f,0,f) = (—ysinz — cosz, 2y + cos )

Hy(w,y) — ( 2.f oS ) _ ( —ycosx +sinr  —sinx ) ‘

8;90 f 8§y f —sinx 2
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Vyfesime soustavu rovnic V f(z,y) = (0,0):
—ysinx —cosz =0, 2y +cosx =0 .

Se¢tenim rovnic obdrzime y(2 — sinz) = 0. Nutné (nebot |sinz| < 1) y =0,
a tedy cosz = 0. Dostavame stacionarni body

sy = (m/2+km,0), keZ.

Podle véty o lokalnich extrémech méa f lokalni extrémy pouze v téchto bo-
dech.
Méme

mi= (. C0Y

to jest

H(sy) = ( _} ; > pro liché k a H(sy,) = ( _} _; ) pro sudé k .

Prvni matice je indefinitni, protoze
P(z,y) = —2® + 22y + 29° = — (v — y)* + 3y,
a druha je pozitivné definitni, protoze
P(z,y) = 2° — 22y +2y* = (z — y)* +3°.

Pro liché k neni v s;, lokalni extrém a pro sudé £ je v s, ostré lokalni minimum,
vzdy s hodnotou

f(sar) = =3

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokalni minima.

Globalni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezené: f(7/2,y) =
y? — 3. Jiny diivod je ten, Ze f nemé Zadné lokdlni maximum (a globalni
maximum by muselo byt i lokdlnim maximem). Nalezneme globalni minima.
Defini¢ni obor R? neni kompaktni (neni omezeny), nelze hned pouZit vétu o
extrémech spojitych funkci na kompaktech. Funkce f je vSak 2m-periodicka
vz (tj. f(x£2m,y) = f(z,y) pro kazdé =,y € R) a pro vySetfeni globalnich
minim staci uvazit jeji hodnoty ve svislém nekonecném pasu

P={(r,y) eR*|0<z<2myecR}.
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Na jeho hranici mame

v

|
N e}
V

&

1\°> 9
f(O,y)Zf(%,y)Zy?er—?:<y+§) -9

Jesté ale nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pasu P jsou vétsi nez
—3, pas sam je nekompaktni a pro y — +oo by nékde uprostred néj mohla
f klesat do hodnot mensich nez —3, tfeba do —oo, a globalni minimum by
nemuselo existovat. Jednoduchy odhad vsak ukazuje, ze f se tak nechova.
Pro |y| > 2 a libovolné x € R mame

1\* 13
f(957y)292—|y’—3=(yi§> - —2-1>-3.

Kdyz tedy pas P rozlozime na disjunktni sjednoceni
P - P1 U PQ y

kde P, = [0, 27| x [-2, 2] je kompaktni obdélnik a P je nekompaktni zbytek,
pro kazdé a € P, plati f(a) > —1 > f(so) = —3, pfi¢emz sy € P;. VSechny
hodnoty f na P, jsou vétsi nez hodnota f v bodu sg. Na hranici obdélnika
P, mé f vzdy hodnotu alespori min(—9/4,—-1) = —9/4 > —3 a na jeho
vnittku, coz je oteviend mnozina, ma f jediné lokdlni minimum f(s¢) = —3.
Proto mé f na obdélniku P, i na celém pasu P jediné ostré globalni minimum
f(s0) = —3. Z 2m-periodi¢nosti v proménné = plyne, Ze hodnoty f(sox) = —3,
k € 7Z, jsou pravé viechna neostra globalni minima funkce f na R2.

Zavér. Jediné lokélni extrémy f jsou ostra lokdlni minima f(se) = —3 v
(nekone¢né mnoha) bodech so, = (5 4 2km,0), k € Z. Tyto body jsou i body
neostrého globalniho minima funkce f. Globalni maximum f nema. a

Implicitni funkce. Jak vime z linedrni algebry, soustava n linedrnich rovnic
o n neznamych a; 1y1 + aioys + -+ + @iy, +b; = 0, ¢ = 1,2,...,n, kde
aij,b; € R jsou dané a det(a;;);';—; # 0, méa pro kazdou volbu n konstant
b; jednoznacné feseni yi,ys,...,Yy,. Navic toto feSeni y; je jakozto funkce
volenych konstant b; homogenni linearni funkce: y;(b1, ba, ..., b,) = ¢j1b1 +
Cjoby + -+ ¢jnby, j = 1,2,...,n, pro jisté konstanty c¢;; € R (to plyne
z Cramerova vzorce vyjadiujicitho feseni nehomogenni linedrni soustavy ve
tvaru podilu dvou determinantit).



Tento vysledek nyni zobecnime na situaci, kdy jsou linearni funkce na-
hrazeny obecnymi funkcemi a kdy v kazdé rovnici lze pfedem zvolit vice nez
jeden parametr. Vezmeme soustavu n rovnic o m + n neznamych

F1($1,---,$m,y1,.--,yn) =0
F2($17-"axm7y17"'7yn) = 0

Fo(xy, oo Ty Y1, Yn) = 0

kde F; jsou redlné funkce definované na okoli bodu (xg,y0) v R™" kde
xg € R™ a yp € R", ktery je FeSenim této soustavy, to jest Fi(zo,yo) =

Fy(xo,90) = -+ = Fo(x0,y0) = 0. Jak uvidime, za jistych predpokladi lze
neznamé yi, Yo, . . ., Y, ze soustavy eliminovat a vyjadrit je, lokalné v okoli
xg, jako funkce y; = fi(x1, 22, ..., z,;) nezndmych xq, xo, . .., x,. Nejprve ale
zavedeme znacCeni. Pro zobrazeni F' = (F1, Fy, ..., F,) a f = (f1, fo, -+, [n),
pficemz F; = Fy(x1,...,Zm,Y1,---,Yn) & f; = fi(z1,...,2y), oznacime z =
(3:17:[;27"'733711)7 Yy = (3/1,92,---7%) a
Ox1 Oxo T OTm
OF\™™
Fen=(5) @n = e

i/ =1 OF, OF, IFy

Ox1 Oxry OTm

or O0F oF

Oy1  O9y2 "7 Oyn

OF\"
Ran=(5) @ = e

Yi/ ij=1 OF,  OF, OF,

Oy1 Oy2 "7 Oyn

oh  9f1 Ofr

, 8fz n,m Bi'tl 8:‘02 o az.m

fo= (2" @ = | L e
R Ofn  Ofn Ofn.
ox1 Ozxre " OTm

Prvni a tieti matice maji rozmér n x m, druha matice je ¢tvercova s rozmérem

nxn.
Véta (o implicitnich funkcich). Necht
F=(F,Fy,...,F): W—R"
je zobrazeni definované na okoli W C R™™ bodu (xg,1o), kde zo € R™ a

Yo € R", ktere splnuje nasledujici podminky.
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1. F;=Fy(z,y) €eCY(W) pro1 <i<n.
2. Fi(xo,y0) =0 pro 1 <i <n.

3. det(F;([Em yo)) 7é 0.
Potom existuji okoli U C R™ a V C R"™ bodi xy a yy takovd, Ze U x V. C W
a pro kazdy bod x € U existuje pravé jeden bod y € V' spliugici Fy(z,y) =0
pro 1 <i < n. Jinak Teceno, existuje zobrazeni f = (f1, fay. - fu): U=V

takove, Ze
V(ir,y) eUxV: F(z,y) =0 < y= f(z).

Navic kaZdd funkce f; je v CY(U), takZe zobrazeni f je diferencovatelné na U
a jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U splriuje

fl(x) = =(Fy(x, f(2)))" i, f(2)) -

Dikaz této véty délat nebudeme. Naznacime ale, jak ze vztahi
Fi(z, fi(z),..., fu(z)) =0, 1<k <n a ze€U,

a z fi € CL(U) plyne hotejsi formule pro f'(z) a také praktict&jsi explicitni
formule pro 0; f;(z). Parcidlnim derivovanim téchto n rovnic podle proménné
xz; dostavame n vztahu

OF}, n OF}, of; B
a7 1)+ 2 S i) =0, 1 <<

To je soustava n rovnic s n neznamymi 0 f;(x), 1 < j < n, kterou zapiSeme
maticové jako
/ —
F,-0,f = —-0,F,

kde F, = F)(z, f(x)), &;F je sloupcovy vektor (Op, F1, 05, Fy, ..., 0p, F5)7T, O; f
je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcialnich derivaci z, f(x)
a x pro struc¢nost vynechavame. Odtud uz pomoci linearni algebry plynou
vztahy

fl(@) = =(Fy(x, f(2))) " Fi(w, f(2))

of;  det(d,,F,...,0, F 0, F,0 0, F)

Yi+1T oo

or; det(9y, F, 0, F, ..., 0,.F)
(v bodech z € U a (z, f(z)) € U x V).




